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Abstract

In this paper we present a didactic introduction to the Markov Chain
Monte Carlo method. We do not assume that the reader has prior knowl-
edge about the subject, so we also present the necessary fundamentals of
probability theory, a historical outline of the evolution of the Monte Carlo
method and practical examples on numerical integration and statistical
inference implemented in Python.

Keywords: Markov chains, Monte Carlo method, Random numbers.
AMS Subject classifications: 65C05.

1. Introduccion

Bajo el nombre de método de Monte Carlo (MC) se designa a una familia de
técnicas computacionales basadas en el muestreo aleatorio (en la generacién de
ntumeros pseudoaleatorios) y empleadas para hallar soluciones aproximadas de
una gran variedad de problemas matemaéticos surgidos en diversos campos de la
ciencia (por ejemplo en la investigacion, en genética y biologia, en astronomia y

I Estancia sabética.
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cosmologia, en los métodos bayesianos de la estadistica, la mineria de datos y el
aprendizaje automadtico, entre otros). No hay pues un método MC sino muchos
de ellos y puede decirse que, en general, se usan en tres modalidades distintas
como [30]:

1. técnica de integracién numérica;
2. método de muestreo aleatorio para simulacién u optimizacién;

3. procedimiento de prueba de hipétesis.

La historia del método MC es fascinante. El contexto en el cual Stanislaw
M. Ulam lo ideé y se empled por vez primera coincide con dos hechos cientificos
de importancia mayor en la historia mundial del siglo XX: la construccién de
la primera bomba atémica (el proyecto Manhattan) y la disponibilidad de una
de las primeras computadoras de uso general: la ENTAC (Electronic Numerical
Integrator And Computer). Coincidieron entonces la necesidad practica de un
método de calculo poderoso y la herramienta adecuada para llevarlo a cabo.

En la actualidad, sobre todo en relaciéon con la estadistica bayesiana, las
versiones del método MC mas utilizadas se basan en la construccién de cadenas
de Markov para obtener muestras de distribuciones de probabilidad especificas;
estas extensiones del método MC se conocen como métodos de Monte Carlo via
Cadenas de Markov (MCMC, por sus siglas en inglés).

Presentamos aqui una primera aproximacién a los métodos MCMC que pre-
tende ser concisa, accesible y préactica para cualquier persona interesada en es-
tos métodos y que cuente con un minimo de requerimientos técnicos. Deseamos
mostrar las ideas béasicas del método y senalar porqué es plausible su funciona-
miento, mas que discutir consecuencias, alcances y dificultades del mismo. La
estructura del articulo es la siguiente. En la Secciéon 2 se presenta una breve
resena del desarrollo histérico de los métodos MC y MCMC. En la Seccién 3 se
citan los teoremas de probabilidad fundamentales para comprender el método
MC; en el Apéndice se ofrece una referencia mas detallada, para aquellos lectores
con menos bagaje sobre teoria de probabilidad. La Seccién 4 es una recopila-
cion de algunas ideas bésicas sobre la generacién de nimeros pseudoaleatorios,
que son el fundamento de todos los métodos MC. En la Seccién 5 se ponen en
practica las ideas esenciales de los métodos de integracion MC, mediante un
ejemplo resuelto por tres aproximaciones distintas. La Seccién 6 es un resumen
de la teoria de cadenas de Markov, relevante para la implementacién moderna
de los métodos MC. Finalmente, en la Seccién 7 se presenta otro ejemplo, esta
vez para encontrar los pardmetros de un ajuste lineal mediante un muestreo
MCMC realizado con un algoritmo Metropolis-Hastings. Los cédigos utilizados
estan disponibles en [8].
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2. Resena historica

Stanislaw Ulam cuenta que la idea del método de Monte Carlo se le ocurrié
cuando jugaba al solitario con un mazo de cartas, mientras se recuperaba de una
enfermedad en 1946 [3, 18, 29]. Analizando el juego, se percat6 de que para tener
una idea de la probabilidad de que salga un solitario (cosa en la que no influye
la habilidad del jugador) era més practico ir echando las cartas o experimentar
con el proceso para tomar nota de cudntas veces salia, que tratar de determinar
todas las combinaciones posibles, pues crecen exponencialmente y son dificiles
de calcular, salvo en casos excepcionales. Esto le llevd a darse cuenta de que en
problemas complejos es mejor un muestreo aleatorio que el anélisis completo de
todas las posibilidades.

En 1946, Ulam le plante6 esta idea a John von Neumann —quien habia jugado
un papel muy importante en el desarrollo de la ENTAC- durante un largo viaje
en automovil y lo convencié de las posibilidades de los esquemas de célculo
probabilistas. Juntos, Ulam y von Neumann desarrollaron las matematicas del
nuevo método y publicaron el primer articulo sobre éste en 1949 [20]. El nombre
de Monte Carlo, al parecer, fue sugerido por Nicholas Metropolis, en alusion al
casino de Monte Carlo, lugar al cual era aficionado un tio de Ulam [18].

Sin embargo, las investigaciones historicas evidencian que el método ya era
conocido y se habia usado previamente para resolver algunos problemas de es-
tadistica. Incluso podria remontarse hasta el ano 1773 con el experimento de la
aguja de Buffon, que sirve para estimar el ndmero 7 (aunque esta historia podria
ser apéerifa) [12]. Lo que si estd documentado es que hacia 1901 Kelvin usé una
simulacion MC rudimentaria, valiéndose de cartas numeradas para estimar una
distribucién de velocidades; también Fermi se valié de cdlculos manuales tipo
MC en su trabajo sobre la fisién nuclear en la década de 1930 [23]. Y existen
informes de que el método fue propuesto independientemente por J. E. Mayer
para tratar problemas de la fisica del estado liquido [19].

En 1952 Metropolis y sus colaboradores propusieron el primer algoritmo
de muestreo MCMC y lo implementaron en el MANTAC (siglas en inglés de
Mathematical Analyzer, Numerical Integrator and Computer) de los Alamos
para derivar, de la distribuciéon de Boltzmann y del modelo de esfera dura,
algunas propiedades fisicas de un sistema simulado compuesto por 224 particulas
ubicadas en una reticula de drea unitaria [17, 19]. La aplicacién del algoritmo de
Metropolis al modelo que describe las transiciones de fase de un ferromagneto,
conocido como modelo de Ising bidimensional, es quiza la més difundida, tanto
por su utilidad pedagégica como por resultar fundamental en los trabajos de
reconstruccién de imdgenes [23].

Fisicos y quimicos, principalmente, desarrollaron generalizaciones y alter-
nativas del algoritmo de Metropolis, sobre todo en relacién con el modelo de
Ising. Este trabajo de exploracion y generalizacion culminé en 1970 cuando W.
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K. Hastings logré fundamentar mateméticamente el algoritmo de Metropolis
[10, 11, 25], y éste pasé a ser conocido como algortimo Metropolis-Hastings.
El articulo de Hastings mostro el potencial del algoritmo como herramienta de
muestreo de propésito general, més alld de los dmbitos de la fisica estadistica,
sin embargo pasarfan varios lustros hasta que todas sus implicaciones fuesen
valoradas acertadamente.

En 1983 S. Kirkpatrick y colaboradores introdujeron el algoritmo de Recoci-
do Simulado [13] para abordar problemas de optimizacién combinatoria, en los
cuales se desea minimizar una funcién objetivo, llamada costo, en cierta region,
denominada espacio de bisqueda. Un ejemplo tipico es el problema del vendedor
viajero, en el cual se busca minimizar la distancia de un recorrido que ha de
pasar por un conjunto de vértices dado. Kirkpatrick y colaboradores decidieron
pensar la funcién objetivo como un tipo de energia, de esta manera pudieron
aprovechar las intuiciones de la fisica estadistica y aplicar el algoritmo de Me-
tropolis. Con este algoritmo el uso de los MCMC se extendié a la investigacién
de operaciones, la biologfa, economia e ingenieria eléctrica [23].

El algoritmo de Recocido Simulado, asi como el modelo de Ising, trabajan
sobre una reticula dividida en celdas. Esto inspiré a los hermanos Donald y
Stuart Geman a aplicar las ideas del algoritmo de Metropolis y el Recocido
Simulado, en combinacién con un enfoque estadistico bayesiano, para atacar
el problema de la restauracion de imagenes digitales; su enfoque los llevé a
encontrar en 1984 una variante del algoritmo de Metropolis que culminé dos
siglos de historia del enfoque estadistico bayesiano: el algoritmo de Gibbs [6].

La restauracién de imdagenes digitales por medio del algoritmo de Gibbs
constituyé la primera aplicaciéon popular conjunta de los métodos estadisticos
bayesianos y los MCMC, aunque ya en 1968 los MCMC habian sido utilizados
secretamente como una herramienta de la estadistica bayesiana en la localizacion
de un submarino de combate de propulsién atémica, el U.S.S. Scorpion. Este
episodio historico, asi como un relato pormenorizado de los avatares del teorema
de Bayes, desde sus inicios hasta la sintesis que supuso el algortimo de Gibbs,
pueden encontrarse en el libro de Sharon Bertsch McGrayne [16].

En la década de 1990 el método de Monte Carlo experimenté una completa
renovacién al combinarse con los métodos bayesianos de inferencia, asi como por
la disponibilidad creciente de computadoras potentes y econémicas; fue en esta
época, evidenciado ya su potencial, cuando los MCMC se popularizaron como
herramienta invaluable de la inferencia estadistica de propésito general. El soft-
ware especializado en andlisis estadistico bayesiano BUGS (Bayesian Inference
Using Gibbs Sampling), lanzado en 1992 y adn disponible en internet como
OpenBUGS [28] contribuyd enormemente a la popularidad de los MCMC al ha-
cerlos accesibles al publico, principalmente para aplicaciones en Bioestadistica.

Los lenguajes de programacion modernos han permitido generar una ga-
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ma muy amplia de innovaciones en relaciéon con los MCMC y también formas
alternas de muestreo aleatorio, cada vez mas eficientes. R es un lenguaje de
programacion orientado a la estadistica; por otro lado, Python se ha revelado
como un lenguaje de programacién muy versatil, popular en muchas areas de la
ciencia y la ingenieria: médulos cientificos desarrollados en Python, R y otros
lenguajes modernos se crean constantemente.

PyMC [22], por ejemplo, es un médulo de Python especializado en andli-
sis estadistico bayesiano y contiene métodos MCMC de propdsito general. Su
desarrollo comenzo6 en 2003 con la intencién de hacer accesibles los MCMC a
los investigadores no especializados en estadistica y estaba dirigido principal-
mente a los ecologistas. La publicacién de su primera versién ocurrié en 2005;
actualmente (2020), la versién 4.0 de PyMC estd en desarrollo. Ademés existen
otros médulos, muchos de ellos con aplicaciones a disciplinas especificas, como
MontePython [1], especializado en Cosmologfa.

En la actualidad los métodos MCMC tienen un uso generalizado en el anélisis
intensivo de datos en areas de la ciencia que trabajan con grandes cantidades de
datos. Sin embargo, la complejidad de los modelos y las enormes cantidades de
datos a tratar han orientado la bisqueda de técnicas de muestreo mas eficientes
que las derivadas de los métodos MC.

A manera de resumen de esta seccién, la Tabla 1 enlista algunos de los
acontecimientos més importantes en la historia del Método de Monte Carlo.

Nota: La lista de acontecimientos no es totalizadora.
Fuente: Elaboracién propia.

Ano Acontecimiento
1949 Método de Monte Carlo
1953 Algoritmo Metropolis
1970 Algoritmo Metropolis-Hastings
1983 Algoritmo de Recocido Simulado
1984 Muestreo de Gibbs
1992 BUGS
2000-2020 | Modulos especializados en Python y R

Tabla 1: Hitos en la historia de los métodos de Monte Carlo.

3. Antecedentes de probabilidad

En esta seccién se citan las definiciones y los teoremas de probabilidad indis-
pensables para comprender el funcionamiento del método MC. En el apéndice,
siguiendo el excelente resumen que hace S. M. Ross [26], ofrecemos informa-
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cién méas completa para aquellos lectores poco familiarizados con la teoria de
probabilidad.

Definicién 3.1. El valor esperado de g(x), funcion de la variable aleatoria
X, para el caso en que X adopte valores discretos de una funcion densidad de
probabilidad p(x), se define como

Elg(X)] =) g(x)p(=),

y para el caso en que X sea una variable aleatoria continua con funcion densidad
de probabilidad f(x)

Bg(X) = [ gla)f(a)da. (3.1)
Definicién 3.2. Para una variable aleatoria X con media p se define la va-

7LaNZa COMo

Var(X) :=E[(X — p)?.

Definicién 3.3. La covarianza de dos variables aleatorias, X de media p, yY
de media i, se define como

COU(X? Y) = E[(X - /’Lw)(Y - MU)]

La desigualdad de Chebyshev (ver Apéndice para mayores detalles) permite
arribar a los teoremas mas importantes para el método de Monte Carlo ordina-
rio, que citamos a continuacién.

Teorema 3.1. Ley débil de los grandes numeros.
Sea X1, X5, ... una sucesion de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas con media . Entonces, para cada € > 0

Xi+..+X,
P{‘ 1+ ...+

—,u‘ <e} — 0, cuando n — oo.
n

La generalizaciéon de este resultado es:

Teorema 3.2. Ley fuerte de los grandes nimeros.
Bajo las condiciones del teorema anterior, se tiene con probabilidad 1, que

, Xi+ ..+ X,
lim —————— " =y

n—00 n

(3.2)

Y un resultado de gran utilidad para realizar inferencia estadistica es el:

Teorema 3.3. Teorema central del limite.
Dada una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

tribuidas, X1, Xo, ..., con media finita p y varianza finita 0 se cumple que
X1+ ..+ X, -
lim P{ (s o< x} = ¢(x), (3.3)
n—o00 O'\/’ﬁ
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a2 »
donde ¢(x) = % ffoo e 2 dx, para —oo < x < o0, es la distribucion normal

0 gaussiana.

La ley fuerte de los grandes nuimeros es el fundamento de la integracion por el
método de Monte Carlo. Nétese, en primer lugar, que la Ecuacién (3.1) permite
. . b o
interpretar una integral [ g(z)dx como el valor esperado, p, de la funcién g(x)
respecto a una distribucién de probabilidad uniforme definida para a < x < b;
es decir, si f(z) = Unif(a,b) = ﬁ, multiplicando la integral anterior por el
factor (b — a), se tiene

b b
/ g(x)dx = (b— a)/ g(x)f(z)dx = (b—a)E[g(X)] con X ~ Unif(a,bd).

Por otro lado, la ley fuerte de los grandes nimeros (Ecuacién 3.2), permite
aproximar este tultimo valor esperado mediante el promedio de una muestra
de tamano n de la variable aleatoria distribuida uniformemente, si se toma n
suficientemente grande. Asi:

b X1+ 4+ X,
/ g(z)dz = (b—a) lim At A con X ~ Unif(a,b).

n—00 n

La cuestién relevante, ahora, es cémo generar las variables aleatorias unifor-
memente distribuidas, X, ..., X,,. Exploramos esto en la siguiente seccion.

4. Numeros pseudoaleatorios

Existen dispositivos mecanicos capaces de generar muestras o secuencias de
nameros aleatorios, usualmente en relacién con algunos juegos de azar: dados,
ruletas, tombolas, etcétera. En una computadora es posible implementar algorit-
mos para generar secuencias de numeros que, bajo ciertas pruebas estadisticas,
sean practicamente indistinguibles de las muestras generadas por procesos real-
mente aleatorios. Para hacer evidente la distincién, se llama nimeros pseudo-
aleatorios a dichas secuencias producidas en una computadora, y a los algoritmos
utilizados en esta tarea se les denomina generadores de nimeros aleatorios.

Técnicamente, se dice que una secuencia de n numeros es aleatoria si no
puede predecirse el valor de la entrada nyy1 dadas las entradas anteriores n;,
coni=0,1,..., k.

Ademis, una secuencia pseudoaleatoria es una secuencia de nimeros genera-
da de manera determinista que debe resultar, bajo ciertos criterios estadisticos,
indistinguible de una verdadera secuencia aleatoria.

Noétese que esta definicion no hace referencia alguna a la distribucion de
probabilidad (que llamaremos distribucién padre) generadora de la muestra de
numeros pseudoaleatorios. Sin embargo, los nimeros pseudoaleatorios funda-
mentales para fines préacticos son los que siguen una distribucién uniforme, que
se conocen como numeros rectangulares o, sencillamente, niimeros aleatorios.
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En 1946 John von Neumann propuso el primer algoritmo generador de nime-
ros pseudoaleatorios: el método del cuadrado central. Consiste en proponer un
nimero de n digitos, al que se le llama semilla, se eleva éste al cuadrado y
del resultado se toman los n digitos centrales; el procedimiento se repite con el
nuevo nimero de n digitos, hasta generar toda una secuencia de ntimeros de n
digitos. La Tabla 2 esboza un ejemplo.

Nota: Nimeros generados de la semilla Xy = 1981.
Fuente: Elaboracién propia.

N | Xn (Xn)? XNt1
0 | 1981 | 3924361 2436
1 | 2436 | 5934096 3409
2 | 3409 | 11621281 6212
3 | 6212 | 38588944 5889
4 | 5889 | 34680321 6803

Tabla 2: Método del cuadrado central.

Este algoritmo funciona a cierto nivel, pero puede tener fallas severas. Por
ejemplo, si se toma el nimero 3792 como semilla y se eleva al cuadrado, se
obtiene 14379264; luego, esta semilla produce la secuencia no aleatoria 3792,
3792, 3792,... [5].

Otro método para producir niimeros pseudoaleatorios, el generador con-
gruencial multiplicativo, consiste en comenzar con una semilla xy y calcular
de manera recursiva x,, para n > 1:

Ty = ax,_1 moédulo m,

siendo a y m enteros positivos y donde la operaciéon médulo m indica que z,, es
el residuo de dividir ax,,_1 entre m.
Existen también generadores congruenciales lineales y mixtos, del tipo:

Ty = axp—1 +c¢ moédulo m.

En estos generadores los nimeros a, ¢ y m se deben elegir siguiendo ciertas
reglas basadas en la aritmética modular y de acuerdo con las caracteristicas
de la memoria de la computadora para evitar que la secuencia alcance rapida-
mente el periodo que es caracteristico de las estructuras congruenciales y, en
consecuencia, deje de ser una muestra aleatoria [2].

Los generadores anteriores producen nimeros pseudoaleatorios distribuidos
uniformemente. Para generar nimeros distribuidos bajo otras funciones de pro-
babilidad se usan técnicas mas sofisticadas, como el método de la transformacion
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inversa o el algoritmo de aceptacién y rechazo, ambos ampliamente usados hasta
nuestros dias y propuestos también por John von Neumann, en una carta diri-
gida a Ulam fechada en 1947 [3]. El método de la transformada inversa opera
bajo el siguiente resultado [26]:

Teorema 4.1. Sea U una variable aleatoria uniforme en (1,0). Para cualquier
funcion de distribucion continua F', la variable aleatoria X definida como

X =FYU),
donde F~' es valor de x tal que F(z) = u, tiene distribucion F.

Este método aplica cuando puede determinarse la forma analitica de la in-
versa de la distribucién de probabilidad padre de los niimeros pseudoaleatorios.
Sin embargo, esto no siempre es posible, incluso para funciones de distribucién
tan usuales como la distribucién normal. En todos los casos en que no puede
aplicarse el método de la transformada inversa es necesario un método particu-
lar. La referencia [15] es un manual que recopila técnicas para generar niimeros
pseudoaleatorios para muchas distribuciones de probabilidad.

El algoritmo de aceptacién y rechazo, por otro lado, es una forma eficaz
para generar muestras de una variable de distribucién padre f(z) y contiene el
germen de las ideas para técnicas més elaboradas, asi como para introducir el
uso de las cadenas de Markov. Consiste en proceder indirectamente, a partir de

una distribucién g(z), que previamente ya se sepa generar; cada valor se genera
f()

con una probabilidad proporcional a S0 segun el siguiente esquema. Se toma
una constante ¢, de modo que para toda y se cumpla % < ¢y se procede de

manera recursiva, segin el Algoritmo de Aceptacién y Rechazo, mostrado en la
Tabla 3.

Fuente: [26, 27].
Aceptacién y Rechazo

Paso 1: Generar Y ~ g(-).
Paso 2: Generar un nimero aleatorio U ~ Unif(0,1).
Paso 3: SiU < f(Y)/cg(Y), X =Y. Otro caso, ir a Paso 1.

Tabla 3: Algoritmo 4.1.

Al final de la seccién anterior vimos que para estimar numéricamente la
integral f; g(z)dz podemos usar una muestra de una variable con distribucién
de probabilidad uniforme. Los nimeros pseudoaleatorios con esta distribucion
son, por ello, fundamentales para el método de integraciéon MC; también lo
son, como indica el método de la transformada inversa, fundamentales para
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generar muestras de distribuciones de probabilidad no uniformes. Muestrear
una distribucién de probabilidad més complicada puede tener un objetivo més
alld de la integracion, y estar mas relacionado con conocer la distribucion de
probabilidad de los pardmetros de un modelo. Los métodos MCMC suelen estar
mas enfocados a esta segunda tarea, como veremos en la Seccién 7.

Los lenguajes de programacién modernos tienen incorporados generadores
de nimeros pseudoaleatorios (ver la Figura 1). Por esta razén se les suele asumir
como algo dado, sin embargo para aplicaciones especificas es una buena practica
analizar su procedimiento de generacién para evitar errores estadisticos [14].
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Figura 1: Representacion grafica de una muestra de 1000 nimeros aleatorios en
el intervalo (0,1) generados en Python.
Fuente: Elaboracién propia.

5. Método de Monte Carlo ordinario

Como ya se dijo en la Seccién 3, la idea central del método de integracién
Monte Carlo es la siguiente: si deseamos calcular la integral I = f; g(z)dx
para alguna funcién g(z) dificil de integrar analiticamente, podemos hacer la
siguiente sustitucion:

b b
I= / g(x)dx = / w(x) f(z)de,
conw(z) = g(z)(b—a)y f(z) = ﬁ. Por tanto, la integral transformada puede
interpretarse como un multiplo del valor esperado de g(x) bajo la distribucién
uniforme:

E(g(X)) = ﬁ con X ~ Unif(a,b). (5.1)

Si tomamos una muestra de nimeros pseudoaleatorios uniformemente dis-
tribuidos, digamos X7, ..., Xy ~ Unif(a,b), por la ley de los grandes niimeros
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(Ecuacién 3.2), para N suficientemente grande tendremos que, con probabilidad
1:

¥ 2 0(X) > Blo(¥) = 5= (52)

Ejemplo 5.1. Para ilustrar el método de integracion MC calculemos

1
/ Varctan(x)dz,
0

que no es integrable por métodos analiticos [24]. Programas orientados al cdlculo
cientifico, como Maple y Mathematica, no dan una solucion analitica de la inte-
gral anterior. Se puede estimar esta integral numéricamente de varias maneras:
por ejemplo, mediante sumas de Riemann, implementando el MC de acuerdo a
la Ecuacién (5.2) o implementando un MC en la regién bidimensional que acota
la funcion f(x) = y/arctan(z) en el plano cartesiano.

Con sumas de Riemann la aproximacion numérica a la integral se puede
elaborar con base en una particion reqular, by = 0, b1, bo, ..., b, = 1, del intervalo
de integracion, segin la conocida férmula del Cdlculo:

I'={glb) + -+ 9o}, (5.3)

donde g(x) = \/arctan(x) y b; =i/n parai=1,2,..,n.

Suma de Riemann por la izquierda de f(x)
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0.6
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Figura 2: Sumas de Riemann para el drea bajo la curva f(z) = y/arctan(z).
Fuente: Elaboracién propia.

La Figura 2 muestra el esquema grdfico de esta aproximacion.

El MC basado en la ley de los grandes nimeros, Ecuacion (5.2), suele lla-
marse método MC' de la Media Muestral. La aprorimacion numérica se obtiene
de la siguiente expresion:

I'=~{gler) + -+ glea) (5.4)



58 R. Medel Esquivel, I. Gémez-Vargas, J. A. Vézquez, R. Garcia Salcedo

donde g(z) = y/arctan(z) y x; ~ Unif(0,1). Las Ecuaciones (5.3) y (5.4)

tienen aspectos muy similares, sin embargo su interpretacion es muy distinta,
pues en el primer caso los valores de la variable representan puntos igualmente
espaciados en el intervalo de integracidn (0,1) mientras que en el sequndo caso
los valores de la variable consisten en una muestra de niumeros pseudoaleatorios
uniformes para el mismo intervalo (0,1); entonces, de la Ecuacion (5.1):

I= (b— a)E[g(X)]

Y un estimador insesgado (ver Apéndice) de esta integral es:
1
01 =(b— Q)EZ?ZM(XO con X; ~ Unif(0,1), (5.5)

el cual tiene una varianza dada por:
1 b
Var(0;)=—|(b— a)/ g*(x)dx — I*|.
n a

Entonces este método puede implementarse con el Algoritmo MC' de la Media
Muestral, presentado en la Tabla 4, para estimar f:g(x)daj [27].

Fuente: [27].

Monte Carlo de la Media Muestral

Paso 1: Generar una secuencia {U;}?; ~ Unif(0,1).

Paso 2: Calcular X; = a + U;(b — a).

Paso 3: Calcular g(X;), parai=1,...,n.

Paso 4: Estimar I calculando la media muestral 6, (Ecuacién 5.5).

Tabla 4: Algoritmo 5.1.

La Figura 8 muestra el histograma de los resultados de esta integracion MC
repetida 1000 veces. Para hacer evidente la distribucion estadistica subyacente a
este experimento, en este caso hemos tomado un valor pequerio para el tamano
de las muestras de nimeros pseudoaleatorios (n = 50).
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Figura 3: Histograma de resultados para la aproximacién de fol varctan(x)dx
por el método MC de la Media Muestral.

Fuente: Elaboracién propia.

Obsérvese que el histograma sugiere una distribucion normal para los resul-
tados de este experimento, lo que estd de acuerdo con el teorema central del
limite (Ecuacion 3.3).

Notese que la ley fuerte de los grandes numeros lleva a pensar que en la
estimacion numérica expresada por la Ecuacion (5.4) el error, la diferencia
entre I y pu, inversamente proporcional a \/n, puede prdcticamente anularse si
n se hace suficientemente grande, y esta idea parece respaldada por el teorema
central del limite; sin embargo, esto no se verifica en la prdactica porque el método
de MC trabaja no sobre niumeros pseudoaletorios sino sobre transformaciones de
ellos y los numeros pseudoaleatorios tienen periodos definitivamente finitos, por
tanto suele ser necesario recurrir a diversas estrategias estadisticas para estimar
los errores de aprozimacion y los intervalos de confianza [4].

El siguiente método MC es el mds difundido porque tiene una interpretacion
geométrica, lo cual incrementa su valor pedagégico. Suele ser llamado método
MC de Acierto y Error. Consiste en interpretar la integral como el drea bajo la
curva en una region rectangular, en nuestro ejemplo: {0 < x < 1} x{0 < g(z) <
¢}, para algin valor ¢ que acote la funcidn en todo el intervalo de integracion, y
generar n puntos aleatorios (x,y) sobre dicho rectdngulo. Luego, la probabilidad
de acertar a la region bajo la curva es:

B f:g(x)dx - I
P= clb—a) cb—a)

El pardmetro p puede ser estimado de:

p=——
n

donde n, es el numero de puntos bajo o sobre la curva, es decir, los aciertos del
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muestreo. Y la integral puede ser, a su vez, estimada por:
n
I=~0y=c(b—a)—, (5.6)
n

Como la generacion de cada uno de los puntos aleatorios es independiente de
los otros, este procedimiento define un experimento de Bernoulli con probabilidad
p de acertar; entonces 02 es un estimador insesgado de I porque:

E(62) = (b — ))E(=*) = pe(b— a) = I.
En este caso la varianza es:

Var(6y) % {C(b _a)- I] ,

mientras que la desviacion estandar es:
I(c(b—a)—1)
Vvn ’

y puede observarse que la precision del estimador es de orden n

0'02 =

1
2,

Cuando n se hace suficientemente grande y se aplica el teorema central del
0y—1I
0'92

con nivel 1 — 2« para I es [27]:

limite a la variable § = se tiene que el intervalo de confianza (ver Apéndice)

p(1 —p)(b—a)c
vn ’
donde z, = ¢~ 1(a) es la inversa de la distribucién normal. Este método se

puede implementar de acuerdo al Algoritmo MC de Acierto y Error, mostrado
en la Tabla 5, para estimar f; g(x)dx [27]:

Ggiza

Fuente: [27].
Monte Carlo de Acierto y Error

Paso 1: Generar una secuencia {U;}?%, ~ Unif(0,1).

Paso 2: Conformar pares (U;, Up+i), para i =1,...,n.

Paso 3: Calcular X; = a + U;(b—a), para i =1,...,n.

Paso 4: Calcular g(X;), parai=1,...,n.

Paso 5: Contar los aciertos n, tales que g(X;) > cU,s.

Paso 6: Estimar I calculando la media muestral 62 (Ecuacién 5.6).

Tabla 5: Algoritmo 5.2.

La Figura 4 muestra el resultado de este algoritmo para la funcién g(x) =
Varctan(x). Los tres métodos descritos se programaron en Python para tres
valores de n y se obtuvieron los resultados registrados en la Tabla 6. Los codigos
estdn disponibles en [8].
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Figura 4: Estimacion de fol v/ arctan(z)dz por el método MC de Acierto y Error.
El area bajo la curva se estima como la razén del nimero de puntos bajo la curva

(en azul) al nimero total de puntos (rojos méas azules).
Fuente: Elaboracién propia.

Nota: Los c6digos estdn disponibles en [8].
Fuente: Elaboracién propia.

Método n = 1000 ‘ n = 10000 | n = 100000
Sumas de Riemann 0.62937 0.62978 0.62982
MC media muestral 0.62560 0.63297 0.62989
MC acierto y error 0.62756 0.63001 0.62946

Tabla 6: Comparacién de tres aproximaciones distintas de fol varctan(z)dz.

6. Cadenas de Markov

La fuente principal de esta seccién es el libro de Wasserman [31], y su objetivo
es brindar alguna familiaridad con las definiciones y los teoremas sobre cadenas
de Markov mas ttiles en los métodos MCMC.

Definicién 6.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias
{X: : t € T}, donde X; toma valores de un espacio de estados, X, indexados
por el conjunto T, llamado tiempo, que puede ser discreto o continuo.

Definicién 6.2. Un proceso estocdstico {X,, : n € T} es una cadena de Markov
st

P(Xn = ’JI‘X(), ...,Xn_l) = P(Xn = 217|Xn_1),

para todo n y todo x.
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Es decir, en una cadena de Markov la probabilidad de alcanzar el valor X,
depende tnicamente del valor previo X,,_;. Esta condicién se conoce como la
propiedad de Markov y representa un modelo probabilistico sencillo pero de gran
potencia.

Definicion 6.3. Las cantidades
pij = P(Xpp1 = j| X, = 1),

se llaman probabilidades de transicidn y la matriz P cuyas entradas (i,7) son
los elementos p;; se llama matriz de transicion.

Una cadena de Markov puede imaginarse como una sucesién de valores de
una variable aleatoria:

Xo—=>X120Xo—> .2 Xy — .,

en la cual cada valor de la variable tiene un solo padre. La cantidades clave de
las cadenas de Markov son las probabilidades de ir de un estado de la cadena
(un valor de la variable) al siguiente.

Definicion 6.4. Un estado se llama recurrente si
P(X,, =i para alginn > 1|Xy =14) = 1.
En otro caso, se dice que el estado es transitorio.

Las caracteristicas importantes al generar cadenas de Markov, y por ende
para aplicarlas a los métodos MC, son las referentes a su convergencia.

Definicién 6.5. Una cadena de Markov es irreducible si para cada par de es-
tados i y j hay una probabilidad positiva de que el proceso transite del estado i
al estado j.

Definicién 6.6. Supongamos que Xy = i. El tiempo de recurrencia se define
como
T;; =min{n >0: X, = j},

si Xy, siempre retorna al estado i, de lo contrario se define T;; = oo.
Definicién 6.7. El tiempo medio de recurrencia de un estado i se define como
m; = E(T3;) = Zpnfi(n),

donde fi; = P(X1 # j, X2 # j, ey Xn—1 # §, Xn = j|Xo = i).

Definiciéon 6.8. Un estado recurrente se llama nulo si m; = oo, en otro caso
es llamado no nulo o positivo.
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Definicién 6.9. Una cadena de Markov se denomina aperiddica si no oscila
regularmente entre valores de la variable.

Definicién 6.10. Un estado se llama ergédico si es recurrente, no nulo y ape-
riodico. Y se dice que una cadena en si misma es ergodica si todos sus estados
son ergodicos.

Ahora, un vector m = (m; : i € X) cuyas entradas no negativas sumen 1
puede pensarse como un funcién discreta de probabilidad. El siguiente par de
definiciones son las mas relevantes para los fines de los métodos MCMC.

Definicién 6.11. 7 es una distribucion estacionaria si m = 7P. Y se dice que
la cadena tiene una distribucion limite si

P" — . ,
0
para algin m, esto es, st wj = limn_c P} existe y es independiente de i.

Definicién 6.12. Se dice que 7 satisface la condicion del balance detallado si
TiPij = PjiTy- (6-1)

Y los teoremas principales sobre convergencia de cadenas de Markov son los
siguientes:

Teorema 6.1. Una cadena de Markov ergodica e irreducible tiene una unica

distribucion estacionaria w. Si g es una funcion acotada, entonces, con proba-
bilidad 1:

) 1 .
lsz%ooNEnNzlg(Xn) — Ex(g9) = 2;9(j)m;. (6.2)

Teorema 6.2. Siw satisface el balance detallado, entonces m es una distribucion
estacionaria.

7. Monte Carlo via Cadenas de Markov

La Ecuacién (6.2), el teorema ergédico, es una generalizacién de la ley fuerte
de los grandes ntimeros para cadenas de Markov. Es natural, entonces, pensar
en utilizar estas ltimas para calcular numéricamente integrales, en analogia al
procedimiento mostrado en la Seccién 5. La diferencia radica en que ahora al
calcular numéricamente la integral:

/a " (@) f )
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la distribucién de probabilidad f(z) puede ser mucho més compleja y no importa
su forma, las cadenas de Markov nos ayudardn a encontrar una muestra de
valores X; que sigan tal distribucién. Esto se logra construyendo una cadena
de Markov que tenga a f(z) como distribucién limite. Entonces, después de m
iteraciones, una vez que la cadena de Markov ha convergido, se pueden desechar
o quemar los primeros m valores de la cadena (en inglés se llama burn in a
este segmento de la cadena) y el resto puede usarse para estimar el valor de
expectacién (y por ende la integral deseada), mediante la aproximacién [7]:

Er(o(X) = —— 3 g(X0) con Xi ~ f(a).
i=m-+1

n

Entonces, para implementar el método MCMC necesitamos un algoritmo
para generar cadenas de Markov que tengan como distribucién limite a f(x) y
también un criterio para determinar que las cadenas de Markov han convergido
y que nos guie en la eleccién del valor m en la quema de los primeros valores de
la cadena.

El procedimiento mas popular para generar cadenas de Markov es el algorit-
mo Metropolis-Hastings [7, 26], que tiene el siguiente esquema general mostrado
en la Tabla 7:

Fuente: [7].
Metropolis-Hastings

Paso 1: Inicializar Xy, t = 0.

Paso 2: Repetir {
Generar un candidato Y ~ ¢(-|Xy)
Generar U ~ U(0,1)
SiU < a(X,Y), tomar Xy =Y
otro caso, tomar X;41 = Xy
Incrementar ¢

}

Tabla 7: Algoritmo 7.1.

La funcién ¢(-| X};) es una distribucién que ya se sepa simular (por su simetria,
suele elegirse la distribucién normal para facilitar el proceso de simulacién), 7(+)
es la funcién objetivo, es decir f(-), y a(X¢,Y), la probabilidad de aceptacidn,
estd definida como:

. m(Y)q(X|Y)
oty) =min(1 TSRS )

El algoritmo Metropolis-Hastings es una versién general para el MCMC, de
la cual pueden derivarse otros algoritmos de muestreo. El algoritmo original de
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Metropolis (1953), por ejemplo, se recupera al considerar solamente distribu-
ciones de probabilidades simétricas, donde ¢(Y'|X) = ¢(XY"), de modo que la
probabilidad de aceptacion se reduce a:

a(X,Y) = min (1, Zg;)

Y como caso especial de este algoritmo estdn las caminatas aleatorias de
Metropolis, donde ¢(Y|X) = ¢(|X — Y).

En todos los casos, es necesario notar que la cantidad «(X, Y') es fundamental
para la construccién de las cadenas de Markov. La eleccién de la forma de
a(X,Y), que es muy sencilla, garantiza que 7 (-) satisface la condicién del balance
detallado (Ecuacién 6.1), y por tanto que es 7(+), en si misma, la distribucién
estacionaria de la cadena de Markov.

Por otro lado, un criterio muy utilizado para analizar la convergencia de las
cadenas de Markov es la Prueba de Gelman-Rubin, que consiste en los siguientes
pasos:

1. Generar M > 2 cadenas de Markov para generar las variables aleatorias
0 que se desea muestrear, cada una con 2N iteraciones, partiendo de dis-
tintos puntos iniciales.

2. Descartar las primeras N iteraciones de cada cadena.

3. Calcular la varianza de cada cadena:

1 M 2
W = szzlsj,

donde s? es la varianza de cada cadena, calculada tras descartar las pri-
meras N iteraciones. Y calcular la varianza entre las cadenas:

N

B=
M-—-1

M 2
Y5185

4. Calcular la varianza estimada de 0:

1 1
var(f) = (1 — N)W + NB’
5. Calcular el factor:
_Jvar(0)
R= W

Se acepta que las cadenas han convergido cuando 0.97 < R < 1.03.

Los métodos MCMC son, pues, generadores de nimeros pseudoaleatorios
utilizados para simular funciones de probabilidad complicadas.
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Aunque pueden utilizarse para integracién numérica (que en ciertas aplica-
ciones puede ser algo muy complejo debido a la alta dimensién de las funciones
a integrar), es mds comun que los MCMC se usen como métodos de exploracién
de las distribuciones estadisticas en si mismas, generalmente para determinar
sus valores éptimos globales (mdximos y minimos) o sus promedios. A continua-
cién mostramos un ejemplo donde se explora una distribucién estadistica. En [9]
se aborda el mismo tipo de anélisis, enfatizando su relacién con otras técnicas
computacionales.

Ejemplo 7.1. Para ilustrar la aplicacion de los métodos MCMC vamos a consi-
derar un ejemplo de ajuste de pardmetros de un modelo lineal: dado un conjunto
de datos encontraremos los dos pardametros (pendiente y ordenada al origen) del
modelo lineal que mejor se ajusten estadisticamente para describirlos. El ejerci-
cio consta de los siguientes pasos (el cddigo utilizado estd disponible en [8]):

1. Planteamos un modelo lineal y = mox + by, como prueba del método, eli-
giendo los parametros mg = 2 y by = 3. La prueba consiste en generar
datos sintéticos a partir de este modelo y luego hacer inferencia estadisti-
ca sobre esos datos, mediante el MCMC, para comprobar que podemos
recuperar los pardmetros elegidos.

2. Generamos datos sintéticos agregando una dispersion aleatoria a los valo-
res de y: y = mox + by + €, donde € ~ N(0,0), y también barras de error
aleatorias hasta un tamano elegido. El resultado se muestra en la Figura
5.

11
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Figura 5: Datos sintéticos generados agregando dispersién y barras de error
aleatorias a puntos de la recta y = 2z + 3.
Fuente: Elaboracién propia.

3. Ajustamos los datos al modelo valiéndonos de una prueba Chi-cuadrada,
que es una generalizacion de la técnica de minimos cuadrados [21]. Dado
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un congunto de datos D; y un modelo de estos datos, y(z;|0), que depende
de un conjunto de pardmetros 0, el ajuste del modelo estd determinado por
aquellos valores de los pardmetros que minimizan la distribucion:

x> = 8i5(Di — yi(@10)) Qi (D — y;(x46)),
donde Q denota la inversa de la matriz de covarianza de los datos. En

nuestro ejemplo, tenemos 10 datos que deseamos ajustar a un modelo lineal
y =mx + b con dos pardmetros: m y b.

4. Mediante un algoritmo Metropolis-Hastings realizamos un muestreo de la
funcién x? definida por los datos sintéticos y, tras una prueba de conver-
gencia Gelman-Rubin, se determinan los valores de m y b que minimizan
la funcion x%. La Figura 6 muestra las cadenas resultantes.

4.0
35 —=
L i"!"‘){
3.0 X
25
Q
2.0
15 —— Cadena l
Cadena 2
1.0
——— (Cadena 3
05 - Cadena 4

0.0 05 10 15 2.0 25 3.0 35
m

Figura 6: Cadenas de Markov en dos dimensiones ejecutadas para ajustar los
datos sintéticos de la Figura 5 a un modelo lineal y = max + b.
Fuente: Elaboracién propia.

5. Construimos las elipses de confianza (ver Apéndice) a partir de las ca-
denas generadas, las cuales se muestran en la Figura 7. Las elipses de
confianza son regiones del espacio de pardmetros (que en nuestro ejem-
plo es 2-dimensional) alrededor del punto de valores medios que contienen
un porcentaje dado de la distribucion de probabilidad. Es comun utilizar
la desviacion estandar para cuantificar los niveles de confianza, de ma-
nera que las regiones de 1o, 20 y 30 corresponden al 68.3%, 95.4% y
99.5%, respectivamente. El mejor ajuste de los pardmetros se obtuvo para
0, =m =2.040 y 83 = b = 3.029 como valores que minimizan la funcion
x2. Mientras que los valores medios son: m = 1.951422, b = 3.027087
con desviaciones medias 0.389912 y 0.280212, respectivamente, y matriz
de covarianza:

0.15205314  -0.00954926
-0.00954926  0.07851859
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Figura 7: Elipses de confianza centradas en los valores medios (1.951,3.027)
en el espacio de parametros asociadas al ajuste de datos sintéticos de la Figura
5 para un modelo lineal y = ma + b. El punto (2.040, 3.029) corresponde al
minimo de la distribucién chi-cuadrada encontrado por el muestreo MCMC.
Fuente: Elaboracién propia.

8. Conclusion

Presentamos los métodos MC y MCMC de manera unificada, como resul-
tantes de la aplicacién de una misma idea esencial: la generacién de niimeros
pseudoaleatorios para obtener muestras de distribuciones estadisticas. No obs-
tante, mientras los métodos MC pueden requerir algoritmos muy particulares
para simular distribuciones especificas, los métodos MCMC cuentan con algo-
ritmos de aplicacién mucho més general: entre ellos, el Metropolis-Hastings es
uno de los mas populares.

Las principales aplicaciones, integracion numérica y exploracion del espa-
cio de una distribucion estadistica, se ilustran mediante ejemplos no triviales
acompanados de cdédigos en Python que pueden implementarse y modificarse
facilmente, por lo cual éstos constituyen un primer paso en una exploracién que
puede iniciar el lector motivado.

Los autores sugerimos que se use este trabajo como material didactico en
cursos donde se estudien los métodos Monte Carlo, en vista de que la presenta-
cién unificada de estos métodos y la implementacién practica propuestos pueden
contribuir a mejorar la comprension del tema.
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A. Apéndice

Esta seccién es un brevisimo repaso de los fundamentos de la teoria de pro-
babilidad; estd basado en [26], que recomendamos ampliamente a los lectores
interesados en los fundamentos de la simulacion.

Asociado a cada evento A de un espacio muestral S hay un nimero P(A4),
la probabilidad de ocurrencia del evento A, que satisface los siguientes axiomas:



72 R. Medel Esquivel, I. Gémez-Vargas, J. A. Vézquez, R. Garcia Salcedo

3. (UL 4) = S0, P(A), n=1,2,..,00.

La probabilidad conjunta de los eventos A y B (la probabilidad de que
sucedan simultdneamente) se denota como P(AB). La probabilidad condicional
del evento A dado el evento B se escribe P(A|B), y se cumple la relacién:

P(AB)

PAIB) = 55

Y cuando los eventos A y B son independientes:
P(AB) = P(A)P(B).

Definicion A.1. FEl valor esperado, o media, de una variable aleatoria discreta
X que asume alguno de los valores posibles x1,x2, ..., Ty, €S

E[X] := inP{X =z}

Definiciéon A.2. El valor esperado, o media, para una variable continua X que
puede tomar todos los valores x en (—00,00), con funcién densidad de probabi-
lidad f, se define como:

Teorema A.l. El valor esperado y la varianza (Definicién 3.2) tienen las si-
guientes propiedades

1. ElaX + b] = aE[X] + b.
2. E[X1 + Xo] = E[X1] + E[X,].
3. Var(X) = E[X?] — p2.
4. Var(aX +b) = a*Var(X).
donde a y b son constantes y X1 y Xo son variables aleatorias.

Teorema A.2. La varianza y la covarianza (Definicion 3.3) satisfacen las si-
guientes propiedades

1. Cov(X,Y) = E[XY] + E[X]E[Y].

2. Var(X £Y)=Var(X) 4+ Var(Y) £ 2Cov(X,Y).
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3. Var(X) > 0.
Asi, cuando X y Y son independientes, Cov(X,Y) = 0 y se tiene
Var(X +Y) =Var(X) 4+ Var(Y).

Algunos de los resultados méds importantes de la teoria de probabilidad son
las desigualdades, pues con base en ellas se pueden hacer inferencias y deter-
minar intervalos de confianza. Aqui nos interesan principalmente los resultados
para variables continuas. Uno muy 1til es el siguiente.

Teorema A.3. Desigualdad de Markov.
Si X toma solo valores no negativos, entonces para cualquier a > 0
E[X]

P{X >a} < = (A1)

Demostracion. Si X es una variable aleatoria no negativa, entonces

IE[X]:/OO xf(z)dx/oooxf(x)dx,

—0o0

y separando en dos segmentos el intervalo de integracion:
a o0
E[X] = / ;vf(x)dx—i—/ af(z)dx
0 a
/ xf(x)dx

/Ooaf(z)dos, pues zf(z) > af(x) si x >a

Y

Y

a/oo f(z)dx = aP{X > a},

de donde se obtiene el resultado deseado. B
La desigualdad de Markov permite probar facilmente el siguiente resultado,
de mayor utilidad practica.

Teorema A.4. Desigualdad de Chebyshev.
Si X es una variable aleatoria con media p y varianza o
quier k > 0

2, entonces para cual-

1
P{X = ul > ko} < . (A.2)

Demostracion. Se obtiene aplicando la desigualdad de Markov (Ecuacién A.1)
_ 2

(ngu) ’

barse a partir de la definicién de la varianza y las propiedades del valor esperado

(Teorema A.1). B

a la variable no negativa

que tiene media igual a 1, como puede compro-
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La desigualdad de Chebyshev (Ecuacién A.2) permite, considerando la hipéte-
sis de que la varianza siempre tiene valores finitos, arribar a los resultados més
importantes para el método de Monte Carlo ordinario: las leyes de los grandes
ntmeros (Teoremas 3.1 y 3.2).

Definicion A.3. Un estimador es una funcion de la muestra usada para esti-
mar un pardmetro desconocido de la poblacion. El sesgo de un estimador es la
diferencia entre el valor esperado del estimador y el verdadero valor del pardme-
tro a estimar. Un estimador es insesgado cuando su valor esperado es igual al
pardmetro a estimar.

Definiciéon A.4. Se llama intervalo de confianza a un par de nimeros en la
recta real entre los cuales se estima que estard cierto wvalor desconocido con
un determinado nivel de confianza. Las elipses de confianza generalizan este
concepto al caso bidimensional.
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