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e Introduccion

La XXVII Escuela de Verano en Fisica fue organizada con apoyo del
Posgrado en Ciencias Fisicas por el Instituto de Fisica y el Instituto
de Ciencias Fisicas de la Universidad Nacional Auténoma de México.
Se llevé a cabo en las instalaciones del Instituto de Fisica en Ciudad
Universitaria, del 10 al 14 de junio de 2019 y en las instalaciones del
Instituto de Ciencias Fisicas, en Cuernavaca, Morelos, del 17 al 21 de
junio de 2019.

En esta Escuela se impartieron 18 cursos y 11 conferencias. Los cur-
sos y conferencias cubrieron un amplio espectro con temas como éptica
cuantica, sistemas complejos, colisiones atomicas y moleculares, mecénica
cuantica, quimica cuantica, movimientos colectivos, cosmologia y biofisica,
entre otros.

Rocio Jauregui, IF UNAM
José Récamier, ICF UNAM
Febrero, 2021
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Aplicaciones recientes de espectroscopia en problemas relevantes a la sociedad
Dr. Antonio M. Juérez

Laboratorio de Fotodinamica

Instituto de Ciencias Fisicas, UNAM

La ciencia, tanto fundamental como aplicada, es el pilar en el que se apoyan las sociedades
avanzadas y con buen desarrollo econdmico a nivel mundial. La relacion de beneficio
directo que tiene a la ciencia con el bienestar de la sociedad que la cultiva es incluso
cuantificable empleando el indice de economia del conocimiento. En México, a pesar de ser
un pais grande y con un gran potencial econdmico la ciencia, ya sea esta aplicada o
fundamental representa un porcentaje muy pequefio, menor al 0.4% en relacion con el
producto interno bruto del pais. Lo anterior es, al mismo tiempo casa y efecto del hecho que
nuestro pais dedica su labor econdémica a servicios, produccion de materia prima sin valor
agregado alto y empleo en sectores de manufactura. La solucion a este tipo de dificultades es
compleja e implica varios factores que van desde la poca cultura cientifica del pais, la baja
inversion tanto privada como publica para labores de investigacion y el bajo ingreso de
alumnos a carreras de base cientifica. Desde la academia, los que dedicamos nuestros
esfuerzos a desarrollar labor cientifica, es posible contribuir en el ultimo aspecto que se
menciond: Fomentar vocaciones cientificas. Una manera concreta de realizar esto es
difundiendo de la manera mas explicita posible el vinculo profundo y directo que tiene la
ciencia en la generacion de riqueza y bienestar, ademas de ser un valor cultural por si
misma.

Esta contribucion tiene como propdsito mencionar diversas aplicaciones que tiene la fisica
molecular y la espectroscopia en diversos aspectos practicos de la vida diaria y de
importancia estratégica para la sociedad mexicana. El proposito de presentar esta lista
extensa es el de motivar en los estudiantes el interés por cultivar estas areas a la vez que
apreciar el impacto directo que tienen los desarrollos cientificos de alto nivel en aspectos tan
centrales para la sociedad como lo son las telecomunicaciones, la salud, la seguridad y
defensa nacional y la seguridad alimentaria. No es exagerado afirmar que, practicamente en
todos los aspectos centrales de la sociedad, hay una contribucién importante de la fisica.
Tanto las distintas técnicas de espectroscopia como las aplicaciones de estas son tan bastas
que es necesario acotar el alcance de esta contribucion. Concretamente, se mencionaran en
este documento las aplicaciones de la espectroscopia de absorcion o de fluorescencia en los
rangos del ultravioleta, el visible y el infrarrojo cercano. Existen muchas otras técnicas como
la espectroscopia de masas, espectrometria de rayos X, espectroscopia Raman,
espectroscopia FTIR y varias mas.

Espectroscopia VIS-UV y NIR, aspectos basicos.

En primer lugar, es conveniente describir los aspectos fundamentales de las técnicas de
espectroscopia en el visible, ultravioleta e infrarrojo que se abrevian como Vis-UV y NIR,
respectivamente y por sus siglas en inglés. En primer lugar, la espectroscopia ultravioleta-



visible se realiza en el rango comprendido entre los 190 y 800 nandmetros de longitud de
onda. Este tipo de espectroscopia se lleva a cabo empleando una fuente de luz de espectro
amplio, tipicamente lamparas de tungsteno o excimeros y un espectrofotometro. La fuente
de luz se hace incidir sobre una muestra y el espectrofotometro analiza el espectro de
reflexion. La luz que se hace incidir en la muestra se absorbe de manera selectiva,
dependiendo de los grupos funcionales o de la estructura molecular, tinica, de la muestra
bajo estudio. Esta luz absorbida promueve, a nivel interno del material la excitacion de
electrones a bandas de energia permitidas, o bien de transiciones vibracionales o
rotacionales, en el caso de la espectroscopia NIR. comprende entre 190 y 800 nm.

Uno de los instrumentos mas versatiles y empleados para realizar tanto la espectroscopia
NIR como VIS-UV es el espectrofotometro en la geometria de Zcerny-Turner. El
monocromador Czerny-Turner es un dispositivo Optico que sirve para medir la composicion
de la luz seglin su distribucion de longitudes de onda disefiado por M. Czerny y A.F. Turner
en 1930. Este dispositivo consta de 6 elementos Opticos: (A) un iris (comunmente una fibra
optica) por el cual entra un haz de luz policromética que apunta a una (B) ranura. La ranura
regula la intensidad de luz que entra en el dispositivo se determina por la intensidad de la
fuente y las dimensiones de la ranura (base X altura). La ranura se coloca en el punto focal
efectivo de un espejo concavo (el colimador (C)) que colima el haz de luz de forma tal los
rayos incidan paralelos sobre la rejilla de difraccion (D). La rejilla separa el haz de luz en
sus distintas componentes espectrales las, enviando cada componente espectral con en un
angulo distinto. Estos haces de luz se envian a otro espejo concavo (el de enfoque (E)) que
enfoca el haz sobre una salida (F), que puede ser una ranura, una pantalla o un dispositivo
analogico digital (por ejemplo, un CCD lineal). En la Figura 1 se pueden ver las distintas
componentes Opticas del sistema de manera esquematica.

Figura 1. Representacion esquemadtica de un espectrofotometro Zcerny-Turner, empleado en
espectroscopia VIS-UV y NIR.



Una vez presentados los aspectos bésicos de la técnica de espectroscopia VIS-UV se
presentan a continuacion aplicaciones directas de esta técnica en diversas aplicaciones.

Aplicaciones en seguridad alimentaria.

La inocuidad de los alimentos, que se define como la ausencia de substancias o
microorganismos en los alimentos es uno de los aspectos mas relevantes, actualmente, en
relacion a la salud publica y la sustentabilidad de las sociedades modernas. Con el fin de
asegurar esta inocuidad, la industria alimentaria emplea diversas técnicas para asegurar que
los alimentos que llegan a los consumidores no presenten pesticidas, substancias tdxicas o
microorganismos. La espectroscopia VIS UV presenta, actualmente, desarrollos muy
practicos y de costo relativamente bajo para llevar a cabo este tipo de analisis. Aunque se
han desarrollado numerosas estrategias para detectar, aislar e identificar posibles amenazas
en los alimentos, es de fundamental importancia contar con técnicas que mejoren la
velocidad, la sensibilidad y la selectividad de la deteccion de compuestos toxicos. Esto se
debe lograr al mismo tiempo que las técnicas que se empleen sean simples, portétiles y de
bajo costo. Una de las debilidades de la técnica VIS-UV es la sensibilidad limitada que
tienen los espectrofotdometros para determinar la presencia de compuestos que se encuentren
diluidos en proporciones muy bajas.

Las normas internacionales, por otro lado, piden, justamente, que la deteccion de pesticidas
0 compuestos nocivos se lleve a cabo a niveles de deteccion de partes por millon o incluso
menores. Para subsanar esta dificultad de detectar trazas de compuesto toxicos, se han
desarrollado materiales que actian como amplificadores de sefiales. Uno de estos son los
puntos cuanticos. Estos compuestos se componen de nanocristales semiconductores
fluorescentes brillantes. La fluorescencia de estos compuestos puede ajustarse para atenuar o
amplificar sefiales especificas de compuestos. Existen actualmente diversas investigaciones
sobre la utilizacion de puntos cudnticos en ensayos para la deteccion de analitos como
patdgenos, pesticidas, antibioticos e incluso de organismos genéticamente modificados
(Xiaon Lu, 2017). También se incluye una breve introduccion sobre las propiedades y la
bioconjugacion de puntos cuanticos. Numerosos estudios han demostrado el potencial de los
puntos cuanticos para mejorar las cifras analiticas de mérito en ensayos de calidad y
seguridad alimentaria; sin embargo, se necesita investigacion estratégica para desarrollar
ensayos con puntos cudnticos que tengan la mayor oportunidad de impactar las practicas de
seguridad alimentaria en la industria y la sociedad. El campo es extensisimo, por lo que se
sugiere al lector interesado consultar las referencias relevantes (Xingbo Xi et al, 2019). Otra
area de particular relevancia en la seguridad alimentaria es el uso de espectrofotometria en el
infrarrojo cercano. Esta técnica, que explora la luz dispersada por alimentos en el rango de 800
hasta 2000 nanometros tiene una gran cantidad de aplicaciones (Jia-Huan Qu, 2015). Aunque,
evidentemente, existen procedimientos de control de calidad y seguridad utilizando técnicas
tradicionales, como métodos instrumentales y fisicoquimicos y procedimientos
microbiologicos, estos procedimientos son lentos y caros, por lo que una alternativa



espectroscopica puede ser de gran utilidad. El rango de espectroscopia NIR proporciona
informacion directa de los modos de interaccion que proporcionan complejos quimicos y
fisicos informacion relacionada con el comportamiento de vibracion de molecular de enlaces
tales como C-H, O-H, y N-H. Las aplicaciones concretas de esta técnica son muy variadas y
mencionaremos solo algunas selectas. Usando espectroscopia NIR es posible determinar el
nivel de frescura de carnes, asi como la potencial adulteraciéon de miel, vinos, licores o
jugos. De particular interés para nuestro pais es la exportacion de el aguacate. El valor de
este producto en el mercado norteamericano es muy elevado y, anualmente, se exportan
cantidades altas de este producto que representan un mercado de casi 3 mil millones de
dolares anuales. Una de las propiedades mas importantes que determinan la calidad de los
aguacates de exportacion es el contenido de materia seca. La espectroscopia NIR se puede
aplicar en determinar esta importante propiedad, con el reto agregado de que debe
determinarla en 10 milisegundos, que es el tiempo que transita la fruta frente a los
espectrometros, en un proceso industrial de empaque (C.J Clark, 2003).

Aplicaciones en monitoreo en la industria microelectronica.

La deteccion y cuantificacion de especies gaseosas en concentraciones muy bajas es de vital
interés  en varias areas de la ciencia y la industria. En el entendimiento de los procesos
de la quimica de la atmdsfera o para mantener altos rendimientos en procesos industriales
con materiales ambientalmente  sensibles como los que encontramos en
microelectrénica, o incluso en la seguridad del aire que respiramos, necesitamos de
instrumentos analiticos altamente sensibles, confiables, y selectivos, para contar con
informacion en tiempo real de qué moléculas gaseosas estan presentes en cierto
entorno y en cudnta cantidad.

Desde el punto de vista industrial, existe la necesidad de medir ciertos gases a niveles muy

bajos de dilucion, ya sea para mantener altos rendimientos del proceso o resultados, y para

que la calidad de  los procesos sea consistente, asi como para la seguridad del propio

personal de trabajo (P. R. Griffiths, 2007), (Siefering, 1993), Lebens et al, 1996), (Saga and

Hattori, 1997) (Kawai, 1994). Por ejemplo, en la fabricacion de semiconductores se debe

eliminar el amoniaco (NH3) del aire ambiente =~ ya que puede afectar negativamente los

rendimientos en los procesos de fabricacion de obleas incluso  en concentraciones por

debajo de una parte por millon (ppm).

Alternativamente, monitorear en tiempo real la acumulacion de gases peligrosos para la

vida humana como el monéxido de carbono (CO), 6xidos de nitrégeno (NOx), cloruro de

hidrogeno (HCl) y fluoruro de hidrogeno (HF), son esenciales para la seguridad de los

empleados. Por ejemplo, el HF es un quimico altamente toxico y corrosivo que también se

encuentra comunmente en muchas otras industrias menos pristinas, como la fundicién de

aluminio y la fabricacion de articulos de vidrio, donde debe ser eliminado del aire ambiente

por razones de seguridad en la salud humana. Cuando las dimensiones criticas del

dispositivo semiconductor caen por debajo del rango de un cuarto de micrometro, el

concepto de ambiente libre de particulas toma especial relevancia (Benjamin, 1993). Por lo

que a la transformacion en la configuracion de los cuartos limpios, se le sumod la



introduccion de la unidad de filtro de ventilador (FFU, del inglés fan-filter unif) que
consiste en un equipo motorizado para filtrar las particulas dafiinas en el aire, y la
implementacion de la interfaz mecanica estandar (SMIF, del inglés standard mechanical
interface) que es una pequefia estructura protectora para aislar las obleas de la
contaminacion creando un ambiente miniatura con un flujo de aire controlado. A pesar
de estos esfuerzos precautorios y, a veces costosos, el deterioro ocasional e irregular de las
caracteristicas fisicas de las obleas se conservaba por razones desconocidas, hasta que los
defectos se detectaron y se vincularon con los entornos de las instalaciones. Este tipo de
micro-contaminacion se conoce como contaminacién molecular en el aire (AMC, del
inglés airborne molecular contaminants), que es un término bastante genérico porque los
contaminantes pueden estar en forma de gas, vapor o incluso aerosoles con naturalezas
quimicas muy diferentes. Por lo tanto, aunque el control de estos AMCs ha sido reconocido
como un requisito de disefio esencial para todas las nuevas instalaciones de fabricacion de
semiconductores, la complejidad del problema, como la variacion en la fuente y la
concentracion ambiental, asi como los impactos sobre el proceso de fabricacion, en gran
medida obstaculizan el desarrollo de una estrategia de control efectiva o estandarizada.

Por lo tanto, no solo las particulas seran un factor dificil de controlar en un cuarto limpio
sino también las AMCs, cuya tasa de llegada a la superficie de la oblea es varios 6rdenes de
magnitud mayor que la de las particulas (Amy H.K, 1994). En la actualidad, contamos con
datos sobre la influencia de la contaminacion organica molecular en los procesos de
semiconductores, y a partir de estos datos se desarrollaron las recomendaciones para los
niveles criticos de contaminacion (Budde et al, 1995). Se descubrié que la presencia de
compuestos organicos en las obleas antes de la formacion de la compuerta de 6xido
(conocido comunmente como oxide-gate) reduce significativamente la calidad del 6xido)
reduce significativamente la calidad del 6xido (lwamoto, 1997). También, se observd un
dopaje involuntario al desgasificar fésforo que contenia retardantes de llama, y se modifico
el tiempo de incubacion en la deposicion de vapores quimicos a baja presion de nitruro de
silicio sobre sustratos de silicio. Sin embargo, los gases inorganicos también pueden
generar precipitados dafiinos, causando dafios irreversibles a las obleas procesadas. El
organismo internacional para guiar a la industria de los semiconductores conocido como
ITRS (International Technology Roadmap for Semiconductors) en el 2005 destaco la
necesidad de mayores controles para las AMCs, por lo que proveedores de equipos y los
fabricantes de circuitos integrados han financiado gastos enormes para la identificacion y
control de estos contaminantes que afectan el rendimiento del circuito integrado.

Una excelente opcion para la deteccion y cuantificacion de AMCs, es la Espectroscopia de
Absorcion de Banda Ancha Estimulada en Cavidades (BBCEAS, por sus siglas en
inglés), la cual cuenta con una alta sensibilidad y resolucion espectral debido al uso de
cavidades oOpticamente estables, y al utilizar un LED como fuente de luz combina la
flexibilidad de una amplia ventana espectral que permite la deteccion de multiples especies,
con compactes en tamafio y bajo costo.



Aplicaciones en monitoreo de calidad de aire.

El aire que respiramos es uno de los aspectos mas importantes de nuestra salud y existencia,
asi como la del resto de los seres vivos que nos sostenemos de éste. Debido a esta
importancia, existen esfuerzos continuos para establecer reglamentacion y controles para
reducir la emisiéon de contaminantes. Un aspecto muy importante para implementar estas
reglamentaciones consiste en el monitoreo de los gases, su cuantificacion y la emision de
alertas, de ser el caso. Existen numerosas técnicas que permiten realizar este tipo de estudios
en tiempo real, tales como el monitoreo remoto desde satélites, las imdagenes
hiperespectrales, entre otras. De éstas, sobresalen las técnicas espectroscOpicas por su
facilidad de implementacion. Desafortunadamente, para determinar cuantitativamente la
presencia de contaminantes, se requieren de técnicas muy sensibles, que permitan cuantificar
la presencia de contaminantes en partes por mil millon volumétricas. En este sentido, existe
una necesidad alta de equipos que determinen la presencia de 6xidos de azufre, 6xidos de
nitrégeno, el ozono troposférico (a baja altura, diferente del estratosférico, que es muy
beneficioso), el mondxido de carbono y los compuestos orgédnicos volatiles. -

Recientemente, en el Instituto de Ciencias Fisicas desarrollamos una técnica muy sensible
para la deteccion de Dioxido de Nitrogeno (NO2) que es uno de los contaminantes mas
dafiinos en la atmdsfera y nocivo para la salud humana.

La técnica que hemos desarrollado permite detectar compuestos con una alta sensibilidad
para detectar especies en niveles de partes por millon (ppm) a partes por billon (ppb) o
trillon (ppt) en el ambiente. También, esta técnica provee mediciones selectivas que no estén
influenciadas por otras especies presentes en la muestra gaseosa a analizar. Esto es
particularmente importante debido a la compleja y rdpidamente variada mezcla de especies
de trazas de gases. En el resto de esta seccion se presentaran los principios de esta técnica,
que actualmente esta disponible en el Instituto de Ciencias Fisicas. Se hara un énfasis
especial en las aplicaciones de ésta con el fin de motivar en los lectores la curiosidad de su
uso. A continuacidén, se hace una descripcion basica de la técnica y sus antecedentes.
Posterior a esta descripcion se dard una glosa breve de las aplicaciones de esta técnica,
desarrollada en el ICF-UNAM.

En algunos trabajos se ha probado que en una cavidad oOptica iluminada por un laser de
banda angosta (5 — 100Hz), operando de forma continua, CW (del inglés, Continuos Wave),
la intensidad de la luz transmitida a través de la cavidad en un estado estacionario es
directamente proporcional al tiempo ring-down de la cavidad. Igualmente, para una cavidad
iluminada con una fuente de luz CW de banda ancha, cada componente de longitud de onda
alcanza su propio estado estacionario de intensidad, dependiendo de la intensidad de la
fuente de luz y de los procesos de pérdida que afectan a los fotones en esa longitud de onda
dentro la cavidad (donde lo tltimo esté claramente relacionado con el tiempo ring-down). En
la practica BBCEAS integra un espectro de la luz transmitida por la cavidad, dispersando
esta luz en longitudes de onda mediante un espectrometro y registrandola con un detector
multi-elemento, por ejemplo, una cdmara CCD o un arreglo de diodos lineales. El diagrama



esquematico del montaje experimental de BBCEAS es presentado en la figura 2.4.

Lente Espejo Espejo Lente
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@ ————— - l—_——_—_—_—_—_—_—_———— —— === Detector —

Figura 2.4: Esquema experimental de BBCEAS usando una lampara de arco como fuente de luz.

iniciar o propagar la quimica en la atmdsfera y, por lo tanto, son de gran interés en el estudio
de la ciencia atmosférica. Muchas de las moléculas atmosféricamente importantes,
previamente detectadas por la espectroscopia Optica de absorcion diferencial, DOAS (del
inglés, Differential optical absorption spectroscopy) en el visible y UV-cercano, ahora
también pueden ser detectadas usando BBCEAS. La sensibilidad de ésta técnica es
comparable con DOAS ya que ambas se basan en la medicion de una sefial de absorcion de
especies especificas en presencia de otros absorbentes y de aerosoles atmosféricos. La
técnica BBCEAS tiene ademas la ventaja de poder manipular la muestra antes de entrar a la
cavidad ring-down, permitiendo asi detectar especies especificas que por si mismas no
absorben en longitudes de onda en el visible o en el ultravioleta cercano. En el 2004, Ball S.
M. et al.  presentaron una variante de BBCEAS en la region visible del espectro
electromagnético usando LEDs de color rojo y verde y midiendo el espectro del oxigeno
molecular y el vapor de agua. Adicionalmente, midieron los espectros de absorcion de tres
importantes absorbentes en la atmosfera: NO3, NO2, e 12. En el 2006, Dean S. Venables et
al. describieron la aplicacion de BBCEAS en la deteccion in situ de trazas de gases y
radicales atmosféricos (NO3, NO2, O3, H20) en una camara de simulacién atmosférica bajo
condiciones atmosféricas reales, alcanzando una sensibilidad de 4pptv para NO3 en un
tiempo de adquisicion de 1 minuto. En el 2008 Gherman T. et al. reportaron la primera
aplicacion de BBCEAS en el ultravioleta-cercano para mediciones simultaneas de HONO y
NO?2, logrando una sensibilidad de ~ 4ppbv para HONO y de ~ 14 ppbv para NO2 en un
tiempo de adquisicion de 20 segundos. Triki M. et al. presentaron un arreglo experimental
basado en un LED a 643 nm el cual es de interés en la deteccion simultanea de NO3 y NO2,
con un limite de deteccion en el rango ppbv en un tiempo promedio de 2 minutos,
comparable con la mejor version de los dispositivos de quimioluminiscencia usados en el



monitoreo de contaminantes atmosféricos. En el 2013 Liuyi Ling et al. describieron la
aplicacion de esta técnica en mediciones in situ de NO2 atmosférico usando un LED azul
logrando una sensibilidad de 1 a 35 ppbv. Estudios recientes (Washenfelder et al., 2016) en
BBCEAS describen la aplicacion de esta técnica en mediciones simultaneas de formaldehido
(CH20) y NO2 en la region ultravioleta de 315-350 nm, reportando un limite de deteccion
de 300 pptv para CH20 en un tiempo de adquisicion de 1 minuto.

La técnica BBCEAS se emplea casi exclusivamente para la deteccion de gases que juegan
un papel importante en la quimica de la atmosfera, con unas pocas excepciones en trabajos
que reportan el uso de la técnica en mediciones de gases generados en procesos industriales,
como es el caso del 1,3-butadieno (C4H6), un contaminante gaseoso peligroso producido a
escala industrial para la generacion de cauchos sintéticos y plasticos. Denzer et al.
desarrollaron un instrumento BB- CEAS usando un diodo emisor de luz superluminescente
en el IR-cercano para la deteccion de este contaminante, logrando una deteccion minima del
coeficiente de absorcion de 6,1 x 10—8cm—1 en un tiempo de integracién de pocos minutos.
Otro contaminante presente en ambientes industriales es el 1,4-Dioxano (DX), el cual se usa
ampliamente como solvente industrial en productos farmacéuticos y pinturas cosméticas.
También se utiliza como agente humectante y dispersante en las industrias textiles y de
tintes.

Cabe senalar que las configuraciones anteriores dependen de espejos con control
micrométrico, los cuales se requieren para proporcionar la alineacion de la cavidad. Esto a
su vez, los hace propensos  a la desalineacion y reduce su portabilidad.

En este trabajo, se presenta un nuevo disefio de espectrometro para la deteccion y
cuantificacion de trazas gaseosas en el rango de 610-670 nm, utilizando un LED como
fuente de luz centrada a 634 nm . Este prototipo tiene un disefio monolitico (i.e. una sola
pieza), en contraste con los disefos anteriores, lo que permite ensamblar el LED, las lentes,
los espejos y el espectrometro de baja resolucion en una sola pieza de aluminio. La principal
ventaja de este disefio es que no se requiere alinear los espejos antes de cada medida, lo que
hace que el sistema sea practico de ensamblar y usar, térmicamente estable y facil de
transportar. Ademads, se realizaron pruebas a diferentes temperaturas que muestran que la
cavidad es robusta frente a cambios de temperatura de +10-C alrededor de la temperatura
ambiente de 26°C. Esto permite la medicion de espectros en el campo, y no solamente en un
entorno ambientalmente controlado.

Conclusiones.

La espectroscopia es un area de gran utilidad practica en diversos campos aplicados. Este
resumen tiene el propdsito de dar algunos detalles de un nimero limitado de aplicaciones.
Los alumnos interesados en profundizar en el tema son bienvenidos en el laboratorio de
fotodinamica del Instituto de Ciencias Fisicas UNAM o contactar directamente al autor de
este articulo en el correo amjuarez@icf.unam.mx.
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Numerical and Statistics methods for Cosmology

Fromenteau Sebastien

October 21, 2019

1 Introduction

The Gaussian Random Field is a powerful tool to pro-
duce random realization of random process which follow
a Gaussian probability distribution function (PDF here-
after). Due to the Central Limit Theorem, random vari-
able resulting from a sum of various different processes
tend to follow a Normal distribution. We will see that
generate a Gaussian Random Field is equivalent to gen-
erate random values following a Gaussian distribution
(which will depend on the power spectrum) that will
be the Fourier coefficients associated with the Fourier
base function. We will then first introduce the Fourier
Transform (i.e Fourier space decomposition). Moreover,
we will see that during the early Universe (before the
formation of the galaxies) the perturbations are small
enough to consider independent evolution in time of the
modes. For this reason, the Fourier space is of great im-
portance for Cosmology. The Idea of this lecture is to
understand how to generate a Gaussian Random Field
following a given power spectrum. So, in a simple pic-
ture, the power spectrum estimation allows to link data
to theoretical predictions, and the Gaussian Random
Field (GRF) allows to generate data from a given power
spectrum, mimicking the 2-pt statistics from a given
theory.

P(k)

GRF

-,

The power spectrum P(k) is the variance of the ran-
dom process governing the value of 6; which is the

Fourier coefficient associated to k for a given real space
field §(7):

5(7) = Y 6. (1)
E

In this equation, we do not specify the normalization
which depends on the different existing conventions,
however it do not impact the idea. We also have to
keep in mind that the ¢;; are generally complex num-
bers. We will develop this expression for 1 dimension
and then we will generalize to 2 and 3 dimensions.

2 Correlation Function and

Power Spectum

The Probability Distribution Function of a stochastic
process contains the whole information about it. If you
know this function you can derive all the quantities you
want in order to compare them with data. However,
most of the time we do not have access to this valuable
information and we need estimate it. The correlation
function is a powerful tool to do it. We can evaluate the
N-pt correlation function in order to access to the differ-
ent moment of the underlying probability distribution.
On the other hand, we can also use their corresponding
Fourier transform (Power Spectrum for the 2-pt CF,
Bispectrum for the 3-pt CF, Trispectrum for the 4-pt
CF...)

We will start to introduce the 2pt-correlation func-
tion which is more intuitive than the power spectrum
at first look but we will more focus on the later for the
gaussian Random Field use.

2.1 2pt Correlation Function

A way to characterize a random process is to estimate
the correlation functions (different orders will corre-
spond to the number of points we use). The sim-
plest and more important is the 2-pt correlation func-
tion. If we have a random distribution of points with a
mean density 7 = N/V; where N is the number of
points in the total volume V; the number of points
we can expect to see in a small volume dV is given
by : dN = ndV. If we consider two different small
volume dV; and dV> we expect to observe in average
dNy = ndV; and dNy = ndVs points respectively. So,
we expect to get an average number of pairs of points
between the two volumes equal to:

dPy 5 = dNy x dNy = *dV1dVs. (2)

Because we generally use only the counting around
existing points, we are interested in the number of pairs
existing between this point and the points inside a small
volume dV. It directly corresponds to the number of
expected points in the later volume:

dP =1 x dN = ndV. (3)

If the distribution is not exactly random in positions,
we expect to obtain a different quantity. So we let the
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possibility to have an excess or default respect to the
randomly expected value writing:

dP(7) =1 x dN = ndV[1 + £(7)], (4)

where £(7) is the 2-pt correlation function. If the distri-
bution of the points is random, the number of pairs will
be compatible with 7dV and so the correlation function
will be null. In the other case, we will find excess and
defaults in particular directions and orientations. If we
consider an isotropic distribution (like the Universe if
we believe in the Cosmological Principle ) the deviation
from the random expected number of pair have to be
independent of the orientation and so will depend only
on the distance |#]. Moreover, in the case isotropy, we
can directly consider the all shell over the point with ra-
dius r . So we can recast the equation using the volume
in the shell as:

dP(r) = n x 4nridr[l + £(r)], (5)

which is the most common way to express the 2pt-
correlation function in cosmology. In all the reasoning
we done before we use the number of pair of points we
expect to measure so the natural way to estimate the
correlation function will be using the pair counts at each
scale r and compare it with the expected value for a ran-
dom distribution. In the case of a simple realization, we
can estimate the correlation function as:

- DD(r)

§(r) = Nn x 4nr2dr (6)

where DD(r) is the number of pairs we count at a dis-
tance € [r,r + dr] considering the N Data points. As
simple case, we refer to a periodic box for which there
is no limits in the pair counting. Indeed, we can alway
draw a complete shell around each point in the limit
of the size of this box. However, the reality is different
and the expected number of pairs for the random real-
ization is in general impossible to evaluate theoretically.
For this reason, we create a random catalog reproduc-
ing the geometry containing the data points and we can
then compare the pair counts between the data DD(r)
and the random realization RR(r) as:

s, NxDD(r) _ DD(r)
)= NxwmEr "' RAEM

~1. (7

Moreover, we in order to reduce the variance in the
estimation of £(r), we can increase the density of the
random sample. We also need to take in to account
that we will measure more pairs in the random than in
the data points. If we multiply the density by a factor
B then we will have SN (BN — 1) ~ 32N? pairs when
we will measure N(N — 1) ~ N? pairs for the data:

EroN 2 DD(r)
€)= Fpe

_]-7 ﬂ%

Nrandom (8)
Ndata

It exists different estimators to evaluate the 2pt-
correlation function and the one optimizing the variance

and the bias of the estimation is provided by ?:

érstr) = 22 (r) = 215%1?53) + RR(r). ©

where DR(r) is the number of pairs we can do between
points from the random and the points from the data.
It is possible to do it since we reproduce the geometry of
the data in the random catalog. While the form looks
very simple, the demonstration to show the efficiency
of this estimator is pretty hard and developed in the
reference.

We will not develop in more details the 2-pt correla-
tion function since we have enough material to under-
stand the Gaussian Random Field.

2.2 Power Spectrum

In this section we will present how to calculate a power
spectrum from 3 dimension statistically isotropic data.
We used the power spectrum for generating the GRF
without explain how to measure/estimate it. We will
also briefly see how to obtain a theoretical prediction
for the power spectrum in order to have an idea why
we can use it as a link between theories and data.

The power spectrum contains the information over
the variance of a random process. We then under-
stand that the power spectrum exists independently of
a Gaussian process, but it contains the all information
only for the later case. Knowing that the inflation sce-
narios still allowed by the CMB constraints predicts a
Gaussian or almost Gaussian field, we understand the
importance of the power spectrum for the perturbations
in cosmology. Moreover, we know from the CMB obser-
vations that these fluctuations are lower than 10™* up
to the recombination making negligible the cross mode
terms contribution. It follows that we can evolve the k-
mode perturbations (and so the associated wave-plane
in real space) individually during the radiation era. It
is what we call the linear perturbation theory.

2.2.1 Definition and Fourier Transform

The power spectrum contains the information of the
variance for each corresponding Fourier k-mode. In case
we have access to various realization of a same stochas-
tic process we can calculate the Fourier Transform of
each realization and obtain the distribution of the as-
sociated coefficients. Before to go further we need to
briefly define the Fourier Transform and particularly
the discrete transformation which is the only one we
can compute on non trivial data.

Discrete Fourier Transform The Fourier space is
the one formed by the sine and cosine functions, or in
terms of exponential functions using the complex no-
tations as presented in Eq.(1). We will use the later
along this note. This basis is of first importance being
naturally invariant under rotation and translation. We
understand that under the Cosmological Principle, the
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information will be optimally compress in the Fourier
space.

2.2.2 Ergodicity and Cosmological Principle

As all statistical object, we need to estimate it from
data. In the 1D and anisotropic cases (where we do not
have redundant information in a stand alone realiza-
tion) we need to work with several realizations or to use
the ergodicity of the data. The ergodicity is the assump-
tion of that various parts of the data are independent
realizations of the same random process. In case of the
1D temporal case, it is equivalent to consider that the
value z(t) for each time t follows the same distribution
allowing to infer the underlying probability distribution
function (PDF) measuring the different moments over a
long time serie of the data. In case of non-ergodicity we
need to have access to different realizations z;(t) of the
same random process and infer the different moments
of the PDF at each time. In order to understand this
point let us define properly the centered moments as:

o= [ s (10)
Wy = /_OO (x —p1)" f(z)dr forn>1. (11)

The way to determine them is to create an estimator
over data expecting that the used sample will be rep-
resentative enough of the underlying PDF f(x). The
estimators for the first two moments are given by:

1Y 1 Y
~ 2: . ~ 4 =2
H1 = N 2 X M2 = N _1 § (Xz :Ul)

i=1

(12)

where the pre-factor for jis is obtain using Jacknife cal-
culation and show that the creation of an estimator is
highly non-trivial. However, this topic is not the sub-
ject of this note and we will not discuss it. We will focus
on the data we use to make the estimation. If we do
not have any idea of the underlying process which gen-
erate the data, we should use different realization sets
and do the summations over the number of these real-
izations. So N should be the number of the realizations
and we should have as much estimations of fi; and fis as
number of points in each realizations. In the real case,
we almost never have access to independent realizations
and we use the data of one realizations as independent
realizations of the underlying process. This assumption
is called the ergodicity. So for the 1D time series, it
is equivalent to do the summation over the time using
just one realization (one time series). Considering now
the 2D and 3D spatial cases, evaluate the mean density
of a random field is done doing the summation over the
different coordinates. However, when the CP stipulate
that the Universe is statistically hogeneous it implies
that the mean density measured over various realiza-
tions of universe is independent of the position 7

p=p(r) = {p(M)q, Qbeing the ensemble  (13)

of universes realizations.

In cosmology, the ergodicity is tacitly used most
of the time and one can be confused at the time
to think about the Cosmological Principle.  This
principle postulate that “the Universe is statistically
homogeneous and isotropic” while we can often listen
that "the Universe is homogeneous and isotropic”. The
later proposition is obviously wrong if we do not add
any precision about some specific scales. Our existence
or the fact that there are structures in the Universe are
contrary to this proposition, The term ”statistically”
is of great importance and stipulate that our Universe
is only one realization of stochastic process and that
if we have access to different universes resulting of the
same process then the estimation of the mean density
over the all realizations should be independent of the
position.

2.2.3 Estimation of the power spectrum

We introduced all the concept and we can focus on
the Power Spectrum definition, which is the Fourier
transform of the 2pt correlation function. Another way
to write the correlation between two random vectors
X = {Xo,...Xpn} and Y = {Yp,...,Y,} is in term of
the covariance:

where the mean quantities vanish when considering con-
trast density variables. The power spectrum is the
Fourier transform of this simple object and reads:

P(F) = FFTIE() = FFT((S(2).5( + )5,
PRy = ﬁ (3)6))_ 6P F+ ), (15)

where 5(1_5) is the Fourier transform of the contrast den-
sity field and 6°(k + k') is the Delta Dirac function
which appears to guaranty the homogeneity. Here, we
need to have access to independent realizations of the
5(k) which can be done dividing the volume of the data
in "independent” sub volumes. So we can write simplify
using the fact that the Delta Dirac function is non null
only if its argument is the null vector (so when K =—k
) 1

PO) = G <5(k).5( k)>

We will see in Sec 3.2 that in case of real field (i.e. not

imaginary part), that 6(—k) = §(k)*. It comes that the
Power Spectrum for the vector k reads:

P(R) = s (303, = s (BEE),, (17

Q

) (16)

Moreover, the statistical isotropy also apply here. As we
will see further, the §(k) are the amplitude and phases of
the pane wave with frequency \E | and propagation vec-
tor k/|k|. The isotropy stipulate that the information
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do not depend on the orientation which implies that the
information bring by each vector k such as |k| = k; is
an independent realization of the same stochastic pro-
cess at the scale k;. Then, we can reduce the isotropic
Power Spectrum definition as:

=k

P(t) = s (BRI ¢

3 Gaussian Random Field

Know we introduce properly the Fourier Transform and
the power spectrum we have all the tools in order to un-
derstand and generate Gaussian Random Fields. Con-
trary to the estimation of the power spectrum, there
is no difference on the GRF generation considering
isotropic and anisotropic cases. So no distinction is
needed. We first present the 1D case before to extend
to the 2D and 3D cases. As we will see, there is no main
differences between the different dimensions except the
visualization. However, the faculty to visualize is im-
portant to infer and interpret the results for the struc-
ture formation. The 1D case will help to accustom with
the random generation. We can particularly use it to
support the Press and Schechter formalism in the Halo
Mass Function generation. Then, we will focus on the
2D case which corresponds to the Cosmic Microwave
Background space. We will first work on the wave-
plane approximation before to introduce the spherical
decomposition using the Legendre polynomials. It will
be helpful for the Cp(X7,X2) cross correlation where
X, and Xs are the perturbations measurements from
the CMB’s photons for the temperature, the E-modes
or B-modes of polarizations. Finally we will treat the
3D case which is particularly in relation with the Cos-
mological and Astrophysical (up to galaxy scales) sim-
ulations. Indeed, the initial conditions of a large scale
simulations are relied to the primordial power spectrum
or with the CMB’s power spectrum.

3.1 1D-Gaussian Random Field

We start with the 1D case which allows to write simply
the relations we need. First, we remind that we gener-
ally use a central random field (i.e the mean of this field
is 0) reason why we will use the notation ¢ in all this
lecture. For example, we use the density perturbation
defined as §, = 222 The time series analysis in finance
use a lot the "return” variable which corresponds to te
relative variation of the price at each time step. In both
cases, the mean of the variable is 0.
Anyway, in one dimension, we can rewrite Eq. 1 as

Emae
S(ry = Y owe't (18)
k=—kmax
Emas
(5(7‘) — Z (5 eik.r+67ke—ik.r) +50 eiO.r(19>

k=kmin =1

where we regroup the terms in k and —k together and
where we exit the k = 0 term from the sum. We can see
that the term d,—g contribute as a constant and so will
just shift the field §(r) or can be interpreted as the mean
of the density field. If we use a contrast density field
variable ,i.e § = % where x is a stochastic variable,
the mean is null by definition.

3.2 Condition for real field (no imagi-
nary part)

In general, we want to generate a real gaussian random
field in physics......because most of the natural field are
reals. So we can look for the general condition which
guaranty that d(r) is real. We will start from the result
and verify that it always allows the reality of §(r). This
condition is :

S_ =0 (20)

Indeed, restarting from Eq.18 and including the condi-
tion Eq. 20 we get

kmaae

S(ry = Y (k™45 + 60, (21)
k=k7nin,
kmam . .

5r)y = > | o™+ [oke™T] | + 00, (22)
k=FEmin

=2XRe(d,et* )

where we can see that all the terms are purely reals if
we fix the shift d,—g to be real.

3.2.1 Random generation of the d;

Now we define the condition for real field, we can gen-
erate a Gaussian Random Field which corresponds to
generate the J; values. In order to be more explicit, we
can write the complex number §; with its module ay
and phase ¢x:

Sp = ap X €% = 5 =ap xe 9, (23)
We can see that if we only generate the modules oy
letting the phases ¢ = 0 we get a specific realization

of a real gaussian random field.

Generate a; The most important part of the Gaus-
sian Random Field is contained inside the aj. Indeed,
the word "Gaussian” is associated with the probability
distribution function of these variables. And because
the §, are variable of zero mean, the only information
we need is the standard deviation or the variance. As we
seen during the last lecture, the variance of the process
is provided by the power spectrum P(k), so generate
a ay corresponds to generate a random value following
the pdf:
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[ ame@m2:P%D.]

The word "Random” comes from this random genera-
tion of the oy, following a "Gaussian” probability distri-
bution with variance provided by the power spectrum.

Generate ¢, In general, we also need to generate
the phases. However, in cosmology we do not have (at
least we think that there is not) information from the
phase. So we also generate the phases using a uniform
distribution between 0 and 27. One time we get a phase
we have to remember to satisfy the condition Eq.20 to
produce a real random field.

¢p ~U([0,27]) & ¢k = —¢.

3.2.2 Get the random field §(r)

Finally, we have to calculate the inverse Fourier trans-
formation Eq.1 to get the real space gaussian random
field. We will show basic results for various cases in or-
der to well understand in details the different impacts
we describe above.

3.2.3 Individual mode impact

In order to understand the real space gaussian random
field let see the impact of the individual modes in a 1D

km,maz

by

kz:_kz,nLaw k'y:_ky mazx kz*"ﬁz min

y max z max

ke max ky max kz max
(GEENEDY
ko=—kz maz ky=—Ky maz kz=kz min

:n max

>

ke=—ke maz ky=—

y max z max
ky,maz kz=kz min

ke max ky,maa kzmaz

Z Z Z 5EeiE.F

case. Let start with a simple example in which we use a
power spectrum in P(k) = k=2. We generate the values
of the dy, respecting the reality condition, that we show
the result for various k£ modes in the figure 3. Because
we give more importance to the lower k values, we con-
serve a general form at large scale. The details at small
scales (i.e high k values) are imprinted continuously but
with diminishing amplitudes. The figure shows the in-
dividual contribution of each mode associated with the
sum of all the contributions from the lower modes (i.e.

Zk/gk 5k’€ik/z),

3.3 2D and 3D Gaussian Random Field

One time we understand how works the generation
in 1D, the generalization to 2D and 3D is relatively
straightforward. We will have to specify the isotrop-
ic/anisotropic conditions and their implications on the
0 generation. In case of isotropy, we will see the reason
why we can define a power spectrum P(k) which de-
pends only on the module of k and so understand why
we generally we use it in cosmology. We will mostly il-
lustrate our purpose in 2D for graphic convenience but

the results are totally similar in 3D.
3.3.1 Reality of the Gaussian Random Field in

2D and 3D

We have seen in section 3.2 that the condition for reality
is 6_y = 6}, for 1D scalar k. We will demonstrate now
that the general condition of reality is §_ % inde-
pendently of the dimension. So we will do the demon-

stration only for 3D which embed the 2D case.

ik.7 —ik.7
Z Z (512:(1%,@,!@2)6 0 Fe (kg k)€ ) ’
iR.7 ik
Z (5E:(k-’ﬁ7kyvkz)e + |:5E:(km7k’!/7kz)e ] ) ’

n [%eiﬁf} *

kx=—kz maz ky=—kKy,maz kz=kz,min

=2x Re(dgeiF-7)

So we get the same result than for the 1D case and the general condition for real Gaussian random field reads:

[ Reality <=

0_g =0 ]

3.3.2 Isotropic field

Moreover the Cosmological Principle postulate that the
Universe is statistically Isotropic and Homogeneous.

We can think quickly about the signification using the
basic definition Eq.1 and see that if the information
depends on the orientation of k corresponds to have

R (kg .rotky.ryt+ks.rs) R —i(kg.rotky.ry+k..r2)
Z Z (5k:(kz,ky,kz)e - TeThy Ty Thz-T2 +57k:(7k1,7ky,7kz)e T Thy Ty Thz-T2 ,

(24)
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Figure 1: Left panel : distribution of 10000 realizations for two 0 using the same power spectrum value. Right
panel : distribution of 10000 realizations for two J; using different power spectrum values. We can see that a
larger power spectrum value allows larger absolute values for the é.
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Figure 2: Impact of the phase ¢ on a given mode in real space. We can see that it lies a shift on the cosine wave.
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Figure 3: Impact of the individual modes on a 1D Gaussian random field following a power spectrum in k~2. Each
one of the 10 plots shows the contribution of a specific mode (the right part) and the sum of all the contributions
of the modes lower and equal to this mode.
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a probability distributions of the ; depending on the

orientation of k. As we seen in section 3.2.1, it corre-
sponds to give in average more amplitude to the modes
oriented in direction of the k vectors with greater val-

—.

ues in the power spectrum P(k). We will express it with
more details. We consider two vectors k = (ky, k,) and
k= (K, k) with same module k| = |K'| and we will
compare the impact on the real space.

If we have the same variance for the two modes (i.e
P(k) = P(K")), then we have that the two probability

distributions are equals:
0,05 ~ N (o, o = P(k) = P(/S')) . (25)

and so we expect to have over a large enough sample
a similar distribution for two variables (Left panel in
figure 1). In the figure 4, we can see the contribution
in the real space field of various vectors k with same
module. As we can expect considering the dot product
lg.ﬁ the plane wave is oriented along k. So, if we give
more importance to the mode k' than to the mode k
(i.e P(k) < P(K") ), then the amplitude of the wave
oriented along K’ will be in general more important than
the one oriented along k and generate an anisotropy in
the real space. So, it appears that the condition to
produce an isotropic Gaussian Random Field we need
the condition:

Isotropy <= P(E) = P(|E|) ]

3.3.3 Impact of individual modes in 2D and 3D

The 2D Fourier decomposition corresponds to a sum of
plane wave with constant values perpendicular to the
vector k as we ca see an example in figure 5. The rea-
son is simple, along an axe perpendicularﬁto l; the dot
product k.7 is constant, so the term in e’*" is constant
to. In 3D, the constant value will be for all 7 reaching

the plane perpendicular to k as shown in figure 6.
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Figure 4: Effect in real space of individual pixels with same module. Same module |Ig | implies that the frequen-
cy/wavelength is the same for all the wave plane in the plots. The left panels show the pixel in the Fourier space
which was used to generate the wave plane in the right panels. We can see that the iso-values in the right panels
are perpendicular to the Fourier vector k as explained in the text. The amplitude of the wave plane fluctuations
are different because the ¢;; differs following a random trial.



INSTITUTO DE

. CIENCIAS

FISICAS Escuela de Verano de Fisica 2019

Figure 5: Top Left panel: Real space result for 1 pixel in Fourier space. Top Right: Real space result of the sum
of the pixel in Fourier space with same module. The pixels used are all points which compose the circle we can
see on the left panels of the figure 4. Bottom Left and Right:We redo the same exercise for another frequency, so
another module of k£ which is gratter than the previous one.
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Figure 6: Top Left panel : Real space result for 1 pixel k in 3D. The result shows the iso-contours which
corresponds to perpendicular planes as explained in the text. Each plane corresponds to the same value so the
space between 2 planes correspond to the wavelength of the mode k. Top Rz’gh_Lt panel : Real space result of the
sum of all the pixels on a sphere (a shell) so the contribution of all the k; tq |k;| = k Vi. Bottom Left and Right
panels : The same than above but for a greater module |E|
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LA FISICA FUNDAMENTAL Y APLICACIONES
DE LOS IONES NEGATIVOS

Guillermo Hinojosa Aguirre
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INTRODUCCION

Desde que Wild descubrié, en los anos treintas, que el H™ es el porta-
dor de la opacidad interestelar en 1650 nm y no los metales como se pensaba
[1], los iones negativos han sido un pregunta fundamental tanto por su ra-
reza estructural como por su gran abundancia en plasmas y en ambientes
atmosféricos.

Desde entonces, los iones negativos se usan para explicar diversos fenoé-
menos en mas de una campo de la ciencia. Por ejemplo, en astrofisica se
considera que en la era de la recombinacién (4 x 10° anos después del Big
Bang) el H™ contribuyé con el mecanismo para la formaciéon de Hy via la
reaccion

H +H — Hy+e”

Una vez formado, el Hy puede reducir la presion de forma eficiente en un
orden de magnitud debido a sus transiciones roto vibracionales. Esto hizo
que el tiempo de enfriamiento fuera menor que el de expansién y entonces se
presentaron las condiciones para formar objetos estelares. Este es el mecanis-
mo por el que los astrofisicos creen que gas interestelar a 1000 K pudo haber
conducido a la formacion de las primeras estrellas (de 10° masas solares) [2].

Mas recientemente, la presencia de iones negativos en diversos ambientes
atmosféricos y también en el espacio interestelar se ha confirmado. Estos
iones tienen abundancias suficientes para detectarlos. Por ejemplo, en el coma
del cometa Halley [3], en la regién interestelar de Cepheus y Aurirga [4] y
particularmente, en la atmésfera de Titan [b).

La presencia de iones negativos en el espacio es contraintuitiva. En el
espacio, se espera que la radiaciéon destruya a los aniones debido a que el
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electrén extra se encuentra muy débilmente ligado [G]. Por lo tanto, debe
existir un mecanismo eficiente de formacién de estos iones capaz de mantener
las poblaciones en las cantidades que se han detectado. El en caso de los
plasmas, la misma razén deberia explicar bajas poblaciones de aniones debido
a que con las interacciones el electrén se pierde facilmente. Sin embargo,
poblaciones altas de iones negativos son muy comiines en plasmas. Ademas,
los aniones en plasmas estan correlacionados con la presencia de polvo. El
mecanismo por el que se forma el polvo en estos ambientes es desconocido,
sin embargo se sabe que, en plasmas, los iones negativos y el polvo van de la
mano [{].

El problema con la deteccién de esta clase de iones en estos ambientes
hostiles es que deberia de haber un mecanismo relativamente simple y eficien-
te para su formacién, tal como la captura radiativa (CR) que es el mecanismo
mas canonico para la explicacion de su formacion,

e +M—hv+ M~ (1)

en donde un electréon e~ se acerca lo sufiente para el el atomo o molécula M
lo capture seguido de la emision de radiacién hv.

Sin embargo, la evidencia de laboratorio parece indicar que este mecanis-
mo no es eficiente para justificar la cantidad de aniones observados [8]. Como
consecuencia, la pregunta de como se forman los iones negativos en ambien-
tes como el de los plasmas o del espacio interestelar sigue sin una respuesta
completa y representa un reto para la ciencia actual.

INTERACCIONES DE ANIONES MOLECULARES CON GASES ATMOSFERICOS

Con la curiosidad de tratar de entender mas sobre esta clase rara de iones,
en el laboratorio hemos abordado el estudio de sus interacciones con gases
comunes en ambientes atmosféricos como el nitrégeno (Ng) y el oxigeno (Oy).
La idea es que a través de la medicién de secciones transversales de despojo
electrénico (el proceso inverso al de su formacién) y més recientemente, al
estudio de su fragmentacién (con alta resolucion) es posible conocer indirecta-
mente algunos de las procesos de formacion o de algunas de sus caracteristicas
(al menos esta es la hipotesis).

Ademds, las secciones transversales de despojo electrénico (o) son de inte-
rés en el estudio del equilibrio de plasmas. A energias altas, la fisica de estas
interacciones se puede explicar con relativo éxito mediante el modelo de esfe-
ra dura para colisiones. Bajo esta perspectiva, todas las secciones totales de
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Figura 1: Gréfica tomada de [(0]. Secciones transversales totales de despojo electrénico
o normalizadas segin el modelo de colisién de esfera dura (con el factor de la ecuacién
B). Los valores de o representadas con un diamante corresponden a Br~ en Os y con un
circulo a CCH; + Oa.

despojo electronico siguen el mismo comportamiento cuando se normalizan
por el area efectiva de interaccién, que es el area total que subtienden las
areas del proyectil y del gas objetivo o blanco [9]. Esta es la clase de genera-
lizaciones que nos gustan a los fisicos. Es decir, si se conoce una sola seccién
(digamos oy) entonces los valores derivados de

Ok

Ry 2

caen en la misma curva en donde todas las demas secciones para el mismo
proceso también caen; r, es el radio de los iones del proyectil y r; es el radio
de los atomos o moléculas del gas objetivo o blanco. Esto se ilustra en la Fig.
i

Como consecuencia de esta hipétesis, si se conocen los radios de los nuevos
iones proyectil y objetivo r,, y 1, entonces, cualquier otra secciéon o, se puede
derivar simplemente de
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e (3)

Sin embargo, encontramos que a energias bajas, o no sigue este compor-
tamiento [10, 11]. Esta misma tendencia, a bajas energias de interaccién, lo
acaba de confirmar un grupo europeo [12]. La razén por la que es importante
este fendomeno es de origen practico: los electrones de muy baja energia son
de interés en varios campos de la fisica como en plasmas o en fisica médica.

Ademas encontramos un efecto adicional que consiste en la observacion
de estados metaestables de auto despojo que pensamos se forman durante
la colisién y que tiene consecuencias directas en ciencia de plasmas. Resulta
que este mecanismo de auto despojo ofrece una contribucién de al menos un
orden de magnitud mayor que el mecanismo de despojo por interaccién de
esfera dura.

Esto se logr6 a través de la medicién de un parametro de la fisica que in-
dica la probabilidad por particula en un area dada de que ocurra una cierta
reaccion (en este caso el despojo electrénico) después de interactuar con una
molécula (en este caso Ny u O). Este pardmetro es mejor conocido como Sec-
citon Transversal Total de Despojo Electronico y su simbolo es normalmente
0.

Op = [Tpo + Ti&o]2

o se midi6 con dos métodos experimentales. En uno de los métodos se
miden los 4tomos neutros y en el otro se mide la atenuacién de la intensidad
del haz original de aniones. Ambos métodos miden el mismo proceso: la
pérdida del electron extra de los iones negativos. Ambos métodos tienen
el mismo resultado final: un 4tomo o molécula neutra (que se monitorea
experimentalmente) y un electrén libre (que no detectamos).

Para explicar esta técnica combinada hago uso de la Fig. @ en donde se
ilustra una regién en donde el haz de aniones (que viene de la izquierda)
interacuttia con el gas de Ny u Oy. Como resultado de esta interacccion la
probabilidad de que un anién del haz pierda su electrén extra aumenta. Luego
hay un campo eléctrico que desvia a los aniones remanentes del haz hacia un
detector. Las particulas o atomos que pierden el electron quedan neutras y
el campo eléctrico no las puede desviar, siguen una trayectoria recta. Como
consecuencia de incrementar la densidad del gas (o la presion) la cantidad de
particulas neutras aumenta y la cantidad de haz de aniones disminuye.

El primer método se conoce como SGR (de sus siglas en inglés signal
growth rate method) o método del crecimiento de senal y el segundo se conoce
como BAT (de sus siglas en inglés beam attenuation technique o método de la
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Figura 2: Se ilustra la idea de cada uno de los métodos SGR y BAT. A la zona en
donde estan confinados los gases se le conoce como celda de gas. El campo eléctrico entre
las dos placas desvia la trayectoria de los aniones del haz hacia un detector situado fuera
del eje central. Las particulas neutras que se forman entre la celda y las placas siguen sin
desviarse hacia el detector central.

atenuacion del haz. Ambos métodos miden el mismo fenémeno, la diferencia
es que BAT mide la atenuacién total del haz.

Lo que encontramos es que las ¢ medidas con BAT son mayores que
las ¢ medidas con SGR (ver Fig. B). Encontrar una explicacién para estas
diferencias fue un reto, pero después de mucha experimentacién llegamos a
la conclusién de que la diferencia tiene que ver con un mecanismo que genera
mas particulas neutras que no se toman en cuenta o no se detectan en SGR.

Aunque parezca increible, se trata de una poblacién de aniones del haz
que interacciona con el gas y no pierde el electréon extra sino hasta que ha
transcurrido un tiempo suficiente para que la particula neutra resultante no
sea detectada por el detector central. Eso quiere decir basicamente que el
anion de haz pierde el electréon extra cuando va en camino al detector lateral.
Dicho de otra forma, hay estados (M ™)™ que se tardan (microsegundos) en
perder el electréon extra y decaen lentamente,

(M™)" 4 Ny ~ss M+ € + N; (4)

En la Fig. @ se muestra como para el caso de la molécula CCH; (que es
muy importante en plasmas de hidrocarburos) las o son muy diferentes para
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Figura 3: Grafica tomada de [10]. Seccién transversal de despojo electrénico inducida
por colisién con gases atmosféricos de la molécula CCHS . Los circulos corresponden a Os
y los cuadros a Nj. Los circulos y cuadros sélidos corresponden a ¢® y los huecos a o
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energias de interaccion bajas y como a energias altas las secciones convergen,
sus valores se parecen mas. Este es uno de los efectos que nos hicieron pensar
en estados (M~)™.

La razon por la que estos estados de auto despojo no tienen efecto a
energias altas es el tiempo de vida de estos estados metaestables. A energias
altas el tiempo de vuelo de los aniones es muy corto y aparentemente no
contribuyen a la seccion transversal de despojo electrénico. La diferencia
entre las secciones decae como funcion de la velocidad

ot — o (5)

en donde o’ es la seccién transversal de despojo electrénico medida con el
método BAT y o° corresponde a la la medicién con SGR. Las particulas
neutras que se generan como resultado de interactuar una sola vez con el gas
de la celda vuelan dentro del experimento (que estd a una presion muy baja).
Este tiempo de vuelo depende solamente de la velocidad de haz ya que las
dimensiones del experimento son constantes. Entonces a mayor velocidad de
haz de aniones (o a energias mas altas) el tiempo de vuelo de las particulas
del haz en menor.

Si uno relaciona el tiempo de vuelo con el reciproco de la diferencia de la
Ec. B,

B = (6)

queda una grafica como la de la Fig. @ De estas graficas propusimos derivar
una especie de tiempo de vida (al que llamamos 77) que representa un valor
del tiempo de vida de los estado metaestables (M ~)™.

O-b_o-s

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

El proceso de despojo de electrones que sufren las moléculas simples co-
mo resultado de intercciones con gases atmosféricos no es tan simple como
interacciones entre esferas duras. Es mucho méas complejo. Un analisis basado
en diferencias entre o® y o revel la presencia de estados metaestables de
auto despojo que aparentemente se inducen durante la colisién. Estos esta-
dos (M~)™ tienen tiempos de vida del orden de pus y cuyo tiempo de vida
77 medimos por primera vez. Es 4.4 £+ 4 us para CCHz en Oy y 4.2 & 2 us
en N,. Es basicamente el mismo tiempo de vida. El tiempo de vida natural
para el estado base de CCH s de 102 s.
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Figura 4: Decaimiento de la poblacién de estados metaestables (M ~)™ como funcién

del tiempo de vuelo para dos especies moleculares. De aqui se derivaron tiempos de vida
B
TF.

Finalmente, el anuncio que hice sobre un descubrimiento ya se confirmé
y los resultados ya estdn publicados en la revista de fisica més reconocida en
fisica. La misma revista en donde se acaban de publicar los resultados del
LIGO. Es un hallazgo de caracter fundamental que va a cambiar la interpre-
tacion de los iones negativos y también la interpretacién de todos los plasmas
basados en hidrocarburos. Se trata de una especie nueva. De esto hablaré en
la préxima escuela de verano en fisica <
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Se da una breve introduccién a las ideas acerca de no-localidad en la mecénica cudntica y su
relacion con el entrelazamiento. Se da especial énfasis al concepto de contrafactualidad. Esto se refiere
a nuestras creencias acerca de lo que hubiera pasado si algin determinado evento hubiera ocurrido
de manera distinta a la en que efectivamente sucedié. Argumentaré que dichas creencias sirven
para caracterizar una teoria clasica. Por otro lado, mostraré que, si consideramos tales hipétesis
contrafactuales, la localidad efectivamente no se cumple en la mecénica cudntica. Se mostrard usando
dos ejemplos bien conocidos, la “paradoja” debida a Lucien Hardy asi como las correlaciones que se
observan en el llamado estado de Greenberger, Horne y Zeilinger, que es un estado involucrando el
entrelazamiento entre 3 espines.

I. CARACTERISTICAS DE LA MECANICA CUANTICA

Quisiera empezar dando una caracterizaciéon “de brocha gorda” de las propiedades de la mecanica cuantica, haciendo
especial énfasis en las diferencias con la mecanica clésica. Las 3 propiedades siguientes me parecen las mas importantes:

1. La mecéanica cuantica es una teoria “‘todo o nada”. En otras palabras, al interactuar dos sistemas cuanticos, o
no sucede nada, o por lo contrario sucede un efecto significativo.

2. Es una teoria probabilista. En combinacién con 1., significa entre otros lo siguiente: lo que, en mecanica clésica,
serfa un efecto débil, en mecdnica cuantica se vuelve un efecto fuerte pero poco probable. Por ejemplo, si una
particula pasa lejos de otra y la interaccion es débil, en mecédnica clésica la particula sencillamente se desvia
poco, mientras en la mecdnica cuantica, se puede desviar arbitrariamente, pero con baja probabilidad.

3. Sin embargo, de cierta manera la teoria también es determinista: esto a primera vista parece contradecir 2., pero
en realidad lo complementa. En mecanica cuantica existe un objeto, el estado cudntico, que permite realizar dos
tareas: primero, predecir, para una medicién arbitraria, las probabilidades que ésta arroje determinado resultado,
y segundo, predecir el estado cudntico futuro del sistema para todos tiempos, siempre y cuando durante este
tiempo no ocurra ninguna medicién.

En términos formales, estas propiedades se entienden como sigue. El estado cudntico descrito en 3. es sencillamente
el estado puro v del sistema, que es un vector normalizado de un espacio de Hilbert. Al conocer 1(0), puedo calcular
1 (t) usando la ecuacién de Schrédinger:

i) = Hap, (1)

donde H es el Hamiltoniano del sistema, y se representa matemdticamente por un operador autoadjunto [19]. In-
tegrando (1) obtenemos ¥(t) para cada t conociendo 1(0). Por otro lado, como se dice en 3., se puede calcular la
probabilidad de obtener un resultado dado midiendo una observable A arbitraria. Otra vez, A es un operador autoad-
junto, con eigenvectores ¢,, y eigenvalores a,. Los a, son los valores posibles que se pueden obtener de una medicién
de A, y si se mide A en cualquier estado v, la probablildad que la medicién arroje el resultado a, estda dada por la
regla de Born

2

pn = [(¥,0n)]"- (2)

Aqui (¢, ¢y,) se calcula mediante el producto escalar, que es parte de la definicién de un espacio de Hilbert. Los p,
son, obvio estd, forzosamente positivos. Que se suman a uno sigue de la normalizacion del estado v, que cumple la

condicién (¢,1) = 1. Son entonces legitimas probabilidades. Serfa una buena tarea convencerte de esto, y también
verificar que si el estado inicial estd normalizado, sigue siéndolo para todos los tiempos.

*Electronic address: leyvraz@fis.unam.mx
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Con ello nos convencimos de las observaciones 2. y 3. Queda 1. Pero esto es casi obvio: consideremos un estado
inicial arbitrario 1(0) = 1, y definamos una base ortogonal del espacio de Hilbert que contiene 1y como uno de sus
elementos, digamos g, %1, Y2, . ... Entonces el estado ¢ (t) como funcién del tiempo se describe como

U(t) = cn(t)tn. (3)
n=0

Para ¢ pequenos, resulta que la cg(t) es cercana a la unidad y los demds cercanos a 0. Ahora jcudl es el sentido de
un estado como el descrito en (3)? Si preguntamos, por ejemplo, en cudl de los estados 1, se encuentra el estado
¥(t), esto corresponde a la medicién de una observable legitima. Pero aplicando la regla de Born (2), obtenemos que
la probabilidad de encontrarse en el estado 1), estd dada por |c,(t)|?, es decir, es baja si t es pequefio y n # 0, pero
es distinta de 0. Sin embargo, el estado 11, por ejemplo, es radicalmente distinto del estado v, ya que ambos son
perpendiculares. Vemos entonces que existe una probabilidad que del estado 1y pasemos al esencialmente distinto ;.
Esto corresponde a la naturaleza “todo o nada” de la mecénica cuantica.

II. LA MEDICION EN MECANICA CUANTICA

En la seccién anterior, distinguimos entre la evolucién de un estado puro en el tiempo mediante la ecuacién de
Schrodinger (1) por un lado, y la medicién de cualquier cantidad cuando el sistema se encuentra en determinado
estado por el otro. Fuimos bastante especificos, al decir que la ecuacién de Schrodinger (1) sélo tiene validez mientras
no se dé una medicién del éstado.

Esto jtiene mucho de raro! No deberia aceptarse sin algo de molestia. Es profundamente distinto de lo que sucede
en mecanica clasica: al fin y al cabo, Jupiter sigue las ecuaciones de Newton de la misma manera cuando lo mira
un astréonomo, y cuando no. Las ecuaciones de Newton pretendian dar una descripciéon universal del mundo, y ésta
incluia, obvio, la posibilidad de medir lo de que trata la teoria.

En mecanica cuantica no sucede asi. No me atrevo, en modo alguno, a explicarles cudl es la soluciéon “verdadera”
del problema. Se observa que 5 fisicos defienden, en promedio, entre 7 y 10 opiniones incompatibles al respecto, y
la mayoria adicionalmente opina que el problema no tiene importancia. En lo tltimo, por cierto, lo mas probable es
que tengan algo de razén: existe una variedad increible de enfoques diferentes, pero ningin experimento los puede
desempatar, por lo que el asunto se mantiene antes de todo en el &mbito de la teoria, o mas aun de la filosofia.

Sin embargo si se puede explicar de manera parcial por qué el problema tiene dificultad. Tiene que ver con la
propiedad 1. de la mecédnica cudntica, que es una teoria “todo o nada”. En efecto, resulta claro que, para averiguar
algo de un sistema, tengo que entrar en contacto con él. Por ejemplo, en el caso sencillo de la observacién visual, debo
mandar luz sobre el objeto que quiero ver. Para un sistema clasico, siempre podemos usar lo bastante débil para que
no afecte al objeto de nuestra observacion. La vida diaria ofrece ejemplos con cierta similitud: si observamos alguien,
y éste se da cuenta, es muy factible que se afecte su comportamiento, pero en principio siempre es posible observar
a alguien sin que se dé cuenta. Es decir, siempre podemos observar el comportamiento de un sistema clédsico sin que
éste se vea afectado por dicha observacion.

Debido a su naturaleza “todo o o nada”, la situacién estd muy distinta en el caso de la mecanica cuantica. Por un
lado, el aparato debe ser un objeto de tipo clésico: si no lo fuera, no podriamos decir que la misién de medir al sistema
cuantico se hubiera cabalmente cumplido: en efecto, si el aparato es todavia un sistema cudntico, el problema de medir
el resultado que dio el “aparato cuantico” es de la misma naturaleza que el problema de medir al sistema cuéntico
original. Si, por otro lado, el aparato de medicién es cldsico, entonces hemos terminado la tarea: el aparato arroja un
resultado determinado; se puede ahora averiguar cudl es el resultado, ya que los sistemas clasicos si se pueden observar
sin perturbarlos.

Ciertamente hay algo un tanto perturbador en el hecho que no podemos dar cuenta del mundo entero en términos
puramente cudnticos. Necesitamos un mundo clasico para observar al mundo cuantico, y necesitamos a la mecanica
cuantica para explicar el mundo clésico en términos microscépicos. ;| Como resolvemos este malestar? No lo haré aqui:
creo que es util que el lector se quede con algunas preguntas sin respuesta: es un aliciente a pensar por cuenta propia.
Mis opiniones al respecto no valen la pena describirse aqui.

La medicién consiste, entonces, a conectar de tal manera un sistema cudntico a otro clasico, que el estado final
del sistema clasico nos dé informacién acerca el estado cudntico original. En este sentido vemos una diferencia entre
la medicién y la evolucién de un sistema cudntico que sigue la ecuacién de Schrodinger (1). En el primer proceso
intervienen por un lado un sistema cuantico, al que se mide, y por otro un sistema clasico que realiza dicha medicion.
En el segundo, sélo aparece un sistema cuantico, y no se puede registrar ningin resultado de medicion.

Es ahora creible, y un andlisis mas detallado lo confirma, que cualquier intento de acoplar un sistema de mediciéon
clasico—que debe tener la complejidad suficiente para registrar los resultados de la medicién—a un sistema cuéntico
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afecta a éste ultimo de manera incontrolable, de tal modo que al final sélo se puede hacer una prediccién probabilista
del valor que se medira.

Cosas similares ocurren a veces en contextos més cotidianos: seguramente hemos visto, de ninos, una bonita vajilla,
y la hemos tocado para cerciorarnos de su realidad. Pero al tocarla, la vajilla se suele romper, por lo que se dice a
los nifios que “s6lo miren con los ojos”. Los sistemas cudnticos son, en cierta medida, similares, con la salvedad que
no hay manera segura de mirarlos. A pesar de todas las precauciones que se toman, si queremos averiguar algo del
sistema cudntico, debemos romperlo [20].

Esto es una parte importante de la dificultad que hay en medir sistemas cuanticos. Resulta, sin embargo, que no
es para nada lo tnico. Si tenemos un sistema que consiste de 2 partes, entonces al medir una parte, puedo afectar de
alguna manera a la otra parte de manera instantanea. Obviamente, semejante “influencia a distancia” no es algo que
puede explicarse por interacciones fisicas del tipo habitual. La existencia y la naturaleza de estas influencias son el
objeto del resto de este articulo.

III. DEFINICION DE LOCALIDAD

El tema central de las siguientes secciones sera el de mediciones distantes y simultdneas sobre partes distintas de
un mismo sistema. Definamos primero el sentido que daremos a estas palabras.

Lo mas importante es tal vez la palabra “simultanea”. Tenemos un sistema que consta de 2 partes, la una se
encuentra en la regién 1 y la otra en la regién 2. Supondremos que el proceso de medicién toma un tiempo corto, y
que ambas regiones estan bien separadas. Es entonces posible suponer que dichas mediciones estén tan lejanas en el
espacio, y tan cercanas en el tiempo, que un rayo de luz emitido en 1 al tiempo de la primera medicién no alcance 2
al tiempo de la segunda. En este caso, decimos que las mediciones son simultdneas. En este caso sabemos, en base a
la relatividad especial de Einstein, que nada de lo que sucede en la medicién en 1 puede afectar la medicién en 2, y
viceversa.

En realidad, consideraremos una situacion mas restrictiva aun. Como vimos, la eleccién de la cantidad que se va
a medir afecta fuertemente al desarrollo del estado cuantico durante el proceso de medicién. Por lo tanto, no sélo
vamos a suponer que las mediciones mismas tengan lugar “simultdneamente”, sino que las decisiones acerca de las
cantidades que se mediran se toman también simultdneamente. En otras palabras, todo el proceso de determinar la
cantidad que se va medir, seguido por la medicién misma, tiene lugar en cada una de las regiones 1 y 2, y dura un
tiempo menor del que un rayo de luz requiere para ir de 1 a 2.

Finalmente debemos decir a qué nos referimos al decir que medimos 2 partes “de un mismo sistema’. La situacion
tipica que se considera es una en que se producen 2 o mas particulas en algin estado que incluye correlaciones entre
éstas. Las diferentes particulas se envian luego a lugares distantes, las regiones 1 y 2 arriba mencionadas, dénde se
realizan varias mediciones sobre cada particula. Las mediciones se hacen simultaneamente en el sentido que hemos
escrito arriba: las mediciones se eligen independientemente y al azar en cada regién. Esto significa que la particula en
la regién 2 no puede “saber” qué medicion se realizé sobre la particula en la regién 1, y viceversa.

Bajo estas circunstancias, hacemos la pregunta siguiente: si en la regién 1 realizo al azar 2 mediciones posibles
distintas, digamos A; y B; (en lo siguiente, las letras indicardn siempre un determinado tipo de medicién, mientras
el indice nos dird en qué regién se realiza). Por otro lado supongamos que en la regién 2 hacemos siempre la misma
medicién As. jSerd posible que el comportamiento estadistico de los resultados de las mediciones de As sean distintos
segtin se esté midiendo A; o By en la regién 17

Creo que es aparente que no puede ser asi: en efecto, de ser el caso, serfa posible mandar una sefial de la regién 1 a la
regién 2 eligiendo medir By en vez de Aj, lo que contradice a la teoria especial de la relatividad. Veamos como puede
hacerse: supongamos, por ejemplo, que todas las mediciones arriba mencionadas siempre dan 0 o 1 como resultado.
Supongamos adicionalmente que si mido A; en la regién 1, la cantidad A; da 0 o 1 con probabilidad 1/2, mientras
que si mido Bj, la probabilidad de medir A, igual a 1 crece a 0,6. Esto es un ejemplo tipico del efecto que describi en
términos generales arriba.

i Podemos en este caso realizar una senalizacién instantdnea de la regién 1 a la 27 A primera vista no parece: si en
la regién 2 mido As = 1, esto no me garantiza de modo alguno que se haya medido la By en la regién 1: la diferencia
entre 1/2 y 0,6 no permite este tipo de conclusiones. Pero podemos tomar un nimero mayor de sistemas: si tomamos,
digamos, 1000 sistemas del mismo tipo, y sometemos todas las particulas de los 1000 sistemas que se encuentran en
1 a la medicién Bj, entonces esperamos que en la regién 2 tendremos aproximadamente 600 valores de A, igual a 1,
mientras con una medicién en la regién 1 de Aj, sélo tendriamos 500 valores de As iguales a 1. Semejante diferencia
si permite al observador en la regién 2 determinar con un muy alto grado de probabilidad si se midié A; o B; en la
region 1.

Generalizando las observaciones que acabo de hacer, deberia quedar claro que, en caso de existir diferencias es-
tadisticas en los resultados de las mediciones en la region 2, segin las cantidades que se hayan medido en la region 1,
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seria posible usarlas para mandar informacién sobre distancias arbitrarias, entrando asi en conflicto con la relatividad.

Es por lo tanto un gran alivio enterarse que la mecdnica cudntica en este sentido es local, véase [1, 2] por una
prueba sencilla, pero rigurosa. Formulemos esto explicitamente:

Localidad Estadistica: Si se repiten muchos experimentos en los que se realizan mediciones distantes y simultdneas
sobre partes del mismo sistema, las mediciones de una cantidad en una regién tienen el mismo comportamiento
estadistico independientemente de las mediciones que se hacen en otra region.

Esto entonces nos dice que la mecdnica cuantica no es tan extrana como a veces se afirma. El concepto més elemental
de localidad estd firmemente anclado en su formalismo. Adicionalmente, las pruebas de la localidad, por ejemplo en
[1] no son de matemdticas muy avanzadas con recénditas sutilezas, sino que son més bien sencillas y convincentes.
Por qué, entonces, seguimos escuchando de la supuesta “no-localidad” de la mecénica cuantica? En lo siguiente no
seguiremos el camino de Bell y otros, sino nos atendremos a un enfoque descrito en particular por Peres en [3].

Se trata de una posible extensién de la Localidad Estadistica a algo més fuerte que, a falta de mejor palabra, llamaré
la Localidad Hipotética, aunque tal vez éste no sea un nombre muy atractivo. Notemos que ésta no es terminologia
estandar, pero ello no es muy grave, ya que la teminologia generalmente aceptada en este tema es relativamente
compleja. Veamos de qué se trata.

Un limitante aparente de la Localidad Estadistica es que s6lo se refiere a una multiplicidad de experimentos inde-
pendientes, y al comportamiento estadistico de las mediciones en la region 2, que no se ve afectado por las mediciones
en la regién 1. Podriamos desear mas: por ejemplo, que el verdadero estado de cosas en la region 2 no se vea afectado
por un cambio en la cantidad que se midié en la regién 1. Formularé una versién de esta creencia que parecerd a
primera vista algo extrana, pero que seguramente capta cierta parte de nuestra intuicién sobre las consecuencias de
la imposibilidad de influencia a distancia:

Localidad Hipotética: Si se hace un solo experimento en el que se realizan mediciones distantes y simultaneas sobre
partes del mismo sistema, la mediciéon de una cantidad en una regién hubiera tenido el mismo resultado que el que
efectivamente tuvo, si en las otras regiones se hubieran realizado mediciones de cantidades distintas.

La primera reaccién bien puede ser, que quien discute semejante concepto se la fumé verde. ;Como podemos saber
lo que hubiera pasado en un caso que no se realizé6? Y por otro lado ;por qué tendria esto la menor importancia?

A estas preguntas hay varias respuestas. Primero adelantamos el resultado que da a este concepto cierta relevancia:
mientras es a todas luces obvio que nunca podremos verificar el postulado de la Localidad Hipotética (por la evidente
imposibilidad de realizar un experimento de dos maneras contradictorias) resulta que si es posible que un experimento
muestre resultados en conflicto con este postulado. En otras palabras, es imposible confirmarlo, pero no es imposible
refutarlo. Y en efecto la mecdnica cudntica, como veremos en la Seccién IV, predice resultados que contradicen a este
principio. Estos pueden también verificarse exerimentalmente

Otro motivo de interesarse a esta propiedad, a primera vista algo extrana, es la existencia de una gran clase de teorias
para las que se cumple. Por ejemplo, en mecdnica clasica, y generalmente hablando en todas las teorias “clasicas”,
es verdad que, si cambidramos hipotéticamente algo en un lugar, nada cambiaria a distancia suficiente: se pueden
hacer predicciones tedricas sobre realidades alternas, y todas las teorias clasicas, en las que la observacién no juega
ningun papel especial, predicen que la Localidad Hipotética, no es una aberracién, sino mas bien una trivialidad.
En efecto, imaginémonos que las 2 partes del sistema estdn descritas con una cantidad de poleas, correas, campos
electromagnéticos y otros mds objetos de la més variada indole, descritos por algin tipo de teoria cldsica (mecédnica
para las poleas, electrodinamica al estilo de Maxwell para los campos electromagnéticos, y la teoria favorita del lector,
mientras ésta sea de tipo cldsico y local, para lo demds). Entonces la teorfa puede usarse para contestar la pregunta
de lo que hubiera pasado en la region 1, si en la region 2 se hubieran realizado mediciones distintas. Como las teorias,
por hipétesis, son locales, en el sentido de cumplir con la relatividad de Einstein, es obvio que si cambiamos algo en
las mediciones que tienen lugar en la regién 2, y si éstas son simultdneas con las mediciones en la regién 1, la teoria
predecira que no habra efecto.

Tampoco podemos pasar por alto el atractivo intuitivo que tiene este postulado. Si no puede haber influencia
instantanea de un lugar a otro, entonces jacaso no estd obvio que cualquier cosa que suceda en la regién 1 no puede
afectar a lo que sucede en la region 2, sin importar cudl alternativa realmente haya sucedido? Parte de esta conviccén
viene en parte de la intima conexion entre alternativas que no ocurrieron y nuestras ideas de causalidad: al decir que
un evento A causé otro evento B, muchas veces pensamos que, de haberse evitado A, posiblemente B no hubiera
sucedido. Y viceversa, si estamos convencidos que el evento A no tuvo ninguna parte en que B aconteciera, se traduce
esta creencia en la firme conviccién que B hubiese ocurrido de la misma manera, también si A no hubiera ocurrido.
Como ejemplo de lo ultimo podemos pensar en el resultado de un experimento fisico, digamos un gran experimento
del CERN, y como evento A la fase de la Luna durante el experimento. Decir que la fase de la Luna no influyé en el
experimento, parece muy equivalente a la afirmacién que, si la Luna hubiera tenido una fase distinta, el experimento
hubiera salido igual.

Pero entonces, al evidenciar que la mecanica cuantica no cumple con esta propiedad, mostramos algo que si tiene
cierto interés. En particular, si falla la Localidad Hipotética en la mecdnica cuantica, resulta que los resultados
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de la mecanica cuantica no se pueden explicar de ninguna manera por cualquier teoria de naturaleza clédsica, por
compleja que ésta pudiera resultar. En otras palabras, las teorias que no cumplen con la Localidad Hipotética, son de
naturaleza esencialmente diferente de todas las teorias de tipo clasico, o usando una expresién comun en el campo,
son muy distintas de todas las teorias realistas.

Pero prometi ensenar violaciones de la Localidad Hipotética en la mecanica cuantica: es tiempo que cumpla.

IV. LA LOCALIDAD HIPOTETICA NO SE CUMPLE EN MECANICA CUANTICA

Daremos 2 ejemplos de sistemas en los que se viola la Localidad Hipotética. Aqui no entraremos en los detalles
que prueban que, en efecto, la mecanica cuantica permite crear sistemas con las desconcertantes propiedades que
a continuacién describo. Sin embargo, esta prueba se realiza en unos apéndices, que requieren un poco mas de
conocimientos del formalismo de la mecénica cuantica.

El primer sistema es una versién de un experimento propuesto por Lucien Hardy [4] y funciona como sigue (seguimos
aqui la admirable presentacién pedagdgica de Mermin [5]). Como siempre, tenemos dos regiones 1y 2 donde se realizan
dos tipos de mediciones, A y B, cuyos resultados pueden ser o 0 o 1. El experimento se hace muchas veces, y en cada
realizacién se escoge en cada regién si se hace la medicién A o la B al azar y de manera independiente. Después se
recogen los datos y se cotejan los resultados: jqué resultados obtenemos si medimos A; y Bs juntos? By y As? §Cuél
es la lista de todas estas correlaciones?

En el apéndice A mostramos que, usando propiedades especificas de la mecdnica cudntica, es posible arreglar las
cosas de tal manera que se cumplan las reglas siguientes

A A Si ambas mediciones son A, entonces a veces ambas dan el valor 1. Para ser especificos, se puede llegar a que
esto suceda 9% de las veces.

AB Si una de las mediciones es A y la otra B, nunca ambas mediciones son iguales a 1.
BB Si ambas mediciones son B, nunca ambas mediciones son iguales a 0.

Estas 3 condiciones obviamente no encierran ninguna contradicciéon. Es més, no existe ninguna dificultad en realizarlas
si el resultado en la regién 1 puede influir en él de la regién 2. Pero esto es precisamente lo que no queremos. Que se
puede disenar un sistema fisico cumpliendo estas caracteristicas se muestra en el Apéndice A.

Veamos ahora si estas condiciones, que a primera vista no parecen especialmente maléficas, son compatibles con
la Localidad Hipotética. Consideremos uno de los casos con ambos valores de A iguales a 1: por la condicién AA
sabemos que éstos ocurren. Ahora aplicamos la Localidad Hipotética a este experimento en particular. En este caso
lo que realmente medimos fueron A; y As, y los resultados reales fueron 1 en ambos casos. ;Qué hubiera pasado si
hubiera medido By en vez de A7 Claramente, por la Localidad Hipotética, el valor de A; que se hubiera medido
hubiera sido el mismo que el que se midié en el mundo real, es decir 1. Pero en esta medicién hipotética, las reglas
arriba indicadas se deben seguir cumpliendo. Ya que el valor de A; hubiera sido 1, por la regla AB es necesario que
la Bs hubiera dado un resultado de 0. Similarmente, ya que existe una simetria perfecta entre las regiones 1 y 2, nos
podemos convencer que si hubiéramos medido B; en vez de Aj, el By hubiera arrojado un valor de 0.

Ahora, si lees esto cuidadosamente, ves que estamos ya peligrosamente cerca de una contradiccién. En efecto
hemos mostrado que, al cambiar A por B en cualquier lado, obtenemos con seguridad que la medicién de B dara 0.
Esto sugiere que, si hubiéramos medido la B en ambos lados, hubiéramos obtenido 0 de ambos lados, en manifiesta
contradiccién con la regla BB. ; Podemos deducir esto de la Localidad Hipotética? Si, pero vamos a requerir un nivel
de abstraccién adicional. Si empezamos con el experimento real, con una medicién de A; y Az dando el valor 1 para
ambos, entonces podemos primero cambiar A; a Bj. Por el argumento arriba indicado, By tiene que dar el valor 0.
Ahora volvemos a cambiar Ay por Bs: debido a la regla BB, By tiene que ser 1. Pero ahora puedo cambiar otra vez
By a Aj. Que A; da el valor 1 es innegable, de tal manera que nos encontramos con una situacién en la que By da el
valor 1 y A; también, en contradiccién con la regla AB.

Dicho de otro modo, no existe ninguna manera de dar valores simultaneas a A1, A, B1, y Bs que cumplan con las
tres reglas: en efecto, A; y Ao pueden tener ambos el valor 1. Para estos casos la regla AB impone el valor 0 tanto a
By como a By. Pero que ambos By y B; tengan el valor 0 contradice a BB.

Este ejemplo no es tnico, sino que hay una gran variedad de fenémenos similares. Veamos uno més. Es posible
mandar 3 particulas correlacionadas en 3 direcciones distintas, y una vez que las 3 particulas estén lo bastante lejos,
realizar al azar una de 2 mediciones, que para variar llamamos X e Y, como siempre con un indice para indicar el
lugar donde se realiza la medicién. El resultado de la medicién, como siempre, es un si o un no, o en otras palabras
un 1 o un 0. Ahora, después de llevar a cabo el experimento muchas veces, observamos las regularidades siguientes:
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XXY Si se hacen dos mediciones de X y una de Y—en otras palabras, si se mide (X1, X2,Y3) o (X1,Y5,X3) o
(Y1, X3, X5)—el ntimero total de respuestas afirmativas es impar.

YYY Si todas las mediciones son de Y, el niimero total de respuestas afirmativas es par.

Hagamos ahora la pregunta: jserd posible determinar respuestas Xj 23 e Y; 23 de manera que se cumplan las dos
reglas arriba descritas? Mostremos que no: en las tres series (X1, X2,Y3), (X1,Y2, X3) v (Y1, X2, X3), hay en total un
ndmero impar de respuestas afirmativas: en efecto, hay un niimero impar de éstas en cada serie, por la regla XXY, y
hay 3 series: y jsumar 3 nimero impares da un nimero impar! Pero en esta serie la totalidad de los X tiene un niimero
par de respuestas afirmativas, ya que cada X aparece 2 veces. Vemos entonces que las mediciones restantes tienen un
nimero impar de respuestas afirmativas. Pero estas mediciones son las (Y7, Y3,Y3), y éstas tienen un niimero par de
respuestas por la regla YYY. Esta contradiccién indica que no podemos determinar una serie de respuestas X; 23 €
Y7 2.3 que cumplan con las dos regularidades. Si esta prueba no te convence, puedes buscar todas las posibilidades;
hay un total de 26 = 64, y puedes convencerte en menos de 20 minutos que ninguna de las 64 posibilidades cumple
con ambas reglas.

Ahora mostramos que, si suponemos la Localidad Hipotética, es necesario poder determinar los tres valores de X y
de Y, e contgradiccion con lo que acabamos de mostrar. Para ello, consideramos una medicién de X7, Y y Y3. Esto es
un caso en que las reglas no nos dicen si las respuestas afirmativas estan en nimero par o impar. Sin embargo, ya que
se realizé el experimento en esta configuracién, sabemos cudles son los valores de X1, Y5 y Y3. Ahora preguntamos
;qué hubiera pasado si hubiéramos medido Y7 en vez de X;? Estariamos en un caso donde vale la regla YYY, lo que
permite determinar con seguridad el valor de Y7 que se hubiera medido: es el que da un nimero par de respuestas
afirmativas al combinarse con Y5 y Y3, que ya estdn conocidos. Similarmente, si hubiéramos medido X5 en lugar de
Y5, estarfamos en un caso donde se aplica la regla XXY, lo que permite determinar a su vez el valor que hubiera
tenido Xs. Y finalmente se logra lo mismo para X3 si hubiera medido éste en vez de Y3. En otras palabras, hubiéramos
podido determinar sin ambigiiedad a los 6 valores X 23 € Y7 23, 1o cual, como acabamos de ver, es imposible.

Otra vez podemos preguntarnos si verdaderamente se puede realizar un sistema como el que acabo de describir. En
el Apéndice B muestro, usando algo del formalismo de la mecénica cudntica, que ésta si predice tales comportamientos.

V. SEPARABILIDAD Y DESIGUALDADES DE BELL

El enfoque que presenté hasta ahora es el que me parece mas claro, pero no es el mas tradicional. Para ser completo,
quiero esbozar rdpidamente el enfoque que se debe originalmente a Bell [6, 7] y que Mermin ha explicado de manera
muy sencilla en [8-10]. Se centra en un concepto afin a, pero algo distinto de, la Localidad Hipotética, que se llama
la separabilidad.

Consideremos varias mediciones posibles en las regiones 1 y 2, digamos A y B. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que los tnicos resultados posibles a estas mediciones son respuestas si o no, o de manera equivalente, 1 o
0. La correlacién p44(Az, As), por ejemplo, es entonces la probabilidad de obtener dos respuestas afirmativas a las
preguntas A; y A, respectivamente.

Si las mediciones se hacen sobre sistemas que no tienen ninguna relacién entre si, entonces las mediciones son
independientes, es decir

P+(A1, A2) = pi(A1)p1(A2) (4)

donde p4 (A1) es la probabilidad de obtener una respuesta positiva a 4; independientemente de lo que pasa en la
regién 2, y similarmente para py(As). Pero obviamente es posible, sin problema alguno, tener correlaciones entre las
2 mediciones. Las 2 particulas, al llegar a sus lugares de medicién, pueden traer consigo informacion que viene de su
pasado comun, expresada en el valor de algin pardmetro A. Podemos entonces obtener correlaciones distintas de (4)
si suponemos que los valores medidos de A; y Ay dependen de A y estén dados por A1(A\) y Az(A). Por ejemplo, en
el caso extremo en que, para cada valor de A, A;(A) = A(\), entonces tenemos

Py (A, A2) = 1. (5)

Sin embargo, los valores individuales de A; y As fluctian en base a las variaciones de A\, de modo que py(A;) =
pi(Az) # 1.

Estas consideraciones sugieren la representacién siguiente para las correlaciones de este tipo: una vez dados todos
los elementos que pudieran contribuir de manera comun a las mediciones en ambas regiones, y una vez resumidos
todos estos elementos en una variable (posiblemente vectorial) A, estdn determinados en funcién de A los resultados de
las varias mediciones posibles en la regién 1, como A1 (\), B1()) ete. asi como también los resultados de las mediciones
en la regién 2. Las correlaciones méas alla de la independencia se deben entonces, se supone, a la existencia de un
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pasado comun que influye sobre ambos resultados. Este parametro que describe el pasado comun toma el valor A con
una probabilidad p(A)dA. Por lo tanto, decimos que

P (Ar, Ag) = / dX p(N) A1 (V) As (V) (6)

Por otro lado, ya que las mediciones son simultdneas, la mediciéon de A; en la regién 1 no puede depender en modo
alguno de lo que sucede en la regién 2. Por ello, si mido By en lugar de As en la regién 2, obtengo

pit (Ar, By) = / dX p(N) A1 (V) By (\) (7)

donde A;(A) es la misma funcidon que la que usamos en (6). Esta es la propiedad fundamental de localidad, o
separabilidad, que permite obtener los resultados que abajo se detallan.

Esta serie de hipdtesis se conocen como la hipdtesis de separabilidad, localidad de Bell o localidad de Einstein. Un
poco de reflexién mostrard que estd muy relacionada con la de la Localidad Hipotética: los A(\) que no se midieron no
son otra cosa que resultados de experimentos que no se llevaron a cabo. Sin embargo, es un planteamiento matemati-
camente algo mas limpio y se puede usar para obtener resultados matematicos rigurosos cerca de las probabilidades
P4+ (A1, Az).

Estos resultados toman a menudo la forma de desigualdades, conocidas de manera genérica como desigualdades de
Bell. Una derivacién sencilla descansa sobre el hecho elemental que, si x e y toman los valores £1, entonces

0<|z+y|l+|r—yl <2 (8)

Para probarlo jsustituye las 4 posibilidades! Con un poco més de trabajo se puede extender a todos los valores
0 < z,y < 1. Por ende vemos que para cada A necesariamente tenemos

0 < [A1(N)A2(A) + A1(A)B2(A) + Bi(M)A ( ) = B1(A)B2(M)]
< A1 (N [A2(A) + Ba(A ”4—‘31 M) [A2(X) = Ba(M)]|
< [A2(A) + B2(A)] + [A2(A) = B2(A) <2 (9)

Pero si la desigualdad (9) es valida para cada A, entonces seguira siendo vélida si realizo un promedio sobre todos los
A, como se plantea en (6,7). De esto se puede concluir que, para cualesquieras mediciones Ay, A2, By y Bs tenemos

Pyt (A1, A2) + py (A1, B2) + pyy (B, A2) — pyy (B1, Ba) < 2. (10)

Esta es una de las multiples variantes de las desigualdades de Bell [6, 7], también conocida como desigualdad de
CHSH (Clauser-Horne-Shimony—Holt) [11, 12]. En muchos casos la mecénica cuantica prevé resultados que violan
estas desigualdades. Como puede verse en [11, 12], es posible llevar a cabo experimentos que permitan decidir si
estas predicciones de la mecénica cudntica son correctas o no. Hasta ahora no ha habido experimentos convincentes
confirmando las desigualdades, y muchos por otro lado que si han confirmado el resultado de la mecanica cuéntica.
Por lo tanto debemos considerar que la mecanica cuantica realmente no cumple con los postulados que se requieren
para derivar (10). Los trabajos experimentales cldsicos son los de Alain Aspect [13, 14]. Un experimento llamativo
por haberse realizado sobre distancias especialmente largas se hizo en [15].

VI. CONCLUSIONES

Y ahora ;cudl es la palabra final? ; Qué hemos de creer? ;Realmente sigue de todo aquello que en el mundo “todo
influye en todo”? ; Realmente habré influencias a distancias arbitrarias que conectan todo? Hay muchas respuestas, y
para saber més, refiero el lector interesado a varios articulos que van més lejos, véanse por ejemplo [16-18], as{ como
las referencias que alla se encuentran.

No quiero concluir de manera dogmatica. Existen varias maneras de acostumbrarse a la idea que la Localidad
Hipotética es invélida. Una es sencillamente recordar siempre lo dicho por Asher Peres [3]: “Unperformed experiments
have no results”. Las contradicciones, la posible influencia no-local a distancia arbitraria, sélo se encuentran al hacer
preguntas que, por su naturaleza misma, no pueden decidirse por la observacion, al referirse a experimentos que no
se llevaron a cabo. Si recordamos que es parte esencial de la fisica el apoyarse en resultados experimentales, podemos
tal vez concluir que los fenémenos que hemos discutido aqui no tienen mayor importancia en nuestro quehacer como
fisicos.
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Por otro lado, el propédsito de la fisica seguramente no debe excluir preguntas fundamentales sobre la naturaleza de
la realidad que nos rodea. La pregunta de saber si realmente existen, o no, influencias no-locales en el mundo real es
de gran importancia, y tal vez atn sin tener elementos experimentales para dar una respuesta, alguna especulacién sea
permitida. Lo que vimos es lo siguiente:si en una regién 1, hubiéramos hecho un experimento diferente al que realmente
hicimos, sabemos que los resultados en la lejana regiéon 2 si hubieran resultado afectados. Pero ;de qué manera
cambiarian? Ningin experimento nos lo puede decir. Sin embargo, algo si sabemos, por la Localidad Estadistica:
todas las propiedades estadisticas de las mediciones realizadas en la regiéon 2 hubieran permanecido idénticas. En
otras palabras, si las mediciones en la regién 2 son, por ejemplo, una serie aleatoria de 0 y 1 con una probabilidad de
1/2 para ambos, se mantendrian estas caracteristicas en cada variacién hipotética del experimento. En otras palabras,
esta variacién no puede crear ningun efecto, y es inapropiado preguntar qué hubiera sido la “causa”’ de la variacion.
Mas bien ésta ocurre, o mejor dicho ocurriria, fuera de cualquier contexto causal. Sélo se trata de sustituir una
instancia de un proceso azaroso por otra, practicamente indistinguible. Bajo estas circunstancias, podemos, tal vez,
aceptar que al malestar que nos puedan causar estas “no-localidades” no se le tiene que dar excesiva importancia.

Por otro lado, si insistimos en imponer una estructura “realista” a la mecéanica cudntica, entonces no puede caber
duda que los elementos que determinan esta realidad tienen forzosamente que tener conexiones instantaneas, no-locales
y cuya intensidad no disminuye con la distancia. Estos atributos pueden parecer algo perturbadores, pero al aplicarse
s6lo a objetos absolutamente inobservables, no causan mayores trastornos en la fisica propiamente dicha [21].

Apéndice A: La paradoja de Hardy

Aqui mostraremos como se puede realizar la paradoja de Hardy. Tenemos 2 particulas, y éstas se deben poder
medir para dar resultados de tipo 1 o 0. 2 particulas que viven en un espacio de Hilbert de 2 dimensiones son
entonces apropiadas, es decir, el espacio de Hilbert del sistema entero es el producto tensorial de 2 espacios de Hilbert
bidimensionales, es decir, tenemos un espacio de 4 dimensiones.

Cada uno de los operadores A; o y Bi 2 genera su propia base ortogonal de eigenvectores. Definamos los ¢ como
eigenvectores de los A y los ¥ como los de los B.

A1¢$) = ¢S_1) (Ala)
Ayp? = ¢ (A1b)
Byy) =y (Alc)
By = (A1d)

mientras los eigenvectores correspondientes con indice — corresponden al eigenvalor 0.
Ahora debo elegir un estado ¥ del sistema entero que cumpla con las varias reglas descritas en el texto. Para cumplir
primero con la regla BB, el estado debe ser de la forma

=y @@ + 8" @+ @ P (A2)

Las condiciones AB se se expresan como

W @¢P,w) = 0 (A3a)
@Y 0u? ) =0 (A3b)
0 equivalentemente
(6, 0p® + 40 = 0, (A3c)
(@, 80 4Dy = 0. (A3d)

Ahora es claro que, para cada valor de «, S y 7, estas condiciones se pueden cumplir al elegir

a _ 1 (1) (1)
oy = \/TTVQ {—51/1_ + vy } ) (Ada)
67 = —— [~av® ). (Adb)

VaZ 42
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En otras palabras, para cada estado de la forma (A2) se puede elegir unos Ay, B1, As y Bs que cumplan las reglas
de la paradoja de Hardy. )
Finalmente evaluemos la probabilidad de tener que tanto A; como As den respuesta afirmativa. Esta se da por

2
PAA = (‘I’#ﬁsrl) ® ¢f)) . (A5)
Un célculo elemental muestra que
2
‘O‘ﬂ'ﬂ (Aﬁ)

PAA =
(lal? + [y B + [v[?)
con la condicion adicional debida a la normalizacién de W:
o + 812+ * = 1. (AT)

Un célculo algo engorroso, pero que no tiene mayor dificultad muestra que el valor maximo de py4 para valores de
a, By v cumpliendo (A7) estd dado por

5
—1
paa < ( \/‘?’2 ) ~ 0,09017 (A8)

lo cual justifica lo dicho en el texto, que se puede lograr que A; y Az den el resultado (1,1) en aproximadamente 9 %
de los casos.

Apéndice B: El estado de Greene—Hornberger—Zeilinger (GHZ)

El ejemplo que trataremos aqui se obtiene usando las propiedades de las matrices de Pauli, que se definen como

sigue:
01 0 —2 1 0
az:<10), O'y:<i O)’ JZ:<0_1). (B1)

Las 2 propiedades esenciales que usaremos en lo siguiente son las siguiente: primero, 2 matrices de Pauli distintas
siempre anticonmutan; segundo, el cuadrado de cualquiera de las matrices de Pauli es siempre la identidad. En formulas

oio; = —ojoi (i #]) (B2a)
o2 =1 (B2b)
También conviene notar que las matrices de Pauli son todas matrices hermitianas, de manera que se pueden usar
para definir observables.
Ahora definimos los 4 operadores siguientes en el triple producto tensorial de un espacio de Hilbert bidimensional
consigo mismo.

TN = 0y ®0; @ 0y, (B3a)
Ty = 0; @0y R 0y, (B3b)
T3 = 0, @0, 0y, (B3c)
To = oy @0y R oy. (B3d)

De (B2a) siguen inmediatamente las 2 propiedades siguientes de los T}

1. Todos los T} conmutan entre si: esto sigue del hecho que, al conmutar 2 T’s, siempre aparecen dos anticonmu-
taciones que llevan a que los operadores conmuten.

2. Tp tiene la representacion siguiente

To = T\ ToTs (B4)
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Ahora, si 4 operadores conmutan, es bien conocido que se puede escoger un eigenvector comun. Por simetria es
razonable suponer que para este eigenvector los 3 operadores 17, To y T3 tendran el mismo eigenvalor. Adicionalmente,
ya que TZ = 1 para cada k, vemos que los eigenvalores de los T}, s6lo pueden ser +1.

Si escogemos ¥ tal que

T,V =V (1<k<3) (B5)
entonces esta claro que
ToU = —U. (B6)

Si el sistema esta en el estado ¥, entonces resulta que cualquier medicién de los operadores T7, 15 y 15 dan el valor,
digamos, 1, mientras cualquier medicién de Ty da —1. Si entonces llamamos una medicién de 0, ® 1 ® 1 una medicién
de X, una de 1 ® 0, ® 1 una medicién de Y3 y asi succesivamente, entonces vemos que se cumplen las reglas que
observamos en el sistema GHZ, tal y como se describe en el texto.

Como observacién final hacemos notar que el origen de problema radica precisamente en la posibilidad de tener
anticonmutacion entre matrices, y al mismo tiempo de compensarlas en productos de varios términos. Si se cumpliera
lo requerido por la Localidad Hipotética, o por la separabilidad, deberiamos poder asignar valores a cada uno de los
oy y 0y. Pero que esto es imposible, ya que, si los ¢’s tuvieran valores, tendrian que ser 1 y seguirfa de inmediato

Ty = Ty Ty Ty (B7)

en contradiccién absoluta con (B4)
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Planetary migration in gaseous protoplanetary disks

Frédéric S. Masset, Instituto de Ciencias Fisicas, UNAM

1. Introduction

The importance of the tidal interaction between a protoplanetary disk and a forming planet was
first recognized long before the discovery of the first extrasolar planet in 1995. [16] discussed the case
of Jupiter in a conservative protoplanetary nebula, and found that its semi-major axis should evolve
as a result of the gravitational interaction between the planet and the nebula (although they could not
determine whether it should increase or decrease).

When the first extrasolar planet was discovered orbiting 51 Peg with a period of 4,23 days ()
at a distance of only 0,052 AU from the central star, theories of orbital migration received renewed
attention. None of the reasonable planetary formation scenarios was able to account for the formation
of a planetary core that close to the star. It therefore appeared likely that this planet had formed farther
out in the protoplanetary disk and then migrated towards the star, along the lines of predictions made
by the theoretical work of the eighties ([31]).

Had any doubted that significant planetary migration is common in forming planetary systems,
additional clues were provided by the discovery of planetary systems exhibiting low-order mean mo-
tion resonance. Under the effect of differential migration (i.e., the outer planet migrates inwards faster
than the inner one), two planets can converge and be captured in a low-order mean motion resonance.

The present contribution is organized as follows: in section 2 we define the notation, in section 3,
we present the torque expressions at the Lindblad and corotation resonances. In section 4, we present
the different migration modes that have been envisaged so far. Finally, in section 5 we present a list
of recent results that numerical simulations have recently brought to our knowledge of planet—disk
interactions.

2. Notation

We consider a Keplerian gaseous disk with vertical scaleheight H(r), surface density X(r), kinema-
tic viscosity v(r), and orbital frequency €(r), where r is the distance to the central object. We consider
a planet with a prograde orbit coplanar to the disk, of mass M), and orbital frequency Q2,. Whenever
we consider a single azimuthal Fourier component of a given quantity, we denote by m its azimuthal
wavenumber.

3. Disk torque at an isolated resonance

The problem of determining the torque between any perturbing potential and the disk, in the
linear regime, amounts to determining the torque exerted on the disk by the Fourier components of
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the potential. [ | 5] have shown that angular momentum exchange between the perturbing potential and
the disk occurs only at the Lindblad and corotation resonances. Lindblad resonances correspond to
locations in the disk where the perturbing potential’s frequency in the matter frame ((r) = m[€Q, —
Q(r)]) matches +«(r) (the epicyclic frequency). The corotation resonance occurs where the perturbing
potential’s frequency is zero in the matter frame, that is to say at a radius where the disk material
rotates along with the perturbing potential.

3.1. Torque at a Lindblad resonance
3.1.1. Torque expression

The torque expression at a Lindblad resonance by a single Fourier component of the potential with
m-fold symmetry is ([15], [44], [, Artymowicz 1993])

2y ([ dD, 20 2
m= — mr r + (I)m ) (1)
rdD/dr\' dr = Q-Q,

where I, is the torque exerted on the disk material by the perturbing potential, D = x(r)* — m*[Q(r) —
Q,]* represents a distance to the resonance and @,,(r) is the amplitude of the potential component.
In Eq. (1), the term in brackets and rdD/dr are both to be evaluated at the resonance location. In a
Keplerian disk, rdD/dr is positive at the ILR (Inner Lindblad Resonance, where @ = —«) and negative
at the OLR (Outer Lindblad Resonance, where & = +«). The perturbing potential therefore exerts a
negative torque on the disk at the ILR, and a positive torque at the OLR. Newton’s third law thus
implies that the disk exerts a positive (negative) torque on the perturber at the ILR (OLR).

3.1.2. Lindblad resonance location

In order to evaluate the torques given by Eq. (1), one has to know the location of the Lindblad
resonances. As stated previously, a Lindblad resonance is found where & = =+« (the upper sign stands
for the OLR, while the lower sign stands for the ILR). Using the fact that k = Q in a Keplerian disk,
we obtain: Q(rr) = 5€,. Note that owing to pressure effects, the waves launched by the potential
components are slightly offset from the resonance locations. In particular, as m — oo the turning point
locations tend to pile up at a radius given by: r = r. + %H These points of accumulation correspond
to the radius at which the flow becomes supersonic in the corotating frame ([17]). In the case of a
Keplerian disk, these points are located +(2/3)H away from the corotation radius.

3.2. Torque at a corotation resonance

The angular momentum exchange at a corotation resonance and a Lindblad resonance are due to
different physical processes. In the latter case the perturbing potential tends to excite epicyclic motion,
and the angular momentum deposited is evacuated through pressure-supported waves. On the other
hand, these waves are evanescent in the corotation region and therefore unable to remove the angular
momentum brought there by the perturber ([ 15, Goldreich & Tremaine 1979]). In the linear regime,
the corotation torque exerted by a perturbing potential with m-fold symmetry on the disk is

om| ® d (X
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where the term in brackets is to be evaluated at the corotation radius. The corotation torque is thus
proportional to the gradient of £/B, evaluated at the corotation radius, and where B is equal to half the
flow vorticity. The corotation torque is therefore proportional to the gradient of the vortensity (ratio
of the vorticity to the surface density). The corotation torque is therefore zero in a disk with T oc r=3/2,
such as the minimum mass solar nebula (MMSN).

The physical picture of the flow at a corotation resonance with azimuthal wavenumber m is charac-
terized by a set of m eye-shaped libration islands in which fluid elements move along closed stream-
lines. The corotation torque is prone to saturation, which can be described as follows: when the disk
viscosity is close to zero, the vortensity is conserved along a fluid element’s path. The libration of
fluid elements redistributes the vortensity within the libration islands. Once the vortensity has been
sufficiently stirred up, even an infinitesimally small amount of viscosity suffices to render the vorten-
sity uniform over the whole libration island. The corotation torque then goes to zero (i.e., saturates),
because it scales with the vortensity gradient.

In order to avoid saturation, the viscosity must be high enough to prevent the vortensity from
becoming uniform over the libration islands. This is possible if the viscous timescale across these
islands is smaller than the libration timescale, as shown by [50]. In this case, viscous diffusion across
the libration islands permanently imposes the large-scale vortensity gradient over the libration islands.
Finally, it should be noted that saturation properties cannot be captured by a linear analysis, since
saturation requires a finite libration time, and thus a finite resonance width.

4. Planetary migration

4.1. Type I migration

We consider the case of a low-mass planet, so that the overall disk response can be treated as a
linear superposition of its responses to individual Fourier components of the potential. Each compo-
nent torques the disk at its Lindblad and corotation resonances. We denote by I, , the torque of the
m™ potential component at its ILR, and adopt similar notation for the torques at the Outer Lindblad

m

Resonance (I'], ;) and corotation resonance (I'7,). The total tidal torque exerted by the disk on the
planet, which is equal and opposite to the torque exerted by the planet on the disk, can therefore be

written as
F= > The+ Y Do+ Y Tl 3)

m>0 m>0 m>0

The first series in this sum is the total Inner Lindblad torque, and the second is the total Outer Lindblad
torque. The absolute value of either term is also called the one-sided Lindblad torque. The last term
is called the coorbital corotation torque. The sum of the two Lindblad torques is referred to as the
differential Lindblad torque.

4.1.1. Differential Lindblad torque

The acoustic shift of the effective Lindblad resonances mentioned at section 3 has an important
consequence: there is a sharp cut-off in the high-m torque components (for m > r/H) as shown by [,
Artymowicz (1993)], since the high-m potential components become localized in increasingly narrow
annuli around the perturber orbit. The value of a potential component at the accumulation point (where
the torque is exerted) therefore tends to zero as m tends to infinity.
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Figura 1: The absolute value of individual inner (triangle) and outer (diamond) torques as a function
of m. The torques are normalized to the value Iy = 7¢*Za*Q>h~>, where g is the planet mass to star
mass ratio. The one-sided Lindblad torques scale as (H/r)~>, hence the total areas under each curve
are of the same order of magnitude. The differential Lindblad torque scales as (H/r)™2.

Fig. 1 illustrates the behavior the one-sided Lindblad torques. In particular, one can see that the
cutoff occurs at larger m in a thinner disk. Also, for both disk aspect ratios there is a very apparent
mismatch between the inner and the outer torques; the former is systematically smaller than the later.
If we consider the torque of the disk acting on the planet, then the outer torque is negative and the inner
torque is positive; the total torque on the planet is therefore negative. As a consequence, migration is
directed inwards and the orbit decays towards the central object ([65]).

4.1.2. Pressure buffer

One remarkable feature of the differential Lindblad torque is its weak dependence on the slope of
the surface density function. This is not what one would naively expect, since as one increases the slo-
pe the surface density increases at the Inner Lindblad Resonances and decreases at the Outer Lindblad
Resonances. As one increases the surface density gradient, however, one simultaneously increases the
radial pressure gradient. This makes the disk more and more sub-Keplerian. As a consequence, the
Outer Lindblad Resonances approach the planet’s orbit while the Inner Lindblad Resonances recede
from it. This process plays against the more obvious effect of the surface density. This effect is known
as the pressure buffer ([66], [62]), and frustrates any reasonable attempt to revert the differential Lind-
blad torque by tuning the power law indexes of the surface density and temperature profiles. This
makes inward type I migration inevitable, at least in disks where the surface density and temperature
are power laws of the radius.
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Figura 2: Asymmetry of the horseshoe region. The circulating fluid elements C, (moving towards
the left) and C; (moving towards the right) recede from the orbit after crossing the shock excited by
the planet. Similarly, the librating fluid elements recede from the orbit after executing their horseshoe
U-turns. This particular example shows streamlines of the flow in the corotating frame of a 2 M,
planet in a disk with 2 = 0,05. The planet is on a fixed circular orbit, and this snapshot was taken after
22,5 orbits.

4.1.3. Type I migration timescale

The most up-to-date estimate of the total (i.e. Lindblad plus corotation) tidal torque in the linear
regime between a three dimensional disk and a low mass planet is the estimate by [62]. It yields a
migration timescale of 8 x 10° yrs for an Earth-mass object embedded at 5 AU in the MMSN. This is
much shorter than the disk lifetime.

4.2. Type II migration
4.2.1. Shock appearance and horseshoe asymmetry

The wake excited by a planet eventually turns into a shock. The location at which profile steepe-
ning produces a shock depends on the planet mass; the larger the mass, the closer the shock will be
to the orbit. For planets above some critical mass, the wake becomes a shock within the excitation
region. Under these circumstances, the fluid elements circulating just outside the co-orbital region
receive a kick of angular momentum every time they cross the wake. This is represented in Fig. 2.
As a consequence horseshoe U-turns are not symmetric. A fluid element initially located inside the
libration region thus progressively recedes from the orbit as it performs a sequence of horseshoe
U-turns, until it ends up in the inner disk or the outer disk ([35]). The co-orbital region is thereby
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emptied, and an annular gap eventually appears around the orbit. The timescale for emptying the co-
orbital region can readily be estimated from Fig. 2. After each horseshoe U-turn, the distance of a
fluid element from the orbit increases by an amount between 10 and 20 %. The characteristic em-
ptying time of the horseshoe region is therefore O(10) times half the libration time, which is given
by 1ii/2 = 2ra/(3/2)Q,x, = (2/3)T,(a/x,). Here we can estimate from the figure that x, ~ 0,16,
so Tiip/2 = 4 Ty. In this particular example, the co-orbital region is therefore emptied after about
0O(40) orbits. This simple estimate also shows that the smaller the planet mass, the longer the gap
clearance timescale. Indeed, as the planet mass decreases, the horseshoe region becomes more and
more symmetric so that more libration times are needed to get rid of the co-orbital material, while
the libration time itself increases. For a 1 M, planet orbiting in a disk with H/r = 0,05, the clearance
timescale of the gap is about 100 orbits.

4.2.2. Accretion

A planet engaged in type II migration has a mass much larger than the critical mass for runaway
gas accretion ([60]). It therefore accretes gas from the nebula at the same time as it migrates. [25] has
devised a scheme to simulate the accretion in the planet’s vicinity, and found that a giant planet can
still accrete significant amounts of gas despite the presence of the gap. [49] have found that the final
mass of a protogiant of initially one Jupiter mass could be of several Jupiter masses. The ability of a
giant planet to accrete the surrounding gas depends on the equation of state of the gas and its ability
to get rid of the gravitational energy released by the accretion. [9], [24] and [6]] have performed
high resolution hydrodynamics calculations taking into account radiative transfer in order to assess
the dynamics of the inner Roche lobe and its impact on accretion. The former still find significant
accretion while this last work shows that the accretion is stalled. In all cases the geometry of the flow
in the Roche lobe is that of a bubble rather than a thin accretion disk.

4.2.3. Gap opening criteria

Classically, the gap opening conditions once consisted of two independent criteria ([32], [34],
[7]) that needed to be simultaneously fulfilled. The first, referred to as the thermal criterion (since
it imposes a limit on the disk thickness, and hence on the disk temperature) requires that the wake
becomes a shock just as it is excited. The flow must therefore be strongly non-linear in the planet’s
vicinity, and the parameter Ry /H must be larger than some critical value, where Ry is the planetary
Hill radius. This critical value is ~ 1, although its precise value can be slightly different. The second
criterion is that the viscosity is sufficiently low, so that the surface density jump across the edges of
the excavated region is a sizable fraction of the unperturbed surface density. This condition, which is
known as the viscous criterion, is expressed as g > % where R = a’Q »/v 1s the Reynolds number. [&]
have used another condition, namely that the circulating streamline just outside the separatrix should
be closed, to derive the gap surface density profile semi-analytically. They require that the integral of
the viscous, gravitational, and pressure torques cancels out over one synodic period of a given fluid
element. They provide an ansatz expression for the pressure torque that is approximately valid for a
reasonable range of planetary masses and disk thicknesses, and derive the following unique criterion
for gap opening: %% + % < 1. Broadly speaking, this criterion is approximately equivalent to the
previous two except in the case where both are only marginally fulfilled.
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4.2.4. Migration of planets that open a gap

A “clean” gap (i.e., a gap with little residual surface density) splits the disk material into an outer
disk and an inner disk. Therefore, the planet must drift inwards at the same rate that the outer disk
spreads inwards. In other words, the migration rate of a giant planet that has opened a gap in the disk
is the same as the viscous drift rate of the disk ([33]). This type of migration is referred to as type 11
migration ([49]). It is usually said that in this regime, the planet’s orbit is locked to the disk’s viscous
evolution. The migration drift rate of the planet is therefore

da 14

dt a @)
For a M, = 1 M, planet that undergoes type Il migration in a disk with H/r = 0,04 and @ = 6 - 1073,
the migration time starting from a = 5 AU is about 1,6-10* orbits. This corresponds to ~ 1,6-10° years,
if the central object has one solar mass.

Using two-dimensional numerical simulations, [49] have shown that the migration of giant planets
(with masses greater than or equal to one Jupiter mass) in a viscous disk obeys the scenario outlined
above, at least broadly speaking. In particular, they found that the timescale of variation in the planet’s
semi-major axis is similar to the viscous timescale of the disk. These results have been obtained by
assuming that the effective viscosity of the disk is adequately modeled by the Navier—Stokes equation.
In this approach the kinematic viscosity is chosen to account for the accretion rates inferred from
observations of T Tauri objects. [56] have performed much more numerically demanding calculations;
instead of resorting to the purely hydrodynamical scheme including an ad hoc kinematic viscosity,
their model describes the self-sustained magnetohydrodynamic (MHD) turbulence arising from the
magnetorotational instability (MRI).

They find that a giant protoplanet still opens a gap in the disk, in much the same manner as in
a disk modeled by the Navier—Stokes equations. Surprisingly, the gap in a turbulent disk tends to be
larger and deeper than in a laminar disk ([55]). The mass accretion rate tends to be larger in the MHD
turbulent case, most likely because of magnetic breaking of the circumplanetary disk ([56]).

4.2.5. Type II migration of several planets

The migration properties of two or more giant planets is a topic that has received a lot of attention,
primarily because we detect extrasolar giant planets that are in mean motion resonance, which is a
natural outcome of convergent type II migration ([36], [28], [27]), and secondly because under some
circumstances (if the outer planet is sufficiently lightweight and barely opens a gap), the migration
of the whole system may be reversed and be directed outwards ([36]). This scenario, applied to the
case of our own Solar System, has received the name of Grand Tack, and has been invoked to explain
a number of properties of the asteroid belts and planets [64]. Finally, as was first noted by [26] the
distance between the giant planets brought to close orbits by convergent migration can be sufficiently
short to render the system unstable after gas clearance, which may account for the eccentric orbits of
some extrasolar planets.

4.3. Type III migration

Type III migration refers to a mode of migration for which the major driver is material flowing
through the coorbital region. In the previous sections, the torque acting on a migrating planet was
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considered independent of its migration rate. However, the corotation torque implies material that
crosses the planet orbit on the U-turn of the horseshoe streamlines. In a non-migrating case, only the
material trapped in the horseshoe region participates in these U-turns, but in the case of an inward
(or outward) migrating planet, material of the inner disk (outer disk) has to flow across the co-orbital
region and executes one horseshoe U-turn to do so. By doing this, it exerts a corotation torque on
the planet that scales with the drift rate. We call x; the half radial width of the horseshoe region. The
amount of specific angular momentum that a fluid element near the separatrix takes from the planet
when it crosses the planet orbit and goes from the orbital radius a — x, to the orbital radius a + x;
is Q,ax,. The corresponding torque exerted on the planet in steady migration is therefore, to lowest
order in x,/a:

I') = 2nraZia) - (Qyaxy), 5)

where we keep the same notation as in [41], and where X; is the surface density at the upstream
separatrix. As the system of interest, we take the system composed of the planet and all fluid elements
trapped in libration in its co-orbital region, namely the whole horseshoe region (with mass Mys) and
the Roche lobe content (with mass M), because all of these parts perform a simultaneous migration.
The drift rate of this system is then given by :

(M, + Mys + M) - (ad€2,/2) = (4nax,Xy) - (aa€d,/2) + T'rp (6)
which can be rewritten as:
m, - (aa€2,/2) = (4naXx, — Mys) - (aa,/2) + Tk @)

where m, = M, + Mk is all the mass content within the Roche lobe, which for now on for convenience
we refer to as the planet mass. The first term of the first bracket of the r.h.s. corresponds to the
horseshoe region surface multiplied by the upstream separatrix surface density, hence it is the mass
that the horseshoe region would have if it had a uniform surface density equal to the upstream surface
density. The second term is the actual mass of the horseshoe region. The difference between these two
terms is called in MPO3 the coorbital mass deficit and denoted o6m. Eq (7) yields a drift rate :

I_‘LR

4= 2Ba(m, — 6m) ®)

This drift rate is faster than the standard estimate in which one neglects 6m. This comes from the
fact that the coorbital dynamics alleviates the task of the differential Lindblad torque by advecting
fluid elements from the upstream to the downstream separatrix. The angular momentum they extract
from the planet by doing so favors its migration. As ém tends to m,,, most of the angular momentum
lost by the planet and its coorbital region is gained by the orbit crossing circulating material, making
migration increasingly cost effective. When 6m > m,,, the above analysis, assuming a steady migration
(a constant), is no longer valid. Migration undergoes a runaway, and has a strongly time varying
migration rate, that increases exponentially over the first libration times. Runaway (also said type III)
migration is therefore a mode of migration of planets that deplete their coorbital region and embedded
in sufficiently massive disks, so that the above criterion be satisfied. An analysis similar to the above
calculation may be performed, in which the corotation torque depends on the migration rate, except
that one now has to introduce a delay 7 between the mass inflow at the upstream separatrix and the
corotation torque. Fluid elements passing through the upstream separatrix need indeed on average

52



|
|
|
Large CMD L7 :
T
,,,,,,,,,,, Negligible CMD e i
e |
C/. .
7<da/dt)cr1t ) ‘ da/dt
|
T 2
g (da/dt)er

Ve

2Bam,(da/dt) - -

|
|
|
|
4
|

Figura 3: The solid curve shows the total torque on the planet in a massive disk (hence with a large
coorbital mass deficit) as a function of the drift rate. For |a| < . the torque exhibits a linear depen-
dence in a. The dotted line shows the torque in a low mass disk (i.e. with a negligible coorbital mass
deficit), in which case the torque is almost independent of the migration rate and is always close to
the differential Lindblad torque I'; . The dashed line represents the planet angular momentum gain
rate as a function of &, assuming a circular orbit. For a given situation, the migration rate achieved
by a steadily migrating planet is given by the intersection of the dashed line with the torque curve. In
the low mass disk case, the intersection point, A, is unique, and stable. It yields a negative drift rate
controlled by the differential Lindblad torque. In the high mass disk case (type III case), there are 3
points of intersection (B, C and D). The central point (C) is unstable, while the extreme ones (B and
D) are stable and correspond to the maximum drift attained by the planet, either inwards (point B) or
outwards (point D).

a fraction of a libration timescale to reach the planet and execute a horseshoe U-turn. This delay
represents the latency of the feedback loop.

Lcr(t) = 2Badma(t — 1) 9

A Taylor expansion in time of a(f — 1) yields a first order differential equation for a (see MPO3 for
details). The linear dependence of the corotation on the drift rate remains valid as long as the semi-
major axis variation over a horseshoe libration time is smaller than the horseshoe zone width, i.e.:

L. _Ax
lal < aeie = =— (10)

2na
The corotation torque then reaches a maximum and slowly decays for larger values of a (see fig. 3).
The terminal drift rate of a type III steadily migrating planet can be estimated by a standard bifurcation
analysis as illustrated in fig. 3. The transition from one case to the other (one intersection point to
three intersection points) occurs when the line showing the rate of change of the angular momentum
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Figura 4: Runaway (or type III) limit domain for a H/r = 0,04 and v = 107> disk, with a surface
density profile X oc r~3/2, The variable m, = nZr* features on the y axis. It is meant to represent the
local disk mass, and it therefore depends on the radius. Type III is most likely for Saturn mass planets.
These would undergo type III migration in disks no more massive than a few times the MMSN.

(which has slope am,€2,/2) and the torque curve near the origin are parallel. Since this latter has a
slope aém(,/2 near the origin, the transition occurs near m, = ¢m. The disk critical mass above
which a planet of given mass undergoes a runaway depends on the disk parameters (aspect ratio and
effective viscosity). The limit has been worked out by MPO3 for different disk aspect ratios and a
kinematic viscosity v = 107>. We reproduce in figure 4 the type III migration domain for a disk with
H/r = 0,04. A number of comments can be made from figure 4:

= The MMSN was barely massive enough to yield type III migration of Saturn. This suggests
that in many protoplanetary disks, inferred to be several times more massive than the MMSN,
type III migration is very likely for Saturn mass protoplanets.

= Type III is impossible for massive planets (m, > 1 M) as the horseshoe separatrices sample
the gap edges in regions significantly depleted, yielding a small coorbital mass deficit.

= The sharp limit on the high mass side of the runaway domain might be related to the fact that
most of the extrasolar planets known as “hot Jupiters”, with a semi-major axis a < 02. AU,
happen to have sub-Jovian masses. A forming protoplanet, as it passes through the runaway
domain, would migrate very fast towards the central object in a series of type III episodes,
and at the same time it would accrete gas from the nebula. If the protoplanet happens to get
out of the runaway domain before it reaches the central regions of the disk, it enters the slow,
type Il migration regime, having at least about a Jupiter mass. Otherwise, it may reach the
central regions through type III migration (if the surface density profile is steep enough), still
as a sub-Jovian object.
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Type I migration, for the same disk profile and planet mass, can be directed either outwards or in-
wards, depending on the initial conditions. This is related to the fact that the differential equation
obeyed by the semi-major axis, in the type III regime, is a second order differential equation in which
one can specify independently a and a. The type III migration of a planet therefore depends on its
migration history, the “memory” of this history being stored in the way the horseshoe region is po-
pulated, i.e. in the repartition of the coorbital mass deficit. Note that owing to the strong variation
of the drift rate in a type III episode, the horseshoe streamlines are not exactly closed, so that the
coorbital mass deficit can be lost and type III migration can stall. This has been observed in numerical
simulations, which show that the semi-major axis is varied by a factor of a few at most during a single
type III episode. Since the early work of [41], the effect of migration on the coorbital dynamics has
been extended to lower mass planets by [51].

4.4. Stochastic migration

Oftentimes, the protoplanetary disk is considered laminar while the accretion of material onto the
central object is ensured by an ad hoc kinematic viscosity chosen to account for the mass accretion
rate measured for T Tauri stars. The molecular viscosity of protoplanetary disks appears to be insuf-
ficient by many orders of magnitude, however, to reproduce the accretion rates typically measured.
The source of the high effective viscosity in these disks is thought to be turbulence. The MRI (see
section 4.2) has been identified as a powerful source of MHD turbulence in magnetized disks ([2,
Balbus & Hawley 1991], [ 19, Hawley & Balbus 1991], [20, Hawley & Balbus 1992]), and this section
will exclusively focus on the impact of this kind of turbulence on planetary migration.

MRI can develop only in regions of the disk where the matter and magnetic field are coupled,
which requires a sufficiently high (albeit weak) ionization rate. In the planet-forming region (1 —
10 AU), it is thought that only the upper layers of the disk are ionized by X-rays from the central
star or cosmic rays ([14], [12]). The bulk of the disk, however, should be ionized outside this region.
This has led [14] to the concept of layered accretion: the upper layers of the region between 1 and 10
AU participate in accretion onto the central star, whereas its magnetically inactive equatorial parts,
usually called the dead zone, do not participate in the inwards flow of disk material.

There already exist a large number of works describing numerical simulations that self-consistently
describe an MHD turbulent disk with embedded planets ([48], [57], [47], [46], [67]). They exclusively
consider a fully magnetized disk (hence with no dead zone), however, without any vertical stratifica-
tion for reasons of computational cost. More recently, [3] have examined more specifically the beha-
vior of the horseshoe drag in a disk invaded by MHD turbulence. They found that this component of
the torque is still active, and that fluid elements still execute horseshoe U-turns in the vicinity of the
planet. [ 18] have contemplated the horseshoe dynamics in a 2D disk threaded by a toroidal magnetic
field and found the latter to have a considerable impact on the net torque, when the disk’s viscosity
and resistivity are taken into account.

Not surprisingly, the torque felt by a planet in a turbulent disk displays large temporal fluctuations.
One can assign an order of magnitude to their amplitude by considering an overdense region of size
H, located at a distance H from the planet such that the perturbed density in this region is of the same
order as the unperturbed density. This yields an order of magnitude for the torque fluctuations of GXa
([48, Nelson & Papaloizou 2004], [46, Nelson 2005]).

[48, Nelson and Papaloizou (2004)] and [46, Nelson (2005)] have investigated the migration of
low and intermediate mass planets embedded in turbulent disks. [30, Laughlin et al. (2004)] have also
investigated this problem, but rather than tackling it through self-consistent numerical simulations
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they performed a two-dimensional calculation which mimicked the effects of turbulence using a time-
varying, non-axisymmetric potential acting on the gas disk, rather than directly on the planet. The
migration of low-mass planets embedded in turbulent disks is significantly different from the type I
migration expected for laminar disks. The large torque variations due to turbulence induce the planet’s
semi-major axis to evolve on a random walk rather than systematically decay.

One question that is still open is whether the total torque felt by a planet in a turbulent disk can be
decomposed into a laminar torque and the effect of fluctuations arising from the turbulence. We call
the latter component the stochastic torque. One might expect that the time average of the stochastic
torques is negligible compared to the total mean torque (which might be the same as the laminar
torque, but this is still unknown), provided that this average is performed over a time interval that is
much longer than the turbulence recurrence time. Under this assumption, the behavior of the planet
should exhibit a systematic trend reminiscent of type I migration. [46, Nelson (2005)] has investigated
the statistical properties of these torque fluctuations, finding significant power at low frequencies,
corresponding to timescales comparable to the simulation time. As a consequence, in many of his
calculations no systematic trend is observed; stochastic migration dominates type I migration over the
entire run time of his calculations, or about 150 orbits. The reason for such significant power at very
low frequencies is still unknown.

The amplitude of the specific stochastic torque is independent of the planet mass, whereas the
specific wake torque scales with the planet mass. [46, Nelson (2005)] found that for planets up to
~ 10 Mg the stochastic migration overcomes the systematic trend (over a simulation run time of
150 orbits), whereas systematic effects are dominant for larger masses. We mention however the
recent work by [! ], Fromang & Nelson (2006)], who argue that density fluctuations are smaller in
a stratified, turbulent disk than in the unstratified models currently used to assess stochastic torques.
This argument suggests that systematic effects could be dominant at masses even lower than 10 M.

As pointed out by [23, Johnson et al. (2006)], if the turbulence has a finite correlation time then
the stochastic (or diffusive) migration of low-mass planets can be reduced to an advection-diffusion
equation. They show that diffusion always reduces the mean migration time of the planets, although a
fraction of them still “survive” an extended period of migration.

5. Additional results on planetary migration

The use of ever increasing computational resources, and the inclusion of new physical ingredients
have yielded over the years a number of new results which have somehow modified the classical
textbook picture drawn in the first sections of this chapter. We draw hereafter a non comprehensive
list of such results.

5.1. Planetary migration and magnetic field

Notwithstanding the issue of MRI and its non-linear outcome as MHD turbulence, the role of a
toroidal or poloidal magnetic field on type I migration in a laminar disk as been contemplated by
several authors. [63] considers a disk threaded by a toroidal magnetic field, and shows that when the
magnetic field as a function of radius decreases sufficiently fast, the total torque felt by the planet is
positive, hence the planet migrates outwards. [ 3] have performed two-dimensional numerical simu-
lations which essentially confirmed the analytic predictions of [63]. More recently, Muto et al. (these
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proceedings) worked out the analytic torque expression both for a disk threaded by a poloidal magne-
tic field and a disk with a toroidal magnetic field, which enables them to make a variety of predictions
about type I migration in magnetized disks.

5.2. Inclusion of the disk’s self gravity

The protoplanetary disk’s self-gravity, usually neglected on the grounds of its large Toomre pa-
rameter, has recently been contemplated by a number of authors, which were led to contradictory
statements ([45], [58]). [5] have revisited previous works on this subject and found that the inclusion
of self-gravity slightly speeds up migration with respect to analytical drift rate estimates. They also
exhibited a strong bias that systematically affects numerical calculations in which a planet is released
and freely migrates in a non self-gravitating disk.

5.3. Role of the corotation torque at a cavity edge

Eq. (2) shows that the corotation torque can be a large, positive quantity at a surface density jump
such that the surface density is larger on the outside, and that it may possibly overcome the differential
Lindblad torque. This happens at a cavity edge, even if the cavity is shallow. This has led [40] to the
concept of planetary trap: type I migrating embryos are stopped whenever they reach a relatively
abrupt drop of surface density, such as could be found at the inner edge of a dead zone, at the inner
edge of a tidally truncated disk [59] or at the snow line [29].

5.4. Planetary migration and radiative transfer

Radiative transfer plays a very important role for planetary migration scenarios, for many different
reasons. [43] exploit the differential Lindblad torque’s extreme sensitivity to the location of the Lind-
blad resonances. They consider realistic models of T Tauri a-disks instead of the customary power
law models, and show that type I migration can be significantly slowed at opacity transitions. [21]
argue that taking into account the temperature perturbations due to shadowing and irradiation of the
disk photosphere could significantly reduce the type I migration rate. [53] (hereafter PM06) consi-
der a low-mass planet embedded in a disk with inefficient radiative cooling. A complex temperature
structure develops in the vicinity of the planet which gives an underdense region behind the planet. As
a consequence, the disk ultimately exerts a positive torque on the planet. This result clearly indicates
that radiative transfer effects may prove crucial in resolving the problem of type I drift.

[4], [54], [38], [39]1 [52] [22] have undertaken a follow up study of the results of PMO06 in order to
provide ever increasing accurate formulae of the tidal torque experienced by a low mass planet in a
gaseous protoplanetary disk.

6. Conclusion

Significant progress has been recently accomplished in the theories of planet-disk tidal interac-
tions. Most of the new results have primarily been brought by large-scale calculations using modern
supercomputer resources. In particular, the problem of type I migration has eventually undergone a
considerable shift of perspective, by relaxing the customary barotropic assumption, thereby enabling a
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new kind of perturbation (the so-called contact discontinuity familiar to the Riemann solvers commu-
nity) to arise in the co-orbital region in the presence of an entropy gradient. In a different vein, recent
work has highlighted the importance of the disc disturbance that does not arise from the embryo’s
gravity, but from the luminosity due to accretion [0, 10, 37, 42]. These effects can revert migration
and excite excentricity and inclination, with potentially fundamental consequences on scenarios of
planetary formation.

The actual trend among numericists performing calculations of planet-disk interactions is to in-
clude more and more physics relevant to planetary migration in their schemes. These efforts render
scenarios of planetary migration progressively more quantitative and predictive, and they should in the
future eventually bridge the gap between the properties of the protoplanetary disk, and the structure
of the planetary systems that may emerge from it.
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Abstract

En esta contribucion presentamos la construccién aproximada del
operador de evolucién temporal para un sistema compuesto por dos
Hamiltonianos tipo Jaynes-Cummings acoplados [1]. El hamiltoniano
de Jaynes-Cummings consta de un campo unimodal y un atomo de
dos niveles los cuales estan acoplados por medio de interacciones que
conservan el nimero total de excitaciones. Usando métodos de tipo
algebraico expresamos el operador de evolucion temporal como un
producto de exponenciales y comparamos los resultados analiticos con
resultados puramente numéricos para establecer la validez de nuestras
aproximaciones.

1 Introduccion

El modelo mas simple para estudiar la interaccion entre la materia y la luz
cuantizada es el modelo de Jaynes-Cummings (JC), el cual tiene solucién ex-
acta debido a la aproximacién de onda rotante [2] la cual consiste en descartar
de la interaccion aquellos términos que oscilan rapidamente. El modelo JC
ha permitido la generacion de estados no clasicos como son los estados de
gato de Schrodinger [3], estados de ntmero [4] y estados comprimidos [5].
Debido a que las propiedades algebraicas del modelo JC son similares a las
que aparecen en la interaccion ién-laser, se han propuesto diversas general-
izaciones al modelo para estudiar efectos no lineales [6-8].

El enredamiento entre el estado de un atomo de dos niveles y el estado
del campo en la cavidad se ha podido estudiar haciendo pasar el atomo
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por la cavidad, ya que debido a la interaccion entre ellos, el atomo, al salir
de la cavidad lleva consigo informacion sobre el estado del campo y esta
informacion puede extraerse por medio de mediciones condicionales sobre el
atomo.

2 Teoria

Consideremos el acoplamiento de un sistema de dos niveles, modelado como
un espin 1/2; con un oscilador arménico cudntico. Esta es una situacion
tipica en elctrodindmica cuantica de cavidades (CQED) en donde un dtomo
se acopla con un modo de una cavidad [9]. El Hamiltoniano del sistema
puede escribirse como R X R R
H=H,+ H.+ Hq.

en donde H, es al Hamiltoniano del dtomo y H, es el hamiltoniano de la
cavidad. El acoplamiento entre el atomo y la cav1dad es lﬁ[ac = -D- EC
en donde D es el operador dipolar atémico y E es el operador de campo
eléctrico de la cavidad en la posicion del atomo. EIl acoplamiento puede
entonces escribirse como

]:Iac = —d[ea6_ + 626'_1,_] : iE[)[Ec — E*dT]

Al desarrollar el producto escalar se obtienen cuatro términos. El propor-
cional a o a' corresponde a una transicién en donde el 4tomo pasa del estado
lg) al estado |e) y ademds hay la creacién de un fotén. El término o_a cor-
responde a la transicién |e) — |g) con la pérdida de un fotén. Cuando las
frecuencias del campo y de la transicién atémica son cercanas, estos procesos
son altamente no resonantes y juegan un papel secundario en la evolucion
del sistema. Los otros dos términos corresponden a los procesos usuales de
emision y absorcion de fotones. La aproximacion de onda rotante consiste
en conservar en la interaccion solamente los términos resonantes con lo cual,
el acoplamiento se reduce a

Q
H,. = —ih;o[amr —d'o_], (1)

en donde se ha introducido la frecuencia de Rabi del vacio

QdEOGZ - €c

Q p—
0 h
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Supondremos que €}, - €. es real y positivo con lo cual, la frecuencia de Rabi
también es real y positiva. La frecuencia de Rabi es una medida de la in-
tensidad del acoplamiento atomo-campo. El Hamiltoniano del sistema puede
escribirse como:
H=h (wca*a + %62 — i%[a@ — a*m]) (2)

En ausencia de interaccién, los eigenestados del Hamiltoniano son el producto
directo de estados del d4tomo y de estados del oscilador |e,n) y |g,n) y sus
energias son A(2/2 + nw.) y h(—Q/2 + nw,.). Cuando el desentonamiento
A = Q — w, es pequeno, los estados |g,n + 1) y |e,n) son casi degenerados
y los niveles del sistema se pueden arreglar como una escalera de dobletes
quedando el estado |g,0) como el estado de mas baja energia. Los diferentes
dobletes corresponden a estados con |g,n+1) y |e,n) de forma que el niimero
de excitaciones en el escaléon es M = n + 1. El término de interaccion
solamente acopla los estados de un mismo escalén (los estados |e,n) y |g,n+
1)) por lo que el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings conserva el nimero total
de excitaciones M.

Podemos entonces refrasear el problema y estudiar n sistemas de dos
niveles, uno para cada valor de M.

El Hamiltoniano para el n-ésimo escaléon tiene la forma:

A~ ~

en donde Z es la matriz identidad y

~ (i A —iQ,
-

b .

donde Q,, = v/n + 1Q, es la frecuencia de Rabi de n fotones.
El problema se reduce a diagonalizar una matriz de 2 x 2. Los eigenvalores
resultan

1, h
EF = hwe(n + §) + §\/N +02 (3)
con eigenvectores

|+, n) = cos(6,/2)|e,n) +isin(6,/2)|g,n + 1)
|—,n) =sin(0,/2)|e,n) —isin(0,/2)|g,n + 1). (4)
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donde tand, = Q, /A.
Vemos pues que el problema tiene solucién exacta gracias a la aproximacion
de onda rotante.

Consideremos ahora el Hamiltoniano

H= hz {%A“ o +g;(a;69 + aleY )} +hiMaad +alay), (5)
que corresponde a dos Hamiltonianos tipo Jaynes-Cummings mas un término
de acoplamiento entre las cavidades. Tomamos como Hamiltoniano no per-
turbado

. Q Q
Hy="h (wlm + 7169) + wWohtg + 7%9)
cuyo operador de evolucién temporal es

(1)

Uy = piwtinn ,—i S ta 5

. N .Q
e—zwﬁnge—ZTQth

y el Hamiltoniano en la representacién de interaccién H(t) se obtiene de [10]:

A A A A

Hy(t) = UV, (6)

siendo
2

V=0 gi(a;6% +ale”) + hA(aal + alay).
j=1
Al aplicar la transformacion, obtenemos el Hamiltoniano en la repre-
sentacion de interaccion

[:[I = hg1<6-$)d e*i(o.uf(h)t + (_)&J{ (w17§21)t)
+ﬁgg(ai)a e —i(w2— Qg)t+o_(_) AT i (wz—Qg)t)
—i—h)\(a Qs ez(w1 —w2)t +CL1G2€ ’L(O.)1fw2)t) (7>

que separamos como H; =V} + V5 con:

Vi = h(alage’ @122t 4 g alei(@imwalt)

‘72 = hg1 (&S})&le_i(wl—fh)t + 6})&J{ei(w1—§21)t)
+hgg((3’f)d2€—i(w2—92)t+ A_Z)A.‘Q—ei(WZ—QQ)t)
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El operador de evolucion temporal en la representacion de interaccion satis-
face que Ur = Ul(l)UI(Q) en donde

ho, UM = oW, UM (o, 1) = 1 (8)
y A A A A A A A
iha,U? = [U}”TVZU}”] 0% = AP0%, 0P, t)=1. (9

Para obtener el operador de evolucién U 1(1) definimos los operadores

Jy =aab, J_=alay, J.=ala, —alay
la interaccién V; esté dada entonces por:
o = 1 (Jperm 4 J_gitor=onr) (10)

Las reglas de conmutacién entre los operadores J; son:
Jo, g =J., [J,L]=-2J_, [Jy,J.]=2J,

de donde vemos que el conjunto de operadores {j+, j_, jz} es cerrado ante
la operacién de conmutacién y el operador Vi es una combinacién lineal de
éstos.

Para escribir el operador de evolucién temporal correspondiente usaremos
el teorema de Wei-Norman [11] que establece que:
Si el Hamiltoniano del sistema puede escribirse como una combinacion lineal
de operadores X,

N
H=> F(t)X,
=1

tal que para cualquier pareja X;, Xj en H el conmutador [Xz, X]] = eﬁjf(k con

k
€ij

temporal U puede escribirse como un producto de exponenciales

una constante y X, un operador en H, entonces el operador de evolucion

N

U _ H eai(t))zi

=1

con «;(t) funciones complejas, dependientes del tiempo por determinar. En
el producto entran todos los elementos del algebra, no solamente los que

aparezcan en H .
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. I (1
Usando entonces el teorema de Wei-Norman escribimos el operador U 1( )
como:

A

UI(l) — Mt pnd- sl (11)

Para las funciones v;(t) se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones difer-
enciales ordinarias al sustituir la Ec. 11 en la ecuacién de Schrodinger:

,7 _ —Z)\( —i(wi—w2)t _,yfei(wlfwz)t)’ (12>
o = —iA(1 + 2y172) e’ @), (13)
Yy = —idy el et (14)

. . (1 .
conocidos los coeficientes en el operador U 1( ) podemos aplicar la transfor-
macién dada en la ecuacion 9 para obtener el hamiltoniano en la nueva rep-
resentacion. Este estd dado por:

AP = hg, [(1 +yp)e et e%“ml—wﬂtal&ﬂ

hgo [(1 + e et w2ty 5( ) 4 er—il@e—wa)ty (2)} (15)

en donde hemos despreciado términos que acoplan al atomo de la cavidad
1 con el campo de la cavidad 2 y viceversa. El Hamiltoniano PA[?) es una
suma de dos Hamiltonianos tipo Jaynes-Cummings, uno para cada cavidad
y atomo. Como ya mostramos antes, este problema tlene solucion exacta
(ver la ecuacién 4). El operador de evolucién temporal o ;~ puede entonces
escribirse como el producto de operadores de evolucion correspondientes a
cada Hamiltoniano de Jaynes-Cummings, esto es

U =000, (16)

Para encontrar la forma del operador de evolucién temporal, introducimos
los operadores:

en donde el operador M; = f; + %(1 + 69) nos da el numero total de ex-
citaciones en un escalén dado. Al actuar sobre los estados de la base, estos
operadores dan:

Bi|nia€i> =0, Bz'”z +1,0;) = [ns, e;)
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Ming,e)) = (ni + Dlng e,  Ming +1,9) = (ni + 1)|ni + 1, 94)

y al aplicar b2 bT sobre cualquier estado de la base, el resultado es cero. De
las expresiones anteriores obtenemos los conmutadores:

[0:,0]] = 6, [69,b;] = 2b;, [6),b]] = —20. (17)

Z7Z

El Hamiltoniano de interaccion puede escribirse como

? = hgi\/ Ny [0 (D6] + dra(0)bs | + hga\/ Ny |21 (D8] + 6 (0)a] (18)
cuyo operador de evolucién temporal es

~ M5 1) Mgt gMg ()5 (2 @)t @) ~ -
0 = ) A A0SR 05 (1)

con funciones complejas dependientes del tiempo Bi(j) por determinar, las
cuales cumplen con la condicién inicial Biu ) (to) = 0. Nétese que para el estado

10,g:), M; =0y Bi(j) (to) = 0 y el operador UI(Q) es el operador identidad.
El operador de evolucion completo es entonces

2 (D) 75 (1) 77 (2
U = 0u0; U520 (20)

3 Resultados numéricos

Aplicaremos el operador temporal que hemos construido en la seccién anterior
al estado inicial [¥(0)) = [0, e1) ® |2, g2), esto es, la cavidad uno en el estado
de vacio con un atomo en el estado excitado y la cavidad dos con dos fotones
y un atomo en el estado base. El hamiltoniano de Jaynes-Cummings conserva
el nimero de excitaciones en el sistema atomo-cavidad y el Hamiltoniano de
interaccién entre las cavidades conserva el nimero total de fotones (crea un
fotén en una cavidad y aniquila un fotén en la otra), por lo tanto el nimero
total de excitaciones del sistema es constante M = M; + M,. Aplicando el
operador de evoluciéon temporal al estado inicial, obtenemos la funciéon de
onda al tiempo t como:

3 3 1 1
=D D D> > ) s) @|ny,s) (21)

n1=0n9=0 s1=0 s2=0
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con la condicién ny + ng + 1 + s9 = 3.

Para calcular la evolucion del sistema fijamos los pardametros del Hamil-
toniano de acuerdo a la referencia [12]. Las frecuencias de las cavidades
wy/(2m) = 4 GHz, wy/(27) = 5 GHz, las frecuencias de transicién atémicas
Q1 = 0.999w; v 25 = 0.999w,. El tiempo lo damos en unidades del periodo
de la cavidad uno (T} = .25 x 107%). Los acoplamientos dtomo-campo y
cavidad-cavidad los hicimos variar y se especifican en cada caso.

En la figura 1 se muestra la evolucion temporal del nimero medio de
fotones en la cavidad uno (n4), el valor medio de &M y el valor medio del
numero de excitaciones en la cavidad uno (M1> para acoplamientos atomo-
campo ¢g; = 0.0dw; y go = 0.04w, y para el acoplamiento cavidad-cavidad
A = 0.001lw; de forma que el acoplamiento entre las cavidades es pequeno
comparado con el acoplamiento atomo-campo en cada cavidad.

Vemos que el nimero total de excitaciones en la cavidad permanece con-
stante, esto implica un acoplamiento débil entre las cavidades y un inter-
cambio nulo de fotones entre ellas. Por otra parte, es claro que cuando el
atomo decae al estado base el nimero de fotones en la cavidad aumenta en la
unidad (tomamos la frecuencia del campo practicamente igual a la frecuencia
de transicion atémica) y viceversa. Este comportamiento es el esperado para
un Hamiltoniano de Jaynes-Cummings.

LVAVAYAN
A NACN

-0.5

Figure 1: Valor medio del nimero de fotones en la cavidad uno () (azul) de
((39)) (anaranjado) y de (M;) (verde). Pardmetros g; = 0.04w;, go = 0.04ws,
A = 0.001w;.

En la figura 2 mostramos la evolucién temporal de (1) y (n2) con pardmetros
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g1 = 0.001wy, g2 = 0.001lwy y A = 0.25w;. En este caso el acoplamiento en-
tre las cavidades es mucho mas intenso que el acoplamiento dtomo-cavidad,
de forma que el intercambio de excitaciones entre el atomo y la cavidad es
pequeno. Hay un importante intercambio de fotones entre las dos cavidades
como puede verse claramente en la figura. Con el objeto de comprobar la

2.0

M
(Mn(0)

05 1:, / U V U U \j U U V \)l‘<)\7(lnji+\<{m\n>
5 )

M,
— (Mi(1)
1

0 1 2 3 4 b} 6 0 1 2 3 4 5 6
time time

Figure 2: Panel izquierdo: Valor medio del nimero de fotones (n1) (azul) y (ns)

(anaranjado). Panel derecho: Ntimero total de excitaciones (M;)(azul), (My)

(anaranjado) y (M; 4 M) (verde). Pardmetros gy = 0.001wy, go = 0.001wy, A =
025(,01

calidad de nuestras aproximaciones, hicimos también un calculo puramente
numérico de las cantidades reportadas en las figuras tomando una base del
tamano necesario para alcanzar convergencia [13]|. Los resultados analiticos
ajustan muy bien a los resultados numeéricos lo cual indica que si la relacién
entre los parametros es tal que uno puede considerarse pequeno comparado con
el otro, entonces las aproximaciones utilizadas son adecuadas.

Finalmente consideremos el caso en el que los parametros de acoplamiento
atomo-campo y cavidad-cavidad son del mismo orden de magnitud. Como
ejemplo tomemos g; = 0.04w;, go = 0.0dws y A = 0.08w;. Los resultados anal
iticos y numéricos se muestran en la figura 3. En el panel izquierdo se muestran
(n1) y (ny) y en el derecho (&9’) y <&§2)>. El comportamiento en la evolucién
temporal del nimero de fotones en cada cavidad difiere apreciablemente del
encontrado en los casos anteriores. En este caso, el acoplamiento entre los
atomos y la cavidad correspondiente es grande, asi también el acoplamiento
entre las cavidades. En el panel derecho vemos que los promedios analiticos de
la evolucién atémica son funciones oscilatorias
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con amplitud casi constante. La solucién numérica tiene un comportamiento
cualitativo similar pero se puede observar un desfasamiento entre los dos
calculos conforme el tiempo avanza. En el panel izquierdo vemos que el com-
portamiento cualitativo entre el cdlculo numérico y el célculo analitico para
los valores medios de fotones en cada cavidad es también similar, especial-
mente a tiempos cortos.

20 -—- anlytic L0

—— numerical

o~ ——- analytic

\  —— numerical

\
-—- analytic V=== analytic

— numerical — numerical

Figure 3: Panel izquierdo: Valor medio del nimero de fotones (1) (azul) y
(ny) (verde). Panel derecho: Valor medio del estado atémico (61 (azul) y

((59} (verde). Parametros g; = 0.04wy, g2 = 0.04ws, A = 0.08w;.

4 Conclusiones

En este trabajo hemos presentado una forma aproximada para construir el
operador de evolucién temporal correspondiente a un sistema compuesto por
dos Hamiltonianos acoplados tipo Jaynes-Cummings. El acoplamiento gen-
era una excitacion en una cavidad y aniquila una excitacién en la otra cavi-
dad. Cuando solamente se tiene el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings el
problema tiene solucion exacta. Cuando se tienen las cavidades acopladas
sin atomos en éstas el problema también tiene soluciéon exacta. Sin em-
bargo, cuando se tiene el acoplamiento entre las cavidades y también se
tienen atomos en cada cavidad el problema no tiene soluciéon exacta. Para
resolver el problema pasamos a la representacion de interaccién y aproxi-
mamos el Hamiltoniano en dicha representacion conservando los operadores
que cierran un algebra de Lie. De esta manera es posible obtener un oper-
ador de evolucién temporal exacto para una interaccion aproximada. Esto

73



es importante ya que el operador de evolucién conserva sus propiedades de
unitariedad. Una vez que escribimos el operador de evolucién del sistema
completo en forma de un producto de exponenciales es posible hacer evolu-
cionar el sistema y obtener la matriz densidad a un tiempo ¢ cualquiera con
lo cual se tienen todas las herramientas necesarias para calcular cualquier
propiedad que nos interese como el valor medio del nimero de fotones, la
funcién de Husimi, etc.

Para asegurarnos de la validez de nuestras aproximaciones hicimos un
calculo puramente numérico de las cantidades que evaluamos analiticamente
y encontramos un excelente acuerdo entre ambos calculos especialmente en
aquellos casos en donde los parametros de acoplamiento cavidad-cavidad y
atomo-cavidad difieren significativamente. Para el caso en que los pardmetros
son del mismo orden encontramos una buena concordancia a nivel cualitativo.

Agradecimientos Agradecemos a la DGAPA UNAM por su apoyo através
del proyecto PAPIIT IN111119.
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1 Introduction

On the long way of transport theory in solid state materials, one of the first milestones
was the Drude-Sommerfeld model [2, 3], which allows to understand electric and thermal
conduction in bulk metals at room temperature. Its main ideas are that the electrons follow
the Fermi-Dirac distribution and only electrons close to the Fermi energy contribute to
the conduction. These conduction electrons are scattered randomly after a given length.
This gives rise to Ohm’s law in metals. Further significant steps were Bloch’s theorem
[4] and the band structure theory [5-8|, which allow to understand the difference between
metals, semiconductors and insulators.

However, when the system size is reduced to the nanometer scale, several characteristic
lengths have the same order of magnitude:
e Mean free path £,,: The average distance after which an electron is scattered and

its momentum is randomized.

e Phase coherence length £4: The average distance after which the electron phase is
randomized.

e Fermi wavelength Ap: Wavelength of the electrons at the Fermi energy. The Fermi
wavelength gives the length scale at which quantum effects emerge.

e Localization length \: Average spatial extent of the exponentially decaying electron
eigenstates in a disordered quantum system.

e System size L

*These lecture notes are based on Ref. [1].
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This gives rise to novel conduction phenomena. An electron can propagate ballistically
through a nanosystem without any scattering event, which results in a length-independent
resistance caused solely by the contacts [9]. Ballistic transport is found, for example, in
carbon nanotubes [10, 11] and graphene [12, 13]. Moreover, when not only the momen-
tum of the electrons is preserved but also its phase information, interference effects may
influence the transport drastically, as it can be seen for example in Aharonov-Bohm ex-
periments [14, 15] and in the coherent electron focusing [16-19]. In contrast, in disordered
nanosystems Anderson localization [20-23] is found, which manifests in an exponential in-
crease of the resistance with the system size. Therefore, in order to describe the transport
processes on the nanometer scale correctly, a completely different approach is necessary,
which starts with a microscopic quantum description of the system.

In these lecture notes, we give a short but self-contained introduction into quantum trans-
port using the non-equilibrium Green’s function (NEGF) approach. Instead of applying
many-body perturbation theory [24, 25], we follow the textbooks by Datta [9, 26, 27] and
motivate physically the required equations.

Figure 1: The transport of electrons from the source S to the drain D through a nanosys-
tem is studied. The nanosystem is described by the Hamiltonian (1) and can be
visualized by a network of sites ¢; and bonds t;;, see the region enclosed by the
dashed ellipse.

2 Definitions and concepts

2.1 Hamiltonian of the nanosystem

The nanosystem is described by a tight-binding Hamiltonian
H =Y eli) (il + > (ti; 1) (j| + He), (1)
i j<i

where H.c. means Hermitian conjugation. This Hamiltonian can be visualized by a net-
work of sites and bonds, see the region enclosed by the dashed ellipse in Figure 1. The
onsite energy €; represents the potential energy, which is necessary to occupy the state
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) (the ith site) by an electron. The coupling matrix element ¢;; is proportional to the
transition rate of electrons from state i) to state |j) (from the ith site to the jth site).
For a finite system of N sites the Hamiltonian (1) can be represented as a N x N matrix
with diagonal matrix elements &; and off-diagonal elements ¢;;.

2.2 The spectral function A

The spectral function is defined as
A(E)=2m0(E — H), (2)

where E is the electron energy and H the tight-binding Hamiltonian'. In real space the
expansion in terms of eigenfunctions v (r) and eigenenergies € of the Hamiltonian H

A(r,7' E) =27 gp(r)5(E — e )vip(r') (3)
k

shows that the diagonal elements of the spectral function (apart from the factor 27) give
the local density of states D(r, E) (LDOS). The total density of states D(E) (DOS) is
then obtained by integration over space, or more generally, by the trace of (2)

D(B) = 5-Te (A(E) = Y 6(F — a). (4)
k

2.3 The Green’s functions G and G*

The § distribution can be represented by

2v 1 1
270 (E — = e g | B ’
TO(E — ex) (E —ex)? + v2 1[E—ek+iv E—Ek—i’/]’ )

where v is an infinitesimal positive number. Using this representation of the § distribution,
the spectral function can be written as

A(E) = 278(E — H) = i[(E ~H+w) ' - (E-H- iy)—l} = 2Im(G),  (6)
retarded advanced
Green’s function G Green’s function GT

where we have introduced the (retarded) Green’s function G' and the advanced Green’s
function G*. As the DOS has to be positive, we also learn from (6) that the diagonal
matrix elements of the Green’s function fulfill Im (G;;) < 0.

!We omit unit matrices, which match scalars (energy E) to matrices (Hamiltonian H).
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2.4 The correlation function G"

We define the correlation function? as

G" =2 |¢) (] (7)
Its matrix elements in real space
G"(r, ") =21 (r)P"(r'), (8)

give the correlation of the state |i)) between the places r and »’. In particular, its diagonal
matrix elements (r = ) give the electron density (apart from a factor 27). In equilibrium
the electron density is determined by the occupation of the density of states according to
the Fermi distribution f(E — u) with chemical potential p. Therefore, we conclude that
in equilibrium the correlation function is related to the spectral function by

Geg(E) = A(E)f(E — p). (9)

3 Open quantum systems: ¥ and X®

In order to study transport of electrons through the nanosystem, we have to connect it to
a source S and a drain D reservoir, see the dark gray rectangles in Figure 1. The source
and drain are in equilibrium and characterized by Fermi distributions fg/p = f(E—pug/ D)
with chemical potentials y1g/p. Their difference drives the system out of equilibrium and
causes the current flow.

The isolated reservoirs are described by the Hamiltonians Hg,p, which fulfill the Schrédinger
equations

(£ — Hg)[®s) =0, (10a)
(E —Hp)|®p) =0. (10b)

These equations can be rewritten in the form

(E - Hs +iv)|®s) = |Qs) (11a)
(E—Hp +iv) |®p) = |Qp), (11b)

where v is an infinitesimal positive number. The term iv [®g,p) represents the extrac-tion of
electrons from the contact, whereas \QS/ p) represents the reinjection of electrons from
external sources. Extraction and reinjection are necessary to maintain the reservoirs in

equilibrium. The Schrodinger equation is mathematically unchanged, if we identify

iv [®5/p) = |Qg/p). However, the transition from (10) to (11) is not only a formal mod-

ification of the Schrédinger equation but a change in the point of view. In the latter, F

“Instead of the correlation function G®, the lesser Green’s function G< is also commonly used in the

literature, see e.g. [28]. These functions are connected by G< = iG™.
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is no longer an eigenenergy of the Hamiltonian but an independent variable, which gives
the energy of excitations |Qg/p) from external sources. Whereas in (10) the |®g/p) are
non-zero only for the eigenenergies, in (11) the |®g,p) are non-zero for any energy and
represent the response of the reservoirs to external excitations.

Now, what happens when the reservoirs are connected to the nanosystem by coupling
matrices 7g/p? The states |®g/p) in the reservoirs spill over and excite states [¢) in the
nanosystem, which in return also excite states [xg/p) in the reservoirs. The Schrédinger
equation of the coupled system reads

E — Hg +iv —Tb—i— 0 bs + xs Qs
—Tg E-H —TD (0 =10 ]. (12)
0 —14  E—-Hp+iv) \@®p+xp Qp

As it can be assumed that the reinjection |Qg/p) is unchanged by the coupling, the first
and the last row of (12) lead with (11) to

xs) = Gstd [¥) (13a)

Ixp) = GpTp [¥) (13b)
where

Gs=(E—-Hs+iv) ", (14a)

Gp=(E—Hp+iv)! (14b)

are the Green’s functions of the reservoirs. By means of (13) the middle row of (12) reads

(E—H-Xs—Xp)[Y)=1Q), (15)
where we defined the so-called self-energies

Yg = 15GsTg, (16a)
Yp = pGpt}, (16b)

and the total excitation of the nanosystem
Q) =75[®s) +7p[Pp). (17)
Finally, we can write for its states

) =GQ), (18)

where we defined the Green’s function of the nanosystem

G=(E-H-%g-%p) . (19)
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Therefore, the Schrédinger equation of the coupled system has been transformed to a single
equation for the nanosystem, which is “open” to the environment by self-energies. This
approach simplifies the problem drastically because the dimension of the Hilbert space of
the nanosystem is much smaller than the dimension of the Hilbert space of the coupled
system. The self-energies represent a non-Hermitian modification of the Hamiltonian,
which shift its eigenenergies from the real axis into the complex plane. The imaginary
part of the eigenenergies is inversely proportional to the lifetime of the states in the
nanosystem and causes an energy broadening, see Figure 2.

DOS [arb. units]

Energy E [arb. units]

Figure 2: Energy resolved density of states (DOS) of a typical nanosystem. The DOS of
the isolated system (blue curve) shows peaks at the discrete eigenenergies of the
Hamiltonian. These peaks are broadened, if the system is opened increasingly
to reservoirs (dashed to solid red curve).

With the definition of the broadening matrix
r=i(x-x%) (20)
we obtain® for the spectral function of the nanosystem
A=i(G-GY)=GTs+Tp)Gt = A + A,. (21)

These spectral functions Ay, = Gl'g, pG™ give the density of states for electrons originat-

ing S/D and should not be confused with the spectral functions Ag/p = i(GS/D — G;r/D),
which give the density of states in the reservoirs. In order to calculate the correlation

*To obtain (21), we use i (G™")" —G™') =T's + I'p and by multiplication with G from the left and
G from the right, we arrive at i(G — G*) =G({Is+TIp) GT.
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function, we study the projector

(18)

[¥) (Wl = GlQ)(QIGT

D Grs |0s) (@] G + Grp |@p) (0| THG*
+ G15|®s) (Pp|THGT + Grp |Pp) (Ps] T§G+‘ (22)

=0, because no direct coupling between the reservoirs

Applying (7) and using (9) for the reservoirs, in which equilibrium is assumed, we obtain
for the non-equilibrium correlation function of the nanosystem

G" = GTSAST; GTf(E — us) + GTDADTI—; GTf(E — up)
——— ———

I's Ip
= A1 f(E — ps) + Asf(E — pp) (23a)
= GY"GT, (23b)

where we defined the inscattering function
Y =304 ¥ =Tsfs+Tpfp. (24)

As it could be expected for non-interacting electrons, the correlation function of the
nanosystem, which gives the electron density, is the sum of the spectral functions oc-
cupied by the Fermi distributions of the corresponding contacts.

The equations for the Green’s function (19) and for the correlation function (23b) are
two essential results of the non-equilibrium Green’s function approach. We have moti-
vated them physically, but arrived essentially at the same result as in Keldysh’s seminal
paper [24, eqgs. (75)—(77)], where many-body perturbation theory is applied. In fact the
strength of the non-equilibrium Green’s function approach is more profound because it
allows to include arbitrary interactions in the system by suitable self-energies and inscat-
tering functions, see e.g. [9, 28] for details. These interactions can formally be considered
as additional virtual reservoirs attached to the system.

4 Current equations

In order to define the current operator, we start with the isolated nanosystem. By means of
the time-dependent Schrodinger equation, we obtain for the time evolution of the projector

d i
< 1) @l + 2 [H,19) (0] = 0. (25)

In the same way as the continuity equation of quantum mechanics,? this equation reflects
the conservation of electron density. However, when the nanosystem is connected to

“Indeed, when we go to local space by multiplying (25) with (r| from left and |r) from right, we obtain
the continuity equation in its common form.
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reservoirs, electrons can enter and leave it and thus, the density in the system is not
conserved. In steady state, the first term of (25) vanishes and the remaining commutator
tells us the rate, at which electrons are lost in the system. Therefore, applying (7), the
current operator can be defined as

ie
h

where e is the electron charge. Its diagonal elements

JoP = [H, Gn] , (26)

ie n 0
i =5 2 (b G — 1 G) (27)
J
give the total current flowing to the ith site. Hence, the individual terms in this sum can
be identified as the local current flowing between the ¢th and jth site [29, 30],

ie

Li(E) = 5

2
(4G = 13:GY) = 5T (15,6G) (28)

The total flow of electrons with energy E through the dashed ellipse in Figure 1 is then
given by

I(E) = Tr (I°°) = %Tr (A -TG). (30)

As the number of electrons is conserved, the inflow of electrons equals the outflow and
hence, the total flow is exactly zero. Taking into account the invariance of the trace under
cyclic permutations, this can be seen already by means of the definition of the current
operator (26). However, separating the inscattering function and the broadening function
into the individual contributions of each reservoir, we obtain for the non-zero current at
the drain

Ip(E) = %Tr (SBA-TpHa"). (31)

This current equation is another key result of the non-equilibrium Green’s function ap-
proach. For non-interacting electrons it can be further simplified by means of (23a) and
(24). Integrating over energy, we arrive finally at the famous Landauer formula [31, 32]
for the total current through the system®

e

Ip N

/ AE Tps(E)(f(E — ps) — F(E — up)), (32)

5The current operator can be rewritten by means of

H,¢" 2 gestet - gehatH (29a)
e, S Sl eaiie) Sl ess LD She) sileas (29b)
Grl Gl]

Using (20), (21) and the invariance of the trace under cyclic permutations, we obtain (30).
STf not stated otherwise, integration boundaries extend from —oco to +oc.
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where we defined the transmission function
Tps = Tr ([pGTsGY) . (33)

The transmission function Tpg gives the probability that an electron injected by the source
will transmit to the drain. For an isolated system?, the transmission is perfect (Tpg = 1)
at its eigenenergies, whereas it vanishes elsewhere, see Figure 3. These transmission peaks
are broadened, if the system is increasingly opened to reservoirs. Note that for sufficiently
strong coupling to the reservoirs, the transmission in the band center is perfect and nearly
constant.

08}
06

04

Transmission Tgp

02}

N No

0.0} z >

Energy E [arb. units]

Figure 3: Transmission through the same nanosystem as in Figure 2. In the same way
as the DOS, the transmission of the isolated system is perfect (ITpg = 1) at its
eigenenergies, whereas it vanishes elsewhere (blue curve). These transmission
peaks are broadened, if the system is opened increasingly to reservoirs (dashed
to solid red curve).

5 Further reading

In these lecture notes, we have motivated physically the essential equations required to
study electron transport at the nanoscale. However, to get a deeper understanding, it is
indispensable to study the existing literature in detail. From the numerous textbooks,
we would like to recommend some few. Maybe the best starting point are the textbooks
by Datta [9, 26, 27], who gives a didactically brilliant introduction into the physics of
nanosystems. A mathematically more rigorous and yet readable introduction can be found

"In order to define the transmission function, the isolated system is still infinitesimally weakly coupled
to reservoirs.
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in the book by Di Ventra [28]. The usage of Green’s function in quantum mechanics is
nicely explained in the book by Economou [33]. To get started the reader may also find
useful the books by Heikkila [34], IThn [35] and Ferry, Goodnick and Bird [36]. We can also

recommend the book on molecular electronics by Cuevas and Scheer [37].
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Cosmologia observacional con Redes Neuronales Artificiales
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En estas memorias se describe el empleo de la inferencia Bayesiana en la cosmologia observacional
y cémo esta técnica se puede combinar con Redes Neuronales Artificiales para optimizar el tiempo
de cémputo. En el transcurso del escrito, se pretende dar al lector un panorama muy general
de la cosmologia observacional, el torrente de datos que genera y la necesidad de incorporar al-
goritmos avanzados, tanto estadisticos como de inteligencia artificial, en este campo de investigacion.

Palabras clave: cosmologia observacional, estimacién de parametros, redes neuronales artificiales

I. INTRODUCCION

Durante la tdltima década, el rapido avance en el desa-
rrollo de instrumentos observacionales altamente sofisti-
cados, asi como el incremento en el poder de cémputo han
guiado al surgimiento de la Cosmologia de alta precision.
En particular, experimentos desarrollados para medir las
anisotropias observadas en la radiacién césmica de fon-
do, las distancias luminosas a partir de explosiones de
Supernovas tipo Ia y la formacién de estructura a gran
escala. Por ejemplo, la Figura 1 muestra la distribucién
de varios millones de galaxias en las escalas mas gran-
des del cosmos, cada punto representa una galaxia. Son
estas escalas del Universo las que estudia la cosmologia
y, en particular, la cosmologia observacional se enfoca en
hacer uso de este tipo de informacion para validar los
modelos tedricos que intentan explicar mateméaticamente
la formacidn, estructura y evolucién del Universo.

Figura 1. Distribucién de varios millones de galaxias en las
escalas més grandes del cosmos. Fuente: SDSS [1]

Esta imagen, la Figura 1, conjunta el trabajo prove-
niente del Sloan Digital Sky Survey (SDSS), un proyecto
fundado en el ano 2000, cuyo observatorio se encuentra

& javazquez@icf.unam.mx

ubicado en Apache Point, Nuevo México, y que tiene co-
mo objetivo capturar imagenes y senales de las profun-
didades del Universo.

Asi como este gran proyecto se enfoca en recabar in-
formacién sobre la distribucion de galaxias y oscilaciones
acusticas de bariones desde la Tierra, existen también
satélites, como COBE!, WMAP? y Planck?, que proveen
un laboratorio celeste para la cosmologia y permiten es-
tudiar otros fenémenos césmicos desde el espacio.

Esta nueva etapa en el estudio del Universo permite
combinar una serie de observaciones a diferentes escalas
y, por tanto, probar nuestras teorias con mayor exactitud.
Por si fuera poco, dentro de un par de anos, el telescopio
LSST* fotografiara toda la béveda celeste con la cdma-
ra mds grande jamds construida (3.2 Gigapixeles), y se
estima que recopilara alrededor de 15 Terabytes por no-
che. Se vislumbra que la gestiéon y mineria de datos del
telescopio sean la parte técnica mas dificil del proyecto.
Por otro lado, el préoximo radiotelescopio mas grande del
mundo, SKA®, colectard aproximadamente 14 exabytes
de informacién por dia, suficientes datos como para lle-
nar 15 millones de iPods de 64 GB a diario; ademds, su
computadora central tendra el poder de, mas o menos,
100 millones de unidades de procesamiento. La cosmo-
logia, asi como otras areas de la ciencia, ha entrado a
una nueva etapa donde la cantidad de datos juega un
papel imprescindible para el entendimiento del Universo.

Jim Gray, premio Turing en 1998 y desarrollador de la
base de datos del SDSS, pronosticé el advenimiento de
un cuarto paradigma en la ciencia. J. Gray mencionaba
que el primer paradigma ocurrié hace mil anos, cuan-
do la ciencia se limitaba a ser descriptiva y empirica; el
segundo tuvo su inicio con las investigaciones de Isaac
Newton, al adquirir un caracter tedrico; el tercero surgio
en el siglo XX, con la incorporacién de las simulaciones
computacionales. El cuarto paradigma seria la ciencia de

1
2

science.nasa.gov/missions/cobe
map.gsfc.nasa.gov

3 https://bit.1y/21QJIbfK

4 www.lsst.org

5 https://bit.ly/2kexoY5
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datos o e-ciencia, una combinacién de ciencia tedrica con
andlisis computacional de una cantidad exorbitante de
datos [2].

La cosmologia contemporanea, con su gran caudal de
datos y la necesidad de analizarlos de manera exhaustiva,
cristaliza en una realidad la visién de Jim Gray del cuarto
paradigma cientifico.

En general, el andlisis de los datos cosmolégicos requie-
re de gran variedad de técnicas estadisticas y computacio-
nales. Por ello, las redes neuronales artificiales y otros al-
goritmos de inteligencia artificial, en anos recientes, son
ttiles dentro de la cosmologia. En particular, en estas
memorias, mencionaremos cémo se pueden usar las redes
neuronales artificiales dentro de la estimacién de parame-
tros cosmologicos.

II. LA INFERENCIA BAYESIANA

El modelo ACDM es considerado el “modelo estdndar”
en cosmologia, puesto que es la parametrizacién més sen-
cilla que toma en cuenta todos los aspectos y componen-
tes fundamentales del Universo. Este modelo incluye una
componente de propiedades exéticas para dar explicacion
a la actual expansién acelerada del Universo, cominmen-
te denominada energfa oscura (Qpg = 1 — Q,,), y cuya
propuesta mas simple es descrita a través de una cons-
tante cosmoldgica (A). Recientes observaciones indican
que la energfa oscura contribuye al 70 % del contenido
total del universo (Qpg), mientras que el 30 % restante
corresponde a la suma de la materia oscura fria (CDM) y
materia ordinaria o barionica (2,,. La inferencia Bayesia-
na, en conjunto con las observaciones cosmolégicas, nos
permiten deducir los componentes del Universo [3]. Por
ejemplo, la Figura 2 muestra dos tipos de graficas que
son muy importantes en el andlisis de datos cosmoldgi-
cos. La primera es conocida como distribucién posterior
1-dimensional, donde se visualiza la regién mas proba-
ble de un parametro, en este caso, de la densidad total
de materia €2,,. Por otro lado, la imagen de la derecha
representa la distribucion posterior 2-Dimensional, con
las regiones de probabilidad de dos pardmetros, en este
caso, la densidad de materia €, junto con la densidad
baridnica €2; la parte interna de estos elipses representa
la regién de confianza lo (68.3 %), mientras que la ex-
terna corresponde a 20 (95.4 %). Este tipo de andlisis se
obtiene después de realizar un proceso de inferencia ba-
yesiana, que se basa en datos observacionales asi como
en un modelo teérico dado.

El teorema de Bayes es la base de la inferencia bayesia-
na y, en la prueba de modelos tedricos, tiene el siguiente
aspecto:

P(D|0, H)P(6|H)

POID,H) = == g

donde D representa el conjunto de datos observaciona-
les, H es la hipdtesis (el modelo) y 6 el conjunto de

a) —~ b) 00232
0.0228
CJ? 0.0224

0.0220

~ 00216

0285 0300 0315 0330
Qpn 028 020 030 031 032 033
m

Figura 2. Distribucién posterior sobre el contenido del Uni-
verso: a)l-Dimensional, b)2-Dimensional.

pardmetros (un modelo que describe una linea, por ejem-
plo, tendria como pardmetros libres la pendiente de una
recta y su ordenada al origen). Para el caso en cuestion,
un ejemplo de analisis en cosmologia, estas cantidades
describen los siguientes aspectos:

= D - Datos/Observaciones cosmoldgicas, i.e. aque-
llos provenientes del SDSS.

= H - Modelo cosmoldgico, i.e. modelo ACDM.

= § - Conjunto de parametros que mejor describen
las observaciones, i.e. contenido de energia oscura
QDE.

Ademss, la probabilidad previa P(6|H)® representa
nuestro conocimiento de los parametros 6 antes de consi-
derar los datos observables. Esta probabilidad se modifi-
ca a través de la verosimilitud P(D|6, H) al incluir datos
experimentales D. El objetivo final es obtener la proba-
bilidad posterior P(6|D, H), que representa el estado de
nuestro conocimiento de los pardmetros del modelo al
considerar la informacion de los datos. La constante de
normalizacién P(D|H), o evidencia bayesiana, es el pro-
medio de la verosimilitud sobre la probabilidad previa:

P(D|H) = /dNep(D|9,H)P(9|H),

donde N es la dimensién del espacio de parametros. Esta
cantidad, fundamental en la comparacién de modelos, es
una constante que puede omitirse en la estimacion de
parametros.

La verosimilitud se determina al suponer una distribu-
cién estadistica para los datos D, la probabilidad previa
se determina a partir de informacién conocida con an-
telacion. Cuando se calcula la distribucién posterior, se
conocen los valores méas probables de los pardametros ba-
sados en el modelo tedrico y en los datos observacionales.

En el calculo de las integrales de alto grado de com-
plejidad, que surgen de manera natural en la inferencia
bayesiana, se utilizan métodos nimericos especiales, co-
nocidos como Métodos de Monte Carlo via Cadenas de
Markov (MCMC, por sus siglas en inglés).

6 Las probabilidades involucradas son condicionales.
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Explicado de manera simplificada, el método consiste
en realizar un muestreo de las distribuciones de probabi-
lidad bajo la integral, es decir, en tomar aleatoriamente
una gran cantidad M de valores posibles en el espacio
N-dimensional de parametros acordes a la densidad de
probabilidad expresada por la verosimilitud, de tal modo
que se satisfagan las condiciones del Teorema Ergddico,
que es una generalizacion de la ley fuerte de los grandes
nimeros vélida para cadenas de Markov. Este muestreo,
entonces, permite aproximar la integral como una suma-
toria:

M
[ aopwio.mpeim ~ 53" o).
i=1

donde £(€) es una funcién construida a partir de la vero-
similitud y depende de la cantidad que se desea inferir.

Las mayores dificultades técnicas de los métodos
MCMC radican en el proceso de muestreo, pues es desea-
ble explorar todo el espacio de bisqueda, es decir, ser ca-
paces de elegir al azar cualquier valor posible en el espa-
cio de parametros. Sin embargo, las cadenas de Markov
son secuencias de valores aleatorios con la caracteristi-
ca distintiva de que cada valor depende exclusivamente
del valor anterior; caracteristica que finalmente induce la
convergencia de la cadena de Markov a una distribucion
de probabilidad especifica pero también reduce la region
de exploracion aleatoria.

Tales dificultades técnicas han estimulado la mejora
de los métodos MCMC y la bisqueda de nuevos esque-
mas de exploracion estdcastica, como el muestreo anida-
do, siendo en la actualidad un campo de investigacion
muy activo.

En el caso particular de la cosmologia, dado que los mo-
delos cosmoldgicos suelen tener al menos seis pardametros,
diversos grupos de investigacién han desarrollado codigos
especializados que agrupan varios algoritmos para hacer
la estimacién de pardmetros, por ejemplo: CosmoMC [4],
CosmoSIS [5] y SimpleMC [6].

Al lector que desee ahondar en la inferencia bayesiana
se le recomienda la Ref. [7] como texto de divulgacién
introductorio, la Ref. [8] para una introduccién con ma-
yores detalles técnicos, la Ref. [9] si se desea un trata-
miento més formal, [3] es un buen tratamiento en el con-
texto cosmoldgico y en [10] se puede encontrar un texto
de divulgacion, similar al presente, con mayor énfasis en
determinado tipo de algoritmos que permiten la inferen-
cia bayesiana y comparacion de modelos.

III. REDES NEURONALES ARTIFICIALES

En la seccién anterior, se mencioné que los algoritmos
involucrados en la inferencia bayesiana de un modelo cos-
molégico tienen que explorar un espacio de pardmetros
con muchas dimensiones. Las integrales involucradas pa-
ra el cdlculo de la funcién de densidad de probabilidad de
verosimilitud y de la evidencia bayesiana se tornan muy

complejas. Una alternativa para optimizar estos calculos
es mediante una red neuronal artificial.

La arquitectura mas simple de las redes neuronales ar-
tificiales, pertenece a la clase de algoritmos del aprendi-
zaje automdtico denominados supervisados.

En la Figura 3 se esquematiza, a grandes rasgos, las
partes que componen a una red neuronal artificial sim-
ple. Cada neurona recibe datos de entrada de todas las
neuronas que le anteceden. La suma ponderada es un va-
lor que contiene la informacién de los valores de entrada
multiplicada por los pesos w que se les asignan. Después,
esta suma es el parametro de una funcién no lineal de
activacién. La salida final de todas las neuronas interco-
nectadas, es la que se compara con el valor esperado y
con la cual se calcula el error que permite entrenar a la
red neuronal.

w,

) ()01

Nonlinear
activation
function

@
>
T
V Suma
ponderada

Entrada

/

Figura 3. Esquema simplificado de una red neuronal artificial

El entrenamiento consiste el minimizar una funcién ob-
jetivo, llamada funcién de costo, que mide la diferencia
entre las predicciones (aleatorias al inicio del proceso) y
los valores reales conocidos de antemano. Esta minimiza-
cién del error (medido por la funcién de costo) se efectia
después de varias iteraciones donde se aplican los algo-
ritmos del descenso del gradiente y retropropagacién (ver
Figura 4).

——Datos
de
entrada

Salidas
conocidas de
antemano

Inicializacion
/ aleatoria de
105 pesos

| T i

/ \ " Propagacion . Caleulo de
|PesosiModelo——— ; hacia S~/ lafuncién de
A / *  adelante g 4 costo

T J No
N \ \  Caleular
\ Actualizacién \ . Refro “elgradientede .

de los / 7 / /
/ propagacion ¢ /" lafuncién de
A / costo

Descenso del gradiente

Figura 4. Entrenamiento de una red neuronal

En la Fig. 5 se puede observar un perceptrén multi-
capa, donde las neuronas se ordenan en paredes, y todas
las neuronas de una capa reciben informacion de las que
les preceden.

Debido a que la inferencia bayesiana es un método
muy bien estructurado, las redes neuronales se pueden
entrenar mediante el muestreo del espacio de pardmetros
y con los calculos de las integrales que el algoritmo en
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funcién esté realizando. Cabe mencionar, que el ajuste
de pardametros de un modelo cosmolégico puede requerir
més de 10° iteraciones, donde se puede invertir el 80 %
de las iteraciones en entrenar una red neuronal como la
de la Fig. 5 y en las restantes utilizar la red neuronal
entrenada para hacer el calculo de las complejas integra-
les, y por tanto disminuir considerablemente el tiempo
de computo.

capas ocultas
capa de entrada

capa de
salida

Figura 5. Red Neuronal Artificial con dos capas ocultas

IV. EJEMPLO

A modo de ejemplo, estimamos los parametros del mo-
delo cosmolégico LCDM con el algoritmo conocido como
muestreo anidado elipsoidal [11] y, también, con ese mis-
mo algoritmo complementado mediante redes neuronales
artificiales. La implementaciéon que hemos realizado fue
incorporada dentro del cédigo SimpleMC.

Los datos observacionales utilizados fueron SN-TA,
cronémetros cosmicos, oscilaciones actsticas de bariones
y datos de la radiacién césmica de fondo obtenidos por
el satélite Planck. En la Figura 6, se pueden apreciar los
resultados obtenidos mediante ambos métodos.

Ademds, en la Tabla I, se comparan los tiempos que
consumieron ambos métodos, asi como sus calculos de
la evidencia bayesiana. Esta diferencia de tiempo, a pe-
sar de parecer pequena (~ 13%), corresponderd a una
mejora considerable cuando se consideren modelos cos-
moloégicos mas y una cantidad elevada de datos, como la
que esperamos en los siguientes anos.

sin RNA con RNA
3.194 2.819
—35,611 +0,233|—35,67 £+ 0,231

tiempo (minutos)

log(Evidencia)

Tabla I. Tiempos de ejecucién y evidencias bayesianas

—— sin RNA
—— con RNA
00234 -
~ 0.0228 -
<
(@]
00222 -
0.0216
+ + + +
0696
£
068 -
0664 -
0272 0288 0304 0320 00216 00222 00228 00234 0664 0680 0696
Qum Q,h? h

Figura 6. Comparacién de resultados

V. CONCLUSIONES

La incorporacién de redes neuronales dentro de la es-
timacién de parametros cosmoldgicos, permite disminuir
el tiempo computacional al aprender a calcular las inte-
grales de las funciones de verosimilitud. Ademas, se con-
serva la precision tanto en la estimacion de los valores
mas probables de los parametros como en el calculo de
la evidencia bayesiana.
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I. INTRODUCCION

El estilo de vida moderno caracterizado por el consumo ex-
cesivo de carbohidratos, el sedentarismo, la obesidad, la ac-
cion de contaminantes o el estrés emocional, entre otros fac-
tores. Se sabe ahora que dicho estilo de vida estd asociado
al desarrollo de enfermedades con una sintomatologia muy
diferente, tales como la diabetes tipo 2, los accidentes car-
diovasculares, los derrames cerebrales o el cancer de colon.
Si bien estos padecimientos poseen un cardcter multifactorial,
involucran un denominador comun: una respuesta inmune ex-
presada como un estado inflamatorio crénico de bajo nivel [1].

Normalmente, ante la invasion de un agente patdégeno
las células del sistema inmune pueden desarrollar diferentes
clases de respuestas efectoras, que pueden ser del tipo celular,
humoral o inflamatorio. En particular, la respuesta inflamato-
ria involucra la eliminacién rdpida de virus, bacterias y hongos
que expresan motivos moleculares caracteristicos: aziicares
de membrana, proteinas flagelares, fragmentos de ARN, etc.,
los cuales son reconocidos por las diversos tipos de células
inmunitarias encargadas de esta respuesta; sin embargo, el ex-
ceso de aziicares y grasas circulantes en el organismo conduce
a la alteracién de los procesos metabdlicos involucrados en
la transformacién de nutrientes en energia, asi como a la lib-
eracion de agentes quimicos pro-inflamtorios que se traduce
en un deterioro paulatino de diversos tejidos y a la generacién
a largo plazo de enfermedades crénico degenerativas.

La naturaleza multifactorial de este tipo de enfermedades
sugiere que una herramienta ideal para su modelado son las re-
des complejas, las cuales permitan describir las interacciones
mutuas de las diversas componentes celulares, moleculares y
ambientales involucrados en su desarrollo. La observacién
de que una respuesta inmune crénica de bajo nivel induce un
deterioro gradual de la funcionalidad celular y enfermedades
concomitantes, conducen a la propuesta de que éstas pueden
entenderse en términos de transiciones de fase entre un estado
relativamente sano, caracterizado por una homestasis celu-
lar alterada, pero capaz de compensar su progresivo deterioro
funcional, hacia otros estadios asociados con el agotamiento
de dicha capacidad compensatoria y la expresion manifiesta
de estos padecimientos. En el lenguaje de los sistemas com-
plejos, las diferentes fases tienen su origen en un conflicto
entre fuerzas efectivas que favorecen la expresioén de un fené-
meno con otras que se contraponen al mismo, y cuya resolu-
cién conduce a una sintesis manifiesta por la emergencia de
patrones de expresion estacionarios. Dicha conjetura puede

formalizarse, como se verd posteriomente, recurriendo a la
teoria de sistemas cooperativos, transiciones de fase y autoor-
ganizacion [2].

Enlo que sigue, se presentard una exposicion de herramien-
tas conceptuales y matematicas involucradas en la teoria de
sistemas complejos en la descripcién de las enfermedades con
origen inflamatorio. Primero se abordard el estudio de la
dindmica inmunitaria en términos de procesos de autoorga-
nizacién y transiciones de fase fuera del equilibrio. A con-
tinuacidn, se discutird el abordaje de estas enfermedades me-
diante redes reguladoras conformadas por componentes celu-
lares, moleculares y ambientales involucrados en su desar-
rollo. Para ello se introducirdn conceptos de las redes con re-
glas discretas booleanas. Posteriormente, se generalizard esta
descripcion a redes complejas con interacciones continuas de-
scritas por la 16gica difusa.

II. TRANSICIONES DE FASE LEJOS DEL EQUILIBRIO Y
AUTOORGANIZACION

La formacidén espontdnea de estructuras organizadas puede
explicarse mediante la teorfa de fendmenos cooperativos,
auto-organizacion y transiciones de fase fuera del equilibrio
[2]. Los fenémenos cooperativos surgen de las interacciones
no lineales de un gran nimero de subsistemas elementales que
conducen a la aparicién de patrones o fases organizadas. Esta
teoria ha sido empleada en el andlisis de multiples sistemas
que desarrollan autoorganizacién: la magnetizacién en ferro-
magnetos, la generacion de luz léser, los fenémenos de su-
perfluidez y superconductividad, o la manifestacién el campo
de Higgs de las interacciones fundamentales. EI concepto
"fuera del equilibrio’ se refiere a que estos patrones revisten
un equilibrio estacionario, pero no necesariamente de equilib-
rio termodindmico. La teoria se basa en dos conceptos princi-
pales, la existencia de pardmetros de orden y de control. Los
pardmetros de orden son aquellas variables que se identifican
con la emergencia de diferentes fases de organizacion, en-
tre las cuales puede transitar un sistema dependiendo de los
valores especificos de los pardmetros de control. La identifi-
cacion de los pardmetros de orden en una teoria no es directa,
y requiere un andlisis cuidadoso de la relevancia de las difer-
entes variables de un sistema, por ejemplo, aquellas asociadas
a elementos con un alto grado de conectividad con otros ele-
mentos. Por otro lado, los pardmetros de control estdn asocia-
dos al entorno, es decir, a las restricciones a las que esta sujeto
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el sistema.

En la descripcién de la evolucién de una enfermedad con
ortigen inflamatorio crénico debe tomarse en cuenta, como
ya se ha mencionado anteriormente, que ante la presencia de
agentes patégenos o el exceso de nutrientes tales como grasas
o azucares, las células del sistema inmune pueden desarrollar
una respuesta efectora del tipo inflamatorio. En forma con-
comitante, ocurre una respuesta reguladora que tiende a in-
hibir efectos perjudiciales derivados de una accién efectora
exacerbada. La regulacién mutua de los diferentes tipos de
respuestas requiere de una comunicacién transmitida medi-
ante la secrecién de mensajeros quimicos (quimiocinas) cuyo
efecto depende, tanto de la concentracién de las células excre-
toras y receptoras, como de su afinidad hacia receptores celu-
lares especificos. Denotemos por N1 al nimero de células de-
sarrolla una respuesta efectora del tipo inflamatorio, y por N~
al nimero de células que genera una respuesta reguladora, de
modo que N*+ N~ = N. Si introducimos ahora las fracciones
relativas, nt = NT/Nyn~ =N~ /N, connt +n~ =1, las
consideraciones anteriores nos permiten suponer que la comu-
nicacién celular induce acciones colectivas que favorecen o
inhiben la respuesta inmune efectora, las cuales pueden repre-
sentarse por términos proporcionales a (n*)?n~,y —(n~)%n",
respectivamente. Asimismo, supondremos que en ausencia de
estas interacciones decae a una tasa a. En tal caso, la dinamica
de la fraccidn efectora puede describirse por la ecuacion

% =c(n™)?n —b(n ) *nt —an* (1)
=—y(n") + By —an" =F(n"), @)

en donde la Ec.(2) se obtiene sustituyendo la condiciéon n~ =
1 —n™ enla Ec.(1). En lo que sigue, es conveniente redefinir
la tasa de decaimiento efectiva & — & — ., e introduciré la
notacién n = n. En tal caso, los estados de equilibrio esta-
cionario del sistema satisfacen la condicién dn/dt = 0, con
solucionesn =0y

B
_ZinY

En general, todas la raices son admisibles; sin embargo, en el
presente problema se debe cumplir que n > 0, por lo que se
deben considerar s6lo las soluciones con la raiz positiva; el
resto de los pardmetros debe satisfacer las relaciones: § > 0,
Y>0,y o < B*/4y.

En forma andloga a los sistemas mecdanicos, en esta descrip-
cion se puede introducir un potencial de configuraciones en el
espacio de estados, V(n), tal que F(n) = —dV(n)/dn. Pode-
mos visualizar este potencial como un paisaje con colinas y
valles; es fécil ver que la condicién de equilibro estacionario
implica que dichos estados residen en los valles del mismo.
Las interacciones involucradas en la Ec. (1) estdn descritas
por el potencial:

n

B2 —4y(a— o). 3)

1 1 1
V(n)= E(a—ac)nz—gﬁn3+zyn4. 4)
Examinemos primero el caso en que 3 = 0. Entonces V (n) se
transforma en un potencial ’cudrtico’ cuyos valores minimos

estdn determinados por el pardmetro o: si @ > ¢, el minimo
se encuentra en n = 0, mientras que para & < (., el miAimo

se encuentraen n = (|ot — |/ ) 12 = p,. Vemos que « actia
como un pardmetro de control que determina una transicién de
fase de un estado inactivo a otro activo definido por el valor
finito del pardmetro de orden n. En el modelo de infeccién por
el VIH, este proceso se identifica con una transicién de una re-
spuesta inmune de tolerancia al virus, a una respuesta efectora
exacerbada que da lugar a una aceleracion de la reproduccién
viral y sus efectos perjudiciales. Estudios experimentales con-
firman que la activacién crénica de la respuesta inmune con-
duce a un deterioro gradual del tejido linféatico, que es donde
se aloja el 99% del virus, y que dicho deterioro correlaciona
con el advenimiento del SIDA [3].

Una fenomenologia similar ocurre si consideramos que
ahora f§ tiene un valor finito; sin embargo, el cardcter de la
transicion se modifica, ya que en el primer caso la transicién
entre estados ocurre en forma continua, mientras que en el
segundo ocurre en forma discontinua. De acuerdo con una
clasificacion estdndar de transiciones de fase, en el primer
caso ésta es de segundo orden, con V'(0) = V'(n,), pero
V”(0) # V" (n,), mientras que en el primero es de primer or-
den, con V'(0) # V'(n,).

III. REDES REGULADORAS BOOLEANAS Y PAISAJE
EPIGENETICO

Una concepcién semejante a la desarrollada por Germinal
para el estudio de la complejidad biolégica fue elaborada en
forma independiente por C. H. Waddington en 1957, con la
introduccion del concepto metaférico del paisaje epigenético
[4]. Estaidea tiene como fin entender los procesos reguladores
de genes involucrados en el desarrollo celular, el cual puede
visualizarse como una bola rodando en un paisaje formado
por picos y valles. Siguiendo su trayectoria, la pelota final-
mente puede caer en un valle, representando su posicion final
un destino o fenotipo celular. Este concepto fue formalizado
posteriormente por S. A. Kauffman y L. Glass [5, 6], quienes
estudiaron el comportamiento de grandes redes de ’genes’ bi-
narios interconectados, estableciendo los principios del mod-
elado booleano de procesos de diferenciacén celular.

El modelado matemdtico basado en redes con reglas
booleanas [7-9] proporciona informacién cualitativa signi-
ficativa sobre la topologia basica de las relaciones que de-
terminan alternativas destinos celulares y pueden usarse para
el andlisis de circuitos bioldgicos sin requerir valores explici-
tos de los pardmetros involucrados en la red. En este tipo de
enfoque, los nodos de la red representan genes, factores de
transcripcién, proteinas moduladoras de vias de sefializacion,
factores ambientales, etc., y enlaces que representan regula-
ciones positivas o negativas entre pares de nodos. La variable
de estado de cada nodo toma un valor discreto de O (inhibido o
inactivo) o 1 (expresado o activo). El estado de cada nodo en
el momento ¢ 4 1 se especifica mediante un mapeo dindmico
que depende del estado de sus reguladores en un momento
anterior ¢:

g (t+1)=F (q1(2),...,qa(1)), (5)
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donde Fj es una funcidn discreta que representa una proposi-
cion ldgica, definida por una regla booleana, es decir,
satisface la axiomdtica establecida por G. Boole, quien desar-
roll6 un sistema de reglas que permitian expresar, manipular
y simplificar problemas 16gicos cuyos argumentos admiten
dos estados (verdadero o falso). Si denotamos los conectivos
16gicos como and = A, or = V, not = —, los axiomas de Boole
para la conjuncién légica son:

an(bAc)=(anb)Ac asociatividad
aNb=bAa conmutatividad
an(aVvb)=a absorcién
an(bVec)=(anb)V(aNc) distributividad
aNh—a=10 complemento

Los axiomas correspondientes a la disyuncién 16gica pueden
derivarse directamente de las leyes de De Morgan, que definen
la negacién de las proposiciones booleanas compuestas

~(anb)=(=a)V(=b),

—(aVvb)=(—a)A\(—D).

La dindmica inducida por el mapeo booleano se determina en
forma completa una vez que se especifica un conjunto de val-
ores de expresion inicial de los componentes de la red. A
partir de un conjunto inicial dado, los nodos actualizan it-
erativamente su valor en sincrénicamente, hasta que final-
mente alcanzan un estado estable determinado por la condi-
cién gx(t + 1) = gx(r). Esta dltima condicién especifica un
atractor de punto fijo. Alternativamente, en la simulacién
de algunas redes reguladoras puede, resultar atractores cicli-
cos asociados a la condicién g (t + N) = g (), en donde el
numero entero N denota el periodo del atractor. Esta clase de
atractores describe comportamientos oscilatorios y son deter-
minados por al menos un circuito de retroalimentacién neg-
ativa en la topologia de la red, equivalente a un niimero im-
par de interacciones del tipo inhibitorio. En el andlisis de la
dindmica, un papel especial es jugado por circuitos de pares
de nodos mutuamente inhibitorios (¢;—qx) A (gx—g;), lo cuales
funcionan como ’switches’ que determinan vias alternativas
de senalizacion de la red, es decir, conforman nucleos de bi-
furcacién que conducen a diferentes atractores.

En contraste con el esquema sincrénico, también se
puede considerar un enfoque iterativo asincrono, en el que
cada nodo actualiza su valor de acuerdo a: ¢q(t + ) =
Fi(q1(),...,qn(t)), donde T; es un tiempo de actualizacién
caracteristico. En este caso, la condicién de punto fijo,
qr(t + 7)) = qx(t), conduce exactamente al mismo conjunto
de relaciones obtenidas en el método sincrono, y por lo tanto,
los conjuntos de atractores de punto fijo coinciden en ambos
esquemas. Sin embargo, la condicion para que exista un atrac-
tor periédico, gi(f + Tx) = qx(t + N), implica que los tiem-
pos de actualizacién de los distintos nodos deben satisfacer la
relacién 7; /17, = N, para todo i, k, de tal manera que el nimero
de tractores ciclicos se reduce respecto del caso sincronico.
Asimismo, el el tamafio de las cuencas de atraccién puede
diferir también. De hecho, en el marco asincrono, el tamafio

de las cuencas depende de las diferentes opciones de los pasos
de iteracion Ty.

La dindmica general de un modelo puede evaluarse rastre-
ando las trayectorias de todas las configuraciones iniciales
posibles en el espacio de estados hacia los atractores; el
tamafio de este espacio estd dado por Q = 2" donde n es el
nidmero de nodos en la red. En general, cada punto fijo o atrac-
tor ciclico se puede alcanzar desde un nimero @ de diferentes
condiciones iniciales. El pardmetro @ denota el tamafio de la
cuenca de atraccién que puede visualizarse como el drea de
una region del paisaje epigenético. En consecuencia, la prob-
abilidad de que se exprese un estado estacionario viene dada
por una proporcién de dreas, p = @0/Q. El comportamiento
general del sistema y la cantidad de atractores de una red reg-
uladora booleana depende tanto de sus caracteristicas topoldg-
icas, como de la cantidad de sus componentes y el grado de
interconectividad entre ellas. Se reconoce ahora que las re-
des bioldgicas son sistemas libres de escala, lo que significa
que sus nodos muestran una gran diversidad en el nimero
de aristas, incluyendo pocos elementos con muchos enlaces
y muchos elementos con pocos enlaces. La invariancia ante
transformaciones de escala proporciona, entre otros atributos:
robustez de la red, mayor eficiencia en la propagacién de la
informacién y la propiedad de que el nimero de atractores es
casi independiente del nimero de nodos [10].

Los modelos booleanos han sido ttiles para integrar datos
publicados independientemente de diferentes circuitos molec-
ulares involucrados en la especificacién celular, para investi-
gar cOmo estos circuitos orquestan la diferenciacion, y para
generar nuevas hipétesis sobre interacciones no contempladas
o estados celulares de diferenciacion alternativos. Con base
en estos modelos ha sido posible dilucidar las relaciones epi-
genéticas en plantas, donde el sistema paradigmdtico es la
Arabidopsis thaliana. En este sistema se han realizado in-
vestigaciones sobre la generacion de los érganos florales y la
raiz [8, 11-13], la emergencia de patrones celulares y su reg-
ulacién por fuerzas mecdnicas y quimicas [14], asi como el
comportamiento de los ciclos celulares de la planta [15]. En
el area de la Biomedicina, se ha estudiado la influencia de
un microambiente celular inflamatorio en el desarrollo de la
leucemia [16], o el problema de la diferenciacion y plasticidad
celular de células del sistema inmune y su relacién con las en-
fermedades crénico-degenerativas [17, 18]. Una revision de
las aplicaciones tanto de la teoria de redes redes reguladoras
complejasde para el estudio de procesos del desarrollo y plas-
ticidad de células del sistema inmune en la generacién de este
tipo de enfermedades puede consultarse en la Ref. [9].

IV. REDES REGULADORAS Y LOGICA DIFUSA

El estudio de las enfermedades crénicas ha influido fuerte-
mente en la comprensién de cémo ligeros cambios derivan en
una perturbacién sistémica del comportamiento de sistemas
biolégicos complejos. Si se quisiera simular, por ejemplo,
la forma en que la acumulacién progresiva de factores proin-
flamatorios en el tracto intestinal perturban la proporciones
de poblaciones de células T-CD4, la naturaleza discreta de
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los valores de verdad involucrados los modelos booleanos im-
plicaria un uso muy limitado para investigar las etapas tran-
sitorias entre el atractor sano y un atractor patoldgico [9].
Un enfoque mas realista debe considerar que los niveles de
expresion, las concentraciones y los pardmetros de los sis-
temas biolégicos pueden tomar cualquier valor dentro de un
rango continuo limitado sélo por restricciones de funcionali-
dad [9, 19-21]. La traduccién de las reglas booleanas inter-
activas al dominio continuo se puede lograr considerando un
enfoque basado en la 16gica difusa [22-25]. Esta teoria tiene
como propo6sito el proporcionar una base formal para el ra-
zonamiento aproximado, y cuenta con aplicaciones tanto en
la ingenierta de control, como en ciencias fisicas, biomédicas
y conductuales. Se caracteriza por un enfoque gradualista, de
modo que el grado en que un objeto exhibe una propiedad de-
terminada se especifica mediante una funcién de pertenencia
(o caracteristica) tt[wy], con valores de verdad que van desde
la falsedad total, u[w;] = 0, hasta totalmente cierto, pt{wy] = 1.
Por ejemplo, la propiedad de ’ser una persona talentosa’ im-
plica que hay un conjunto de personas que comparten ciertas
caracteristicas sin 1imite definido.

La l6gica difusa satisface un axiomadtico similar al involu-
crado en la légica booleana, excepto por el principio de iden-
tidad, lo que significa que el principio de no contradiccién
no es vdlido. Por lo tanto, aunque parezca paraddjico, una
proposicién w y su negaciéon 1 —w pueden ser simultdnea-
mente verdaderas. En este contexto, la afirmaciéon 'no era
un tipo bondadoso, pero tampoco era malo’ tiene un signifi-
cado en la teoria del lenguaje. En los sistemas bioldgicos,
las proposiciones difusas pueden describir casos en los que
una célula muestra un patrén de expresion intermedio que no
necesariamente pertenece a un fenotipo especifico. La ausen-
cia de no contradiccion se expresa formalmente mediante la
ecuaciéon w = 1 —w, con la solucién w = 1/2 [23]. Se deduce
que el valor w = wyy,, = 1/2 puede interpretarse como un um-
bral entre la falsedad y la verdad (de lo anterior, se desprende
que un discurso basado en medias verdades puede conducir
a demostrar cualquier afirmacién). Similarmente al enfoque
booleano, en el régimen continuo las interacciones regulado-
ras de la red se caracterizan por proposiciones de logica di-
fusa denotadas aqui como wy|[qi (¢),...,ga(¢)] y que se infieren
de observaciones experimentales o son sugeridas por requisi-
tos de consistencia interna. De hecho, un esquema de traduc-
cién del escenario discreto al continuo puede implementarse
de manera directa mediante la sustituciéon de los conectivos
booleanos and (A), or (V) y not (—), por sus contrapartes di-
fusas. Sin embargo, la definicién de conectivos difusos no es
unica, y se han propuesto varias alternativas diferentes que no
son completamente equivalentes. En la siguiente tabla pre-
sentamos la propuesta original de Zadeh [22] y un esquema
de tipo ’probabilistico’ [25]. Ambos esquemas satisfacen la
axiomadtica booleana modificada discutida anteriormente. El
segundo esquema muestra las mismas propiedades que las dis-
tribuciones de probabilidad conjuntas para variables indepen-
dientes, de modo que las proposiciones difusas pueden tra-
ducirse directamente en enunciados de inferencia probabilis-
tica:

Boolean Zadeh ’Probabilista’

g and p min |q,p] q-p
qor p maxlg,pl q+p—q-p
not p 1—-p 1—p

Un ejemplo de traduccién del marco booleano al difuso esta
dado por la expresién:

wlp,q,rl=(qVp)A—r—(g+p—q-p)-(1-r1).

Las proposiciones 16gicas continuas se pueden utilizar para
construir una expresion explicita de la funcién caracteristica
U[we]. En el enfoque booleano discreto, esta funcién seria
equivalente a una funcién @ del tipo escalén:

0 siwg < 1/2;
Uwr] = Owr —1/2] =< 1/2 siwg=1/2;
1 siwg>1/2.

En el enfoque continuo, el grado de verdad que alcanza una
proposicion légica puede representarse por una funcidén car-
acterfstica con una estructura sigmoidal que cambia gradual-
mente de un valor nulo a un valor unitario. Muchas funciones
comparten esta propiedad. Una expresion empleada en difer-
entes aplicaciones de 16gica difusa en biologia de sistemas es
la funcién logistica:

1
" 1+ exp[—B (Wk(q1, s Gn) — Winr)]

1w ©)

Aqui, wyp,, es un valor umbral tal que si wy > wyp,, wy tiende
a ser verdadero (o expresado). Por lo general, wy,, = 1/2.
El pardmetro f3 es una tasa de saturacién que mide el ritmo
del transito de un estado no expresado a uno expresado. Este
ritmo es gradual para valores pequefios de 8, y abrupto para
grandes valores. En el caso 8 > 1, u[wi] = O [wx — wyp,|.
La dindmica discreta implicada por la Ec. (1) puede gener-
alizarse al continuo mediante la introduccién de un conjunto
de ecuaciones diferenciales ordinarias para la evolucion de los
niveles de expresion g (t) de los componentes de la red:

d
% = W wi(q1,--,qn)] — G, @)

donde p[wy] expresa una realizacién continua de la regla
booleana wy, mientras que o es una tasa de decaimiento.
En este esquema, los estados de equilibrio del sistema estan
definidos por la condicién de estado estable dg; /dt = 0, que
conduce a

1
G = % 1 wi(qys - )], ®

donde el superindice s denota el valor de estado estacionario.
Una consecuencia directa de esto es que el nivel de expresion
del nodo k depende en gran medida de su tasa de decaimiento.
En el caso ¢ > 1, un nodo se sub-expresa con respecto al
valor alcanzado por oy = 1; en particular, para oy > 1, la ex-
presion de ese nodo se inhibird por completo: g; — 0. Lo
contrario también es véalido: si oy < 1, un nodo se vera relati-
vamente sobreexpresado. Podemos notar que oy < 1 implica
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un valor de expresién g, > 1. Aunque en légica difusa se
supone que los valores de las variables estdn limitados al in-
tervalo 0 < g < 1, los valores mayores que uno no estan nece-
sariamente excluidos por el formalismo, y es una cuestién de
conveniencia el rango en el que se definen las variables [25].

La teoria de redes reguladoras continuas ha sido empleada
en el estudio de diferenciacion y plasticidad de células del sis-
tema inmune [19, 31], asi como para modelar procesos involu-
crados en el desarrollo celular en plantas[12, 20, 21, 30], o la
integracién de factores moleculares, celulares y biomecanicos
en dichos procesos [32]. Asimismo, este enfoque se utilizado
para describir vias de sefializacion en las células beta del pan-
creas y la influencia de la inflamacién y la sobrenutricién en
el desarrollo de la diabetes tipo 2 [? ]. En este caso, es posi-
ble entender a esta enfermedad como una sucesién de tran-
siciones de fase entre estados de salud, sindorme metabdlico
y diabetes manifiesta, ocasionadas por el agotamiento de los
procesos celulares que permiten compensar la resistencia a la
accioén de la insulina por parte de estas células.

Cabe hacer notar que el marco conceptual y metodologias
involucradas en el estudio de redes neuronales [26, 27] tienen
una estructura muy similar a las empleadas en el formalismo
de redes difusas; en particular, las interacciones sindpticas se
describen mediante funciones equivalentes a la funcién carac-
teristica p[wy]; es factible suponer que patrones de compor-
tamiento generales de una teoria pueden verse reflejados en la
otra.

A. Autoorganizaciéon y orden temporal

El desarrollo de estructuras organizadas y asociacién con
transiciones de fase fuera del equilibrio contempla el hecho
de que la transicién de un estado inicial a otro final es un
proceso esencialmente irreversible, de modo que los cam-
bios entre diferentes patrones emergentes en redes comple-
jas exhiben direccionalidad temporal [12, 21, 28]. Como vi-
mos anteriormente, alteraciones en parimetros del sistema in-
ducen modificaciones del espacio de configuraciones capaces
de generar transiciones entre diferentes estados de organi-
zacion. En un buen nimero de sistemas complejos un papel
central lo juegan las tasas de decaimiento involucradas en la
dindmica. Estos pardmetros determinan tiempos caracteris-
ticos de expresion de los elementos de la red, definidos por
Ty = 1/oy. Si suponemos que se puede construir un orde-
namiento 0; > 0 > ..., es claro que este procedimiento in-
duce un ordenamiento asociado 7; < T < .... En consecuen-
cia, el paisaje de estados puede explorarse modificando las
alturas relativas de sus colinas y valles mediante la variacién
de los pardametros de control oy, en otras palabras, alterando
los tiempos relativos de expresion de las componentes del sis-
tema [30]. Una consecuencia inmediata es que la dindmica del
sistema puede discriminar entre variables lentas, gz,(¢), y rdp-
idas, gg(t). Se puede demostrar que la conducta general del
sistema a largo plazo estd determinado por las variables lentas,
mientras que las rdpidas se adaptan en forma casi instantdnea
al entorno definido por las primeras. Lo anterior se refleja en
la condicién dqgr/dt ~ 0, que se cumple para tiempos car-

acteristicos Tg < 7r, de modo que gg alcanza con rapidez
su valor estacionario gy. Esta propiedad permite introducir
la hipdtesis adiabética [2], la cual consiste en la eliminacién
de las variables rdpidas introduciendo su valor estacionariogy
en las ecuaciones dindmicas. Por lo tanto, el nimero de gra-
dos de libertad efectivos se reduce y eventualmente limitarse
a un nimero pequefio de variables independientes relvantes,
qi, las pueden identificarse como parametros de orden del sis-
tema. Este criterio debe tomarse como un grano de sal, dado
que cada sistema reviste propiedades dindmicas especificas.
En particular, en la teorfa de redes las variables que tienen
un alto grado de conectividad, asi como aquellas que forman
’switches’ de bifurcacion son centrales en la induccién de pa-
trones autoorganizados.

La existencia de jerarquias de valores de los pardmetros car-
acteristicos de expresion de los agentes que definen un sistema
complejo permite establecer una la flecha temporal en la emer-
gencia secuencial de sus diferentes estados de organizacién
[21, 28]. Este mecanismo ha sido empleado para describir la
sucesion temporal en el surgimiento de los sépalos, pétalos,
estambres y carpelos en las flores [12, 21, 30]. También ha
sido utilizado para caracterizar la progresion a largo plazo de
la diabetes tipo 2, en donde se observan transiciones graduales
entre estados de salud, sindrome metabdlico y diabetes mani-
fiesta.

V. REDES ESTOCASTICAS

Un elemento relevante en el estudio de las transiciones
entre estados estacionarios es la existencia del ruido, es de-
cir, la influencia de interacciones aleatorias inherentes a cada
sistema biolégico. Dependiendo de su intensidad, la exis-
tencia de ruido puede alterar drasticamente las predicciones
producidas por el formalismo determinista, especialmente en
los puntos de bifurcacién del paisaje, donde el ruido puede
acelerar la velocidad de transicién entre los atractores veci-
nos [33]. La accién del ruido puede incorporarse en el for-
malismo de redes reguladoras continuas suponiendo que éste
queda representado por una variable estocastica, &(f), con
promedio nulo (£(r)) = 0, y dispersién estadistica dada por
(E(r) E(¢")) = DG(t —t'). Aqui, D es un coeficiente de di-
fusién, y G6(t —¢') es una funcién que caracteriza la du-
racién de la autocorrelacién de la variable & [33]. El caso
en el que la correlacion es proporcional a la funcién delta de
Dirac, G(t — ') = Go6(t — '), corresponde a un ruido blanco
sin efectos de memoria. En el caso m$ general, la funcién
G(t —1t") proporciona una medida del tiempo caracteristico en
que el sistema guarda memoria de su estado en tiempos pre-
vios, es decir, se trata de un sistema no-markoviano.

El andlisis de redes reguladoras con perturbaciones aleato-
rias ha sido implementado utilizando diferentes tipos de
aproximaciones. En la Ref. [12] se contempla un esquema
booleano sujeto a fluctuaciones estocdsticas capaces de im-
pulsar transiciones entre los valles del paisaje epigenético. En
el mismo trabajo se propone un esquema hibrido basado en la
dindmica continua por intervalos de Glass [6]. Otro enfoques
[21, 34] han considerado la ecuacién estocdstica de Langevin
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[2, 33], la cual tiene la misma estructura que la ecuacién de-
terminista (7), excepto por la introduccién de un ruido aditivo

s@):

d
% = 1wi(q1, - qn)] — oqr + & (2) )

= Fi(q) + &(t),

con q = (q1,...qgn), y en donde Fi(q) juega el papel de una
fuerza efectiva. En este esquema, un agente del sistema de-
sarrollard una trayectoria en el espacio de configuraciones
guiada por Fi(q), pero sujeta a las fluctuaciones inducidas
por &(¢). Si suponemos que el agente parte del mismo valor
inicial ¢, (0) en diferentes realizaciones del proceso, esto per-
mitird construir un ensamble estadistico de trayectorias asoci-
adas a dicha condicién. En el caso de ruido pequefio (D < 1),
las soluciones dependientes del tiempo estardn compuestas
por la trayectoria promediada sobre el ensamble (g, (¢)), mds
las fluctuaciones aleatorias alrededor de esta ruta. Entonces,
los estados estacionarios del sistema estan determinados por
la relacion: (q}) = (u [w}]) /4. Concluimos que, similar-
mente al enfoque determinista, los pardmetros de decaimiento
oy, controlan las alturas relativas de picos y valles en el paisaje
epigenético medio. Sin embargo, como se menciond ante-
riormente, las fluctuaciones pueden facilitar el trinsito entre
valles del paisaje.

Un enfoque complementario es el formalismo de Fokker-
Planck [2, 33], el cual considera que el ensamble de trayec-
torias estocdsticas {qx(¢)} puede ser caracterizado por su dis-
tribucién de probabilidad P[q(¢)]. La distribucién P[q(r)] sat-
isface la ecuacion de difusion:

9°Plq]

ks> 10
*94i94x 1o

dPlq] - 9F(q)Plq] | 1
T LT o, T2k

en donde Fy(q) es la misma la fuerza efectiva que aparece

en la Ec.(9), y la matriz Dy, representa los coeficientes de
difusién. Cuando Dj, = Dy la difusién de la probabilidad
ocurre con la misma tasa D para todas las componentes del sis-
tema. Es facil mostrar que en el caso en que Fy(q) es derivable
de un potencial, Fr(q) = —dV(q)/dqs, entonces la ecuacién
de Fokker-Planck (10) tiene una solucion estacionaria dada
por:

Plq] = Ne 2V (@/P, a1

Vemos que la estructura de esta solucion tiene interpretacion
muy intuitiva, dado a cada minimo del potencial V(q) le
corresponde un maximo de la distribucién de probabilidad
P[q], lo que sugiere proponer el concepto de paisaje de
probabilistico [21, 35]. En este caso, los picos mds altos de
probabilidad de expresién se asientan sobre las cuencas de
atraccién mds profundas del paisaje configuracional, mientras
que los valles de probabilidad se localizan en sus cimas.
En estos términos, la evolucion temporal del sistema puede
visualizarse como un transito dindmico de los picos de proba-
bilidad en el paisaje de configuraciones. Las redes complejas
estocdsticas ha permitido entender el orden temporal del
surgimiento de los sépalos, pétalos, estambres y carpelos en
las flores de la Arabidopsis thaliana [12, 21, 30]. Por otro
lado, actulamente estdn en marcha investigaciones enfocadas
en la descripcion del deterioro paulatino de la funcionalidad
celular en las enfermedades crénicas.

A modo de conclusién, el uso de redes reguladoras, ya sea
en el marco discreto de Boole, en el continuo involucrado
por la ldgica difusa y sus generalizaciones estocdsticas de
Langevin y Fokker-Planck nos puede conducir a una mayor
comprension de los mecanismos subyacentes en la evolucién
de la complejidad de los sistemas vivos.
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