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1. Resumen.

En el 4rea de la fisica que se dedica estudiar el universo en conjunto (sus estructuras,
origen y demas fendémenos), la cosmologia, hay muchas interrogantes y tensiones que atn
no tienen respuesta. Estas cuestiones derivan en el desarrollo de las diversas lineas de
investigacion. Una de las més estudiadas actualmente es la de energia y materia oscura.

La energia oscura, al ser una de las principales componentes del universo en el que vivimos
resulta muy intrigante, ya que no se sabe con certeza cuél es su composicion. Puede tratarse
de una energia constante asociada a una constante cosmologica, una energia fantasma, una
energia evolucionante o incluso una quintaescencia.

Dependiendo de su naturaleza el universo podria tener un destino diferente. Es por ello que
un punto de interés es estudiar un modelo, alternativo al estandar, que se adapte mejor
a las observaciones de hoy en dia. Para ello, uno de los datos observacionales que mas ha
cobrado fuerza en los tltimos anos han sido las observaciones de lentes gravitacionales.

Las lentes gravitacionales se asocian a otro gran fenémeno que es la materia oscura, otro
de los grandes componentes de la materia-energia del universo. Es asi que las lentes nos
pueden proporcionar informaciéon de la energia oscura, que combinado con un modelo
cosmologico también sirve para conocer mas de la expansion acelerada del universo.

El modelo estandar es ACDM. Sin embargo el poder conocer con precision los parametros
del modelo de energia oscura, ademéas de la necesidad de resolver tensiones y problemas
en el modelo actual pueden ser aminoradas con modelos alternativos.

En este trabajo lo que se realiz6 por medio de MCMC es la constriccion de pardmetros
de distintos modelos de energia oscura, para poder comparar y analizar cuales se ajustan
mejor a las observaciones de lentes fuertes. Esto fue posible también haciendo uso de
las relaciones para las distancias didmetro angulares y de luminosidad, que permitieron
conectar las observaciones de las lentes con cada modelo.

2. Planteamiento

Actualmente el modelo de energia oscura estandar, més aceptado, es el modelo ACDM.
Esto debido a su concordancia con la Teoria del Big Bang (que explica como el universo
nacié de un estado de gran densidad a expandirse muy rapidamente), con la existencia de
grandes estructuras y la expansion acelerada del universo, entre otros.

En este se consideran ciertos aspectos, como el uso de la Relatividad General como teoria
correcta para el estudio del universo, también se estudian los halos de galaxias por medio de
perfiles como el Navarro-Frenk-White, en donde el contenido del universo es de neutrinos,
radiacion, materia barionica, energia y materia oscura (las mayores componentes).

Sin embargo, debido a cuestiones que pueden ser debidas al modelo cosmoélogico, se tienen
tensiones y cuestiones importantes. Una de ellas es la tension de Hubble, la tension s8, la



discrepansia de la energia de vacio, entre otras.

Es por ello que se considera que al modelar de distinta forma el comportamiento de la
energia oscura, estas tensiones y conflictos se vayan resolviendo. De aqui la importancia de
tener modelos alternativos de energia oscura y que se puedan comparar en la constriccion
de parametros, como lo mencionamos enseguida.

Existen parametrizacion y extensiones de ACDM, como CPL, JPB, wCDM, FSLL, etc..
Que vale la pena estudiar con MCMC.

3. Objetivos.

Diferentes modelos de energia oscura han sido propuestos como modelos alternativos. Entre
los qué se encuentran wCDM, CPL, JBP, FSLL (los ultimos 3 parametrizaciones).

En las parametrizaciones se consideran dos parametros para la ecuacién de estado: wy y
wi. Ademas de los demas pardmetros del modelo.

Actualmente existen datos observacionales de lentes fuertes, de distintos surveys. A medida
que se obtienen datos més recientes se espera obtener una mejora en la constriccion de
parametros, especialmente en los de la ecuaciéon de estado: w, y ws.

Asi que el objetivo principal al comparar estos modelos es utilizar las observaciones de
lentes fuertes, es decir, las observaciones astronémicas, usando la prueba del likelihood.
La conexién necesaria para los modelos de energia oscura con las observaciones de lentes
fuertes también se puntualiza en el trabajo.

Adicionado a que durante la comparacion de modelos se obtendran graficas de contorno,
para los parametros del parametro de Hubble. En ellas se podra observar la constriccion
de parametros, cudles son las regiones donde se tienen mejores parametros.

Por otro lado, el procedimiento se llevara a cabo utilizando métodos de Montecarlo, en es-
pecifico cadenas de Markov, llevadas a cabo con el algoritmo Metropolis- Hastings, primero
programado en python.



4. Introduccion.

4.1. ;Qué estudia la cosmologia?.

J

¢Cémo se sabe Candidatos ¢Coémo se sabe Candidatos

que existe? que existe?
) v
. x = “MACHOS, WIMPs
-Ex%ar:swp acelerada Energia del ~Lentes gravitacionales (neutrinos)
€l Universo, vacio,constamte (fuertes y debiles), curvas de
supernovas ... cosmol6gica rotacion, cumulo bala...

¥
Lentes gravitacionales

p
f Tipos > Micro lensing

Strong lensing J
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Figura 1: Ramificacién de dos grandes temas de interés en cosmologia

La palabra cosmologia viene del griego kdsmos y el latin logia. La cosmologia se enfoca en
estudiar todo el espacio, el universo, en conjunto. Mas que las caracteristicas que tengan
los objetos astronémicos esta se interesa en el por qué de las propiedades de estos y sus
estructuras.

Para estudiarlo se considera que el universo tiene ciertas caracteristicas ideales. Vemos
que a nivel local, los objetos como planetas y demas orbitan estrellas; las estrellas a su
vez se encuentran orbitando los centros de sus galaxias; las galaxias por otro lado estan
agrupadas en ciimulos; los ciimulos a su vez estan agrupados en supercimulos y finalmente
los superctiimulos se pueden agrupar en franjas, formando murallas.



Figura 2: Franjas formadas por superciimulos de estructuras. Al centro se ve la Gran muralla de Sloan.

En la figura 2 vemos como filamentos de supercimulos parecen interconectarse y forman
una muralla de aproximadamente 420 Mpc de largo. A esta escala todos estos grandes
conjuntos de galaxias parecen verse distribuidos uniformemente...

4.1.1. El principio cosmolégico.

A un nivel de estructuras de superciimulos, aproximadamente 100 x 10%pc (1pc = 3,086 x
10'®m), se da por valido el llamado Principio cosmologico. Este principio establece que
no hay un lugar especial en el universo, la Tierra y el sistema solar no se encuentran en
un lugar privilegiado. Las estructuras se encuentran distribuidas de manera isétropa y
homogénea.

La isotropia hace referencia a que, desde un punto fijo, no cambien las propiedades de un
sistema vistas en cualquier direcciéon. La homogeneidad se refiere a que desde cualquier
lugar del sistema se ven las mismas propiedades. Una no necesariamente implica la otra.
Un ejemplo de esto pude ser un patréon, seria homogéneo pero no isotrépico. Un patrén
de lineas en un circulo que van del centro hasta la circunferencia, seria isotrépico pero no
homogéneo, como se ve en la figura 3.
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Figura 4: Cosmic Microwave Background o CMB producto de la radiacién emitida cuando el universo era
ns4 n
joven".

En la figura 4 vemos la radiaciéon de microondas que impregnan todo el espacio, producto
de que de acuerdo al Big Bang, el universo una vez fue muy denso y compacto.

Cuando observamos a mayor detalle la temperatura de este fondo, que siguiendo la dis-
tribucion de un cuerpo negro es de 2.728 K, vemos las fluctuaciones de temperatura (re-
presentadas por los colores, de escalas de pKelvin) de alrededor de 30uK de forma mas
evidente. Tal como predijeron Sachs Y Wolfe en 1967, poco después de su descubrimiento.
Si observamos todo el CMB se ve isétropo (aunque con algunas anisotropias evidentes).



4.1.2. Modelo ACDM.

Las observaciones de materia oscura (se mencionaran en la seccion 4.2) que se han reco-
pilado en la actualidad son estudiadas a partir de modelos. Existen diversos modelos y
el modelo que mejor se acopla a las observaciones y aspectos del Big Bang es el modelo
Lambda Cold Dark Matter.

El modelo Lamda Cold Dark Matter, describe el comportamiento de galaxias a grandes
escalas y los halos de materia oscura que se forman alrededor de ellas.

Para caracterizar los halos de galaxias se usa el perfil de densidades.

Estos perfiles describen como esta distribuida la masa en estos halos, en este modelo se
utiliza el perfil Navarro-Frenk-White. En el la densidad esta descrita por:

r/r_o+ (1+71/r_s)

p(r)

Donde r_5 es el radio caracteristico a la que el logaritmo de la pendiente es -2.
Se asumen, en general los siguientes puntos:

-El universo contiene materia en la forma de radiacién, materia baridénica, materia oscura
fria (no relativista) y una constante cosmologica A que representa la energia oscura.

-Se considera la Teoria de la Relatividad de Einstein la correcta para estudiar los fenémenos
cosmologicos.

-Se definen seis parametros base importantes para ayudar a describir el modelo: w, =
Quh? (de materia barionica), w. = Qp.h* (de materia oscura),  (tamafio angular del
horizonte sonoro), 7 (ancho 6ptico de dispersion en la reionizacion), A, (la amplitud de las
fluctuaciones de densidad primordiales), n,(espectro inicial de las fluctuaciones de densidad
del universo temprano). Donde h = Hy/100kms™*Mpc! [1].

-Se considera la métrica FLRW, donde el parametro de curvatura k=0, es decir un universo
plano [2] [3] [4

dr?

1—kr?

ds* = —c2dt + a* ( + 72(d6? + sin? Hdgbz)) :



4.1.3. Ecuaciones que describen el universo.

Ya que el universo se encuentra en expansion, para poder estudiar ciertas propiedades y
fenémenos en el universo, hay que hacer uso de ecuaciones que modelen como se comportan
las variables que nos interesan.

08

0.6

032

0o 00 i i i
00 02 04 06 08 10 0.0 0.2 04 X3 08 1.0

Figura 5: Al aumentar la distancia entre objetos o coordenadas en el espacio la distancia real va cambiando.

Consideramos que la expansion del universo se produce en un universo plano. En la figura
5 se ilustra la expansion en un espacio bidimensional y por utilidad se introducira una
coordenada comovil para expresar esta nueva distancia real (correspondiente al espacio de
la derecha) que sigue la expansion.

7= a(t)Z.

Donde 7 es el vector en coordenadas fisicas acordes a la expansion, & el vector de coorde-
nadas comoéviles y a es el llamado factor de escala, que representa la tasa de expansion.
A partir de esta podemos definir

a

H=-.

a
. Pero qué representa H? Representa el valor de la rapidez a la que crece el factor de escala
a.

Actualmente, H se ha medido en varios proyectos, que no han llegado a un consenso
definitivo. Pero normalmente su valor ronda de Hy = 67,4 + 2’%” /Mpc hasta Hy = 76,8 +
25 /M pe

10



Ecuacion de Friedmann.

A partir de consideraciones mas clasicas se puede obtener la ecuacion de Friedmann.

Consideramos una masa puntual m, que esta siendo atraida por un objeto de masa M.
Con m a una distancia r del centro de esta distribucion de masa.

Si obtenemos la energia total que posee la masa m, U =T + V: Primero con

GMm

D) .

F =

r

Integrando obtenemos el potencial:

V:/FdT:GMm/T—lzdr: ——GMm.

r
Tomando en cuenta que M es: M = %ﬂr?’p y la energia cinética: T' = m2“2.
Remplazamos en la energia total:

2 2
mu Gm4 muv 4 1 4
U= —/— — —_m’p=— — —Gmmr’p = —ma*z? — —Gmna*2’p. 1
2 s 3" P72 73 P=3 3 P @

(gaby:De donde viene esta definicion? o porqué es valida?)
Definimos kc? = —2% donde k es definida como una constante ([k] = —5) y representa el

parametro de curvatura. Multiplicamos (4.2) por —%— :

2U G 8 k2 _ @ 8
———§7TGP—>—G—2—G—2—§7TpG

ma2x? a?

Finalmente tenemos una ecuaciéon que relaciona la tasa de expansion del universo con la
densidad de energia de este:

a

a\®> 81Gp  kc?
7 e @)

Para poder resolver esta ecuacion debemos introducir una ecuaciéon que satisfaga el valor
de la densidad, p.

11



Ecuacion de fluido.

Para encontrar una ecuacion que relacione p con el factor de escala a, estudiamos la energia
que tendria este sistema: dE + pdV = TdS.

Como el sistema, el universo, no pierde ni gana energia (proceso reversible): dS = 0.

Derivamos la energia y el volumen, respectivamente:

4 4 d d
E=md = §7ra3pcz — dE = gﬂcg(a?’d—? + 3pa2d—?).
4 4 d
V= §7ra3 —dV = 573a2d—?.

Ahora los remplazamos en la lera Ley:

4 d d 4 d
§7r02 (agd—f + 3pa2d—?) + p§7T3a2d—;L = ?a®p + 3¢?pa*a + 3pa*a = 0.

Multiplicamos por el factor # y simplificamos:

3c¢?pa*a  3pata 0

c2a3 a3

N p
p+3aQr+§)=0. (3)

Ecuacion de estado.

Esta nos da informacion sobre el tipo de fluido que se encuentre en el universo. En este
caso queremos que describa la energia oscura.

Considerando la homogeneidad e isotropia del universo, vemos que la densidad es depen-
diente del tiempo (p = p(t)). Por lo que para resolver la ecuacion de continuidad se propone
una ecuacion de estado para saber como se comporta la presion.

El fluido de la DE puede ser uno perfecto descrito de forma barotrépica, esto significa que
el fluido solo depende de la presion: p = p(p). Asi que relacionando con la densidad de
energia de la DE:

p = we.

Donde la densidad de energia : € = pc?. Por tanto, con c=1 para simplificar:

p = wp. (4)
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En este caso la propuesta méas siemple para la DE fue una constante cosmologica A (in-
dependiente del redshift). Asi que el pardmetro de la ecuacion de estado es w = —1, para
tener una expansion en lugar de una compresion.

De esta forma la ecuacion de estado para la DE como A:
D= —p

Ademés de esta forma de la ecuacion de estado uno puede proponer formas dependientes
del redshift, como en la seccion 4.3.3.

Ecuacion de aceleracion.

Se puede obtener una ecuacion a partir de la de Friedmann y la de fluido. Derivando la
ecuacion de Friedmann :

d (a) 2aa%—a% 2aaa—a2

dt \a a a?

d (8nGp —I—i ke? _87rG,b+2dk02
dt 3 dt a2 ) 3 a’ '

aai—a®> 87Gp  2akc?
97 _
a a? 3 a3

Y remplazando la ecuacién de fluido, p:

phab—a® _ %WG <—3é (p+ 3)) , 26k
a

a a? c? a3
9_<9)2—47TG( +4) L
a a’ p c2 a?’

Sustituimos la ecuacién de Friedmann en (%)2 y simplificando:

AnGp n 8nGp _ 4nGp  4nGp
? 3 3 7

i 4nG 3p
CE T\ Pt )
a ¢ ¢

Vemos que esta ecuacion es dependiente de la de Friedmann y la de fluido.

¢ —4rGp —
a
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Distancias.

., Qué sucede cuando queremos medir la distancia de la Tierra a algtin objeto celeste?

Podemos utilizar distintas técnicas o ecuaciones, todo dependerd de que tan lejos se en-
cuentre dicho objeto o de algunas caracteristicas que posea (como su luminosidad).

Cuando se trata de distancias "locales", digamos del orden del ancho de nuestra galaxia,
se puede utilizar el llamada distancia didmetro angular.

Distancia diAmetro angular.

El didmetro angular, §, se define a partir de la distancia a la que se encuentra un objeto
desde el punto de vista de un observador y el didmetro que el objeto tiene.

Figura 6: angulo que subtiende un objeto a cierta distancia y con un cierto ancho.

A partir de la figura 6 podemos encontrar una relacion, para el angulo 9.

Para encontrar una relaciéon para el angulo, tomando la tangente que se forma en 4, tene-

mos:
2) 2Dy,

Reescribiendo como la expansion en serie de Taylor (y aproximando solo hasta segundo
término):

3
tan(d) :(5+%+... = 0.

5 _ _d
Por lo que tenemos § = 5 D

—>DA:g
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Sin embargo a distancias D4 mucho mayores se vuelve muy complicado obtener el angulo
0 que subtiende un objeto lejano.

c 21
D, = 4.
A H0(1+z)/0 B(z) "

Distancia de luminosidad.

Cuando se observa un objeto que emite luz en el espectro, es 1til aprovechar sus caracte-
risticas. Normalmente hay dos tipos de objetos que se pueden utilizar, por su luminosidad.
Siendo la luminosidad la distancia a la que un objeto emite un flujo de energia (luz).

Se puede relacionar con el pardmetro de Hubble, de manera que su expresion es de la
forma:

c |
D = —(1 '
L Ho( +Z)/o E(2) e

Cn la ecuacion de Friedmann adimensional:

Euopm(2)? = Qrpa™ 4+ Qnoa™ + (1 = Qg — Qo) (1 + 2)30H)
Donde la distancia de luminosidad y la angular se relacionan por:

D = Da(14 2)%

Dy = DL(l + 2)72

4.1.4. ;Cual es el contenido del universo?.

En cosmologia se clasifica la materia del universo, de acuerdo a sus diferentes componentes,
en general se considera que se divide en las siguientes ramas. Tenemos: Bariones, materia
oscura, radiacion y neutrinos; como se muestra en la figura siguiente esta es la composicion
de materia.
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|_Materia oscura:l
26.8%

Materia
baridnica
4.9%

Neutrinos

#~—Radiacion

Einergia oscura 68.3%:|

Figura 7: De acuerdo con las observaciones mas recientes (por Planck) la mayor parte del universo esta
compuesto por energia oscura (y en menor cantidad por materia oscura) de la que no se conoce su
naturaleza. Solo un 4.9 % representa los atomos, estructuras y objetos que podemos ver.

De acuerdo al tipo de particulas, y sus interacciones, que se describen en el Modelo Estan-
dar de Particulas, los bariones son particulas subatomicas de espin 1/2. Se caracterizan
por estar compuestas de tres quarks, los neutrones y protones son ejemplos de ellas. Nor-
malmente se incluye al electréon dentro de esta categoria, aunque este no es un barién
propiamente, es un lepton.

La radiacion se refiere a las ondas electromagnéticas o fotones (desde un punto de vista
cuantico). Esta interacciona con los bariones (también los electrones).

Los neutrinos son leptones, como los electrones, sin masa. Hay tres tipos: neutrino del
electron, tau neutrino y neutrino del muon. Se cree que puede haber un fondo de neutrinos
(asi como el fondo de microondas) pero las interacciones con estos son muy débiles.

Y estos tltimos tres, en conjunto, se engloban en lo que se conoce cominmente como
materia barionica. El sector de DM y DE corresponde al de materia exoética.
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4.2. La materia oscura.

Se trata de uno de los dos componentes mas enigmaticos del universo. Es materia exotica
(no bariénica), que conforma el 26.8 % de la materia total del universo. El origen de su
descubrimiento viene desde mediados del siglo pasado, cuando se comenzé a estudiar la
estructura de las galaxias

Se descubrid algo extrano... las galaxias debian contener mucha mas materia que la visible.

4.2.1. ;Coémo se sabe que existe?

Por medio de observaciones indirectas se ha dado cuenta de la existencia de esta materia
exo6tica, que no esta compuesta de particulas barionicas.

A inicios del siglo pasado no habia evidencia de que hubiera otros objetos fuera de nuestra
galaxia. Al principio se crefa que todas las estrellas que se observaban en el firmamento se
encontraban dentro.

.,Cuando cambio esto?

A inicios del siglo XX Edwin Hubble, un astrénomo estadounidense, realiz6 importantes
aportes en la cosmologia. En 1924 observo la galaxia Andrémeda, nuestra vecina més
cercana, y partir de observar estrellas variables ceféidas en ella pudo determinar que se
encontraba aproximadamente a 1.5 millones de afios luz (o 460 kpc). (jav: 7)

Esto supuso que esta "nebulosa"(como eran llamadas las galaxias en ese entonces) se
encontraba fuera de nuestra galaxia, y que todas las demas justamente también lo estaban.

Figura 8: Galaxia de Andrémeda, o espiral M31. Se encuentra en la constelacion de Andréomeda a 780 kpc
de la Tierra. Una distancia mayor que la que obtuvo Hubble.

En el ano 1936 Jan Hendrick Oort, un fisico holandés, comenzo6 a estudiar las estrellas
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cercanas al centro de la Via Lactea. Observando la influencia que el centro ejercia sobre
las estrellas pudo hacer una estimaciéon de la masa de este. Se dio cuenta de que la masa del
centro no coincidia con la que estaba produciendo esta influencia en las estrellas aledanas.

También realiz6 numerosas observaciones sobre nuestra galaxia y sistema solar. Sugirié
que, tal como los planetas mas externos de nuestro sistema que se movian a velocidades
maés lentas que los més interiores (de acuerdo a la 3ra Ley de Kepler), asi las estrellas mas
exteriores deberfan moverse lentamente.

Fritz Zwicky, un astronomo bulgaro sent6 el primer precedente de que habia materia fal-
tante en las galaxias. En 1933 realiz6 observaciones de galaxias en el cimulo Coma, sugirio
que su velocidad de rotaciéon no concordaba con la teoria, sin embargo no logré convencer
a la comunidad cientifica.

Vera Rubin fue una astrénoma estadounidense, que posteriormente realizdé aportaciones
cruciales para el descubrimiento de la materia oscura. Se dedico a estudiar las curvas de
rotacion de las galaxias.

Una curva de rotacion es la relacion entre la distancia de una estrella u objeto brillante
en una galaxia, al centro de la misma, respecto de la velocidad a la que rotan respecto al
bulbo o centro.

Lo que uno esperaria ver en una curva de rotaciéon de una galaxia seria el analogo al compor-
tamiento kepleriano; esto es una curva decreciente (v ~ 1/7'/2): a medida que la distancia
al centro aumenta la velocidad de rotacion disminuye (comportamiento correspondiente a
la curva punteada -A- de la figura 9).

Velocidad

Distancia

Figura 9: Curva de rotacion caracteristica observada de las galaxias (en la curva punteada A) y la curva
esperada (B) segiin una relacion tipo v ~ 1/71/2,

En cambio se observa un comportamiento como el de la curva B en 9. En la figura 10 se
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observa la curva real, de M31, obtenida por Rubin y Ford, que sigue este comportamiento.

] & 8 12 16 20 KPC 24
T T T T

(KM/SEC)

200F

ROTATIONAL VELOCITY

0 1 Il A 1 1
0 20 40 &0 80 100 120

DISTANCE TO CENTER (MINUTES OF ARC)

Figura 10: Curva de rotacion de pequenos cumulos de estrellas de tipo espectral O y B en M31 y estrellas
cerca del nicleo galactico.

Vera, junto con Kent Ford estudiaron las curvas de rotaciéon no solo de M31, de la Via
Lactea y de diversas méas. El patréon que encontraron en M31 es el que se muestra en la
figura 10, completamente analogo al de la Via Lactea.

Estos resultados fueron desconcertantes, ya que significaba que debia haber més cantidad
de materia que la que se podia observar con los telescopios. Ellos calcularon que la masa
faltante debia extenderse, como un halo, mas alla del limite observable de las galaxias [5].

(vale:Me falta mencionar méas aportes)(jav: por ejemplo, que es una curva de rotacion)
(vale:ya esta la explicacion de curva)

4.2.2. Candidatos

MACHOS A lo largo de estas tltimas décadas se ha comenzado una bisqueda de la
materia faltante en las galaxias, para explicar su movimiento.

A finales de la década de los 90s se comenzo a postular que posibles candidatos a materia
oscura podrian ser objetos compactos o bien alguna clase de particulas elementales.

Esto ya que la materia oscura no podia estar compuesta de las mismas particulas que
la bariénica, de ser asi seria detectable por medio de observaciones directas. De aqui se
postulé que podrian ser objetos compactos denominados por sus siglas, Masive Compact

Halo Objet o MACHOs.
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Justamente a finales de esa década (90s) hubo observaciones dedicadas al estudio del
microlensing de estrellas provocado por objetos compactos. Estas observaciones estuvieron
a cargo del Proyecto MACHO, por cientificos estadounidenses y australianos.

Al final de este proyecto, que tuvo una duraciéon de 5 anos de observacion, se obtuvo que la
masa de materia oscura con la que contribuian estos objetos era un 20 % de la esperada [6].

WIMPs Como la biisqueda de la naturaleza de la materia oscura continuo, después de
que los MACHOs dejaran de ser candidatos mas probables, cobré més fuerza la propuesta
de una particula como componente de la materia oscura.

Este tipo de particula deberia interaccionar solo gravitacionalmente con los bariones. Se
les llama WIMPs, que quiere decir Weakly Interacting Massive Particles.

Se han propuesto varios tipos de WIMPs, el mas conocido es el neutralino. Este se carac-
terizaria también por tener un tiempo de vida mas estable que otras particulas llamadas
supersimétricas [7].

La supersimetria de particulas como modelo ,MSSM, se trata de un ajuste al modelo de
particulas. En este se supone que cada particula elemental tiene una super-companera,
es decir cada fermion tiene una companera bosénica y cada bosén tiene un companero
fermionico.

Esto implicaria la existencia de mas particulas que atin no se han detectado.

Existencia de mas dimensiones. Otro grupo candidato que resuelve ciertos
aspectos de la materia oscura podrian ser otras modificaciones a la teorfa, de forma que la
energia oscura es un efecto secundario de este, no existirfa compuesta de particulas.

Si consideramos que la materia oscura es un efecto entonces tendriamos que explicar que
pasa entonces con otros fénomenos [3].

Suponiendo la existencia de més dimensiones, de las que estamos acostumbrados esto
implicaria que no podemos acceder a ellas. Para poder hacerlo se necesitaria de mayor
energia.

(jav: aqui pondria la explicacion de energia oscura) (vale:Cambié la seccion de lentes al

final )
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4.3. La energia oscura.

Esta es un tipo de energia que se caracteriza por ser gravitacionalmente repulsiva. Se cree
que conforma aproximadamente el 69 % de la materia-energia del universo.

Al igual que la materia oscura, no se sabe mucho de su naturaleza. Pero a diferencia de
esta, se manifiesta como una especie de propiedad inherente del espacio.

4.3.1. ;Coémo se sabe que existe?

De forma indirecta se supo que esta debia que estar presente en todo el espacio. Debido,
principalmente, al descubrimiento de la expansion acelerada del universo.

Descubrimiento de la expansiéon del universo. Hasta inicios del siglo
pasado, se crefa cierto el modelo del universo donde este era estatico, los cuerpos celestes
se mantenfan en la misma posicion y por ende no habia expansién ni contraccion del
universo. En base a esta idea, cuando Einstein formulé la Teoria General de la Relatividad
SUpuso un universo estatico.

Pero cuando se descubri6 la expansion del universo esto cambi6 el paradigma.

Hasta ese entonces no se tenia la certeza de que hubiera objetos fuera de la Via Lactea,
aunque se sabia de la existencia de lo que llamaban nebulosas (en realidad eran galaxias)
y se crefa que todos ellos estaban dentro de ella.

En 1929, el astronomo estadounidense Edwin Hubble observo la distancia a la que se
encontraban las llamadas nebulosas de nosotros. Esto mediante la observacion de estrellas
variables ceféidas que se encontraban en estas.

Las ceféidas, como su nombre lo indica, varfan o pulsan, haciendo que lo haga su brillo.
Tienen la particularidad de tener un patréon definido de luminosidad, por lo que a partir
de este se puede inferir la distancia a la que se encuentran.

Esto se hace a partir de la relaciéon periodo-luminosidad. Esto es, a partir del periodo de
las cefeidas, si tienen un periodo mayor tienen mayor brillo intrinseco que las de menor
periodo.

Por la que a partir de esta curva que nos da el brillo podemos obtener la distancia a la
que se encuentran de la Tierra. Usando la relacion m — M =5 log(%)
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Figura 11: Velocidad a la que se mueven ciertas galaxias, de nosotros, respecto a su distancia en Mpc.

A partir de estas observaciones Lemaitre y Hubble dedujeron lo que hoy se conoce como
la Ley de Hubble-Lemaitre. A Georges Lemaitre también se le atribuye el resultado de la
expansion con un factor de escala, obtenido de manera independiente a Hubble.

En la figura 11 podemos ver como se sigue una relacién para la velocidad:

v=HD

La expansion del universo hace que las galaxias y/o objeto aumenten méas y mas la distancia
entre ellos, debido a su velocidad.

Se sabe que el valor de esta velocidad fue menor en el pasado, mientras mas cerca del Big
Bang.

Expansion acelerada del universo. De manera que todo lo que llevé al des-
cubrimiento de que el universo se estaba acelerando fue crucial para poder dar cuenta,
posteriormente, de que esto estaba pasando de manera acelerada. Esto debido a la energia
oscura.

Posteriormente, un resultado fundamental para determinar la existencia de la energia os-
cura fueron observaciones hechas a supernovas de tipo Ia.

En 1998 un equipo liderado por Adam Riess, obtuvo resultados de la luminosidad esperada
de 10 supernovas tipo Ia. A partir de esto se obtuvo la distancia (distancia luminosa) a
estas supernovas.

Los resultados indicaron que estas distancias eran mucho mayores que las esperadas, en
un universo compuesto solo por materia bariénica (es decir €2, dominante).
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Importancia de supernovas Ia.

Sabemos que las estrellas en el universo existen ya que hay un equilibrio hidrostatico entre
la fuerza producto de las reacciones de fusion y la gravedad.

Cuando las estrellas llegan a ser tan masivas como 5 veces la masa solar (o mayor), al final
de su vida ttil, terminaran como supernovas.

Cuando se agoten los elementos para realizar la fusion la gravedad dominaré, haciendo que
la estrella colapse rapidamente. Como resultado la capa méas exterior saldra disparada y
donde se encontraba el niicleo quedara una nube densa con un remanente de ntcleo denso.

Esto es lo que se conoce como supernova, y su rastro deja lo que se conoce como nebulosa.
Existen varios tipos de supernovas que se pueden clasificar de acuerdo a las caracteristicas
de su luminosidad, sus curvas se luz.

Figura 12: Nebulosa del Cangrejo producto de una supernova, de tipo pleriéon o viento pulsar, contiene un
pulsar rotante en su interior. Se encuentra a aproximadamente 1992 pc de la Tierra.

Existen dos tipos principales de supernovas, las tipo I y II.

Las tipo II presentan lineas de hidrégeno cuando son observadas por medio de espectro-
metria, hay una fuerte presencia de este elemento en su composicién. Sin embargo hay un
gran rango de variacion de este elemento para sus curvas de luz (son dispersas entre ellas).

Las tipo I se cree que son originadas por enanas blancas y se caracterizan por no presentar
lineas de absorcién de hidrogeno.

Dentro de esta clase, hay tres subclases. Las tipo Ia, que al principio sus lineas espectrales
indican una fuerte presencia de Si II. Para las Ib, tienen mas presencia de helio ionizado,
He IT (ha perdido uno de sus electrones). Y las Ic no tienen una presencia fuerte de ninguno
de los dos.
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Después de presentar lineas de Si I1, las supernovas tipo la presentan un espectro de lineas
de elementos del grupo 8 de la tabla periodica (Fe, Ru, Os, Hs). Esto hace que sus curvas
de luz sean homogéneas y se pueden estandarizar para usarlas como candelas estandar.

BLUE MAGNITUDE

SN (987A

0o 50 I00 150 200 250 300 350 400
DAYS AFTER MAXIMUM LIGHT

Figura 13: Curvas de luz de distintos tipos de supernova, la curva de luz de las tipo la son cruciales para
poder utilizarlas como referencia para la candela estandar.

En la figura 13 se observan las curvas de luz de supernovas de tipo I y II. La curva de luz
de la Ia es la que se utiliza para determinar la distancia a la que se encuentran de la tierra.

Como en el caso de las cefeidas, las supernovas la se pueden utilizar como candelas estan-
dar.

A partir de la curva de luz de SN tipo Ia de la figura 13 se puede determinar la magnitud
de su brillo. Sabiendo el tiempo que tarda en producir su maximo se puede deducir la
magnitud del brillo, Cuando tenemos este se puede obtener la distancia r de la Tierra.

Como el factor a esta relacionado con el corrimiento al rojo, este nos da informacién de

cuando el universo era mas joven. Ademas con la tasa de expansién sabemos la aceleracion
del universo actual [8] [9] [10] [11].

4.3.2. Candidatos

En el caso de los candidatos para explicar la naturaleza de la energia oscura, no se trata
de objetos o alguna clase de particulas, sino de algo quizéa inherente al espacio. Esto puede
manifestarse como una propiedad o una constante.

Se cree que la energia oscura puede asociarse a una manifestacion de la energia del vacio
o una constante cosmologica.
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. También una manifestacion de la quintaescencia?

Constante cosmolégica. En la fisica de la Relatividad General, un rasgo muy
importante es que de la ecuacion de Campo de Einstein (que en realidad son 10 ecuaciones
compactadas) se puede ver que la geometria del espacio se relaciona con la distribucion de
energia-momento.

De manera que es como si la geometria del espacio le dijera a la materia como moverse a
través de el.

Cuando Einstein formulé la Relatividad General pens6 en un universo estatico, acorde a
la época.

Por lo que para que un universo estético coincidiera con la formulacién de las ecuaciones
de Campo habia que agregar una constante. Esta es la llamada constante cosmoldgica.

Esta denotada por la letra A.

Por otro lado en mecénica clasica, el movimiento de las particulas (anélogo a la materia)
esta caracterizado por los estados final e inicial de su energia.

A partir de esto, en cuantica, se puede pensar en la posibilidad de una energia del vacio,
es decir una densidad de energia asociada al espacio vacio per se.

Los términos energia del vacio y constante cosmologica se refieren basicamente a lo mismo,
ya que para definir la constante cosmolégica se introduce un término de densidad de energia
del vacio [12].

Quintaescencia. A inicios del siglo pasado, concretamente a finales de los 90s, se
propuso una forma para esta energia oscura.

En 1998 Edward Cadwell, Steinhart y Dave propusieron lo siguiente.

Se considero la energia oscura como si fuera un campo escalar, presente en todo el espacio.
De forma que esta seria una manifestaciéon de la energia oscura por medio de un campo
repulsivo, que haria que los objetos en el universo tiendan justamente a alejarse unos de
otros.

Este campo estaria descrito por una ecuacién de estado como la ecuacion 4.

4.3.3. ACDM y modelos alternativos

Cuando a la energia oscura, en el modelo A se le asocia un valor constante de evolucion,
la forma que adopta la ecuacion 4 es negativa (debido a que aqui w= -1)

La ecuacion de Friedmann adimensional que sigue es:
Excpm(2)? = Qoa™ + Qa4+ Qp 0 Excpm(2)? = Qo1+ 2)* 4+ Qno(1 + 2)° + Qa
Donde Qo 4+ €,,0 + Qa0 = 1 y € es 0 para curvatura plana.
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Uno de los problemas que presenta considerar la energia oscura, como una constante cos-
mologica A que es inerte al espacio es la siguiente.

Si la energia oscura tiene su origen en el espacio mismo, en la energia del vacio jqué

orden de magnitud tiene? Al ser una energia asociada al vacio deberia ser un estado

de minima energia. Cuanticamente sabemos que un estado de minima energia tiene una
. ) _ 1

correspondiente energia (E, = 5hw).

Sin embargo las mediciones de la energia no coindicen en ordenes de magnitud (j22!) con
el valor previsto teéricamente.

Por ello se buscan variaciones de este modelo, que se ajusten tan bien con las observaciones
como este [13].

wCDM.

Este modelo puede verse como una extension de ACDM, ya que w de la ecuaciéon de estado
puede tomar un rango de valores. De w = —1 a w < —1/3.

Es util definir la ecuacién de Friedmann adimensional: E cpy = @

o

Entonces la ecuaciéon completa:
E"JCDM(Z)Q = QT,OG_4 + Qm,oa_3 + (1 — Qr,O - Qm,O)a_3(l+W)7
Bucom(2)? = Qo1+ 2)* + Quo(1 + 2)% + (1 = Qg — Qo) (1 + 2)20H),

Chevallier-Polarski-Linder (CPL).

A diferencia del modelo ACDM y wCDM con un parametro de la ecuaciéon constante, en
este w es variable y adopta la forma de una parametrizacion: w(z).

En esta se modela el comportamiento de la energia oscura dependiente del corrimiento
al rojo, z. Tratando de ajustarla a las observaciones recientes del comportamiento de la
constante cosmologica.

El parametro viene dado como: wepr(2) = w, + wi(l — a) = w, + w135
dw

Donde w, es cuando tenemos z = 0 y evaluada w; = 9%|.—o.

Con el factor adimensional Fcpr, = %:
o

—3w12
EC’PL(Z)2 = Qng(l + 2)4 + Qmp(l -+ 2)3 + (1 — QnO - Qm,0)<1 + 2)3(1+w0+w1) exXp |: L :|

142

Jassal-Bagla-Padmanabhan (JBP).

El pardametro de la ecuacion de estado serfa: wypp(z) = w, + wia(l —a) = w, + wlﬁ.

De igual manera a CPL, tenemos w, cuando z =0y w; = ‘;—“Z’]ZZO.
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Con el factor adimensional E;pg = H;IBP tenemos :
o

-3 2
EJPB(Z)2 = Qr,O(l + 2)4 -+ Qm,O(l + 2)3 + (1 — Qno — Qm,O)(l + Z>3(1+w0) exXp |: okl :|

2(1+ 2)2
Feng-Shen-Li-Li (propuesta tentativa)

Se trata de dos parametrizaciones, parecidas a las anteriores. Son las siguientes dos pro-
puestas, [ y II:

( ) z
w Z) = Wo Wi——=
FSLL(I) +wi 1+ 22
( ) 22
WFSLLIT)(?) = Wo + W1 1+ 22

La ventaja frente a JPB por ejemplo, es que no hay divergencias para los diferentes redshfit
(por ejemplo en z = —1).

Asi que en la ecuacion adimensional de Friedmann:

EFS’LL<Z)2 = Qr,O(l + 2)4 -+ Qmp(l + 2)3 -+ (1 — QT,O — Qm,O)fdei-

Donde
3 31U1 2\ 3w 3w
faer(2) = (1 4+ 2)°(1 + wp) exp iT arctan(z) | (14 z7)1"1 (1 + 2)T2"1

[13].
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4.4. Lentes gravitacionales.

Son objetos en el espacio con una cantidad de masa alta, tal que cuando la luz pasa cerca,
es afectada por su interaccion gravitatoria y se ve deflectada.

El fénomeno producido por una lente gravitacional fue registrado desde principios del siglo
XX.

La teoria de la Relatividad General de Einstein predecia que la luz debia ser perturbada
de su trayectoria en la presencia de campos gravitacionales. Asi que por el afio 1912 hubo
una carrera por ver quién podia observar y comprobar esta deflexion de la luz (la teoria
en si).

Diversos cientificos trataron de medir el grado de desviacion de la luz al pasar cerca de un
astro como el sol. Sin embargo, fue Arthur Eddington (un astréonomo inglés) quien realizé
un viaje a la isla Principe (en Africa) para observar el eclipse solar que daria lugar en
mayo de 1919.

Se registro en placas el eclipse y se realizé el calculo que daba una deflexion de entre 0.9"de
angulo a 1.8". Se pudo constatar que, tal como predecia la Relatividad General (un angulo
de 1.7"), la luz curvaba su trayectoria al pasar cerca de un objeto masivo (en este caso el

sol) [14].

A

Segundo
de arco

Posicién
real

Figura 14: En a) podemos ver como la luz se desvia de su trayectoria recta, en b) podemos ver la vista
desde la tierra.

En la figura 14 se retrata el fenomeno de lenseado que ocurrio en este eclipse. En a) se
retrata la trayectoria que deberia seguir la luz (linea verde) y la que sigue en realidad
(linea roja). En b) podemos observar como se ve esta deflexion desde nuestra perspectiva,
la posicion aparente y los 1.52 segundos de arco correspondiente a la posicion real.
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El fenémeno que producen las lentes no seria detectado formalmente por otros objetos
celestes, hasta casi finalizar la década de los 70s.

Notamos que a partir de estas trayectorias, aparente y real, a la fuente y el observador se
puede estudiar el principio por el cual la luz se deflecta, geométricamente. Sin embargo se
deben hacer ciertas consideraciones.

Se utiliza la aproximacion de lentes delgadas. En esta la masa que esta produciendo la
lente tiene un tamano mucho méas pequeno que las distancias entre los objetos del sistema.
De forma que las trayectorias, de la luz en el sistema, se pueden trazar como lineas.

Cuando tengamos lentes del tamanio de cimulos de galaxias esta consideraciéon funciona
bien. Pero cuando parecen tenerse una aglomeraciéon de multitud de lentes, que en conjunto
corresponden a una estructura de mayor tamano, no se podra aplicar [15].

También se considera que las distancias, en general, (a la lente y a la fuente en si) no cam-
bian (aunque esto no es del todo cierto debido a la expansion) o su cambio es despreciable.

4.4.1. Stronglensing.

Fritz Zwicky fue un astréonomo suizo que en 1937 publicé articulos sugiriendo que galaxias
lejanas podian ser candidatas para lentes, que produjeran este efecto.

Pero este tipo de lenseado no fue detectado, formalmente, hasta la década de los 70s. Y
el culpable fue un cuasar. Actualmente también se tienen observaciones, para el caso de
galaxias, que producen el efecto con estos objetos, los cuasares [16].

Un cuasar, que en inglés quasar hace referencia a quasi stellar radio source, son objetos
que se encuentran en el centro de las galaxias. Estos emiten una muy fuerte cantidad de
radiacion electromagnética (luz visible, ultravioleta, rayos x, ondas de radio) y se cree que
son causados por los agujeros negros que se encuentran al centro de las galaxias que lo
presentan.

Un ejemplo de esto es la galaxia M87, en la figura 15, con un cuédsar en su centro que
produce un jet muy energético y por ende es muy luminoso, perfecto para ser la fuente de
luz de una lente fuerte.

Tipicamente se considera que el fendmeno se produce por objetos arriba de una densidad
de masa critica, de forma que la imagen proyectada en la lente esta magnificada y se
pueden formar varias imagenes miltiples (arcos).

Justo como se muestra en la figura 16, donde se observa la imagen magnificada de galaxias
y los arcos que se forman alrededor (color azul rodeando el centro) de la galaxia lente
(color anaranjado al centro).
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Figura 15: Galaxia M87 con un nicleo activo (AGN) que esta emitiendo un jet de ondas de radio (princi-

palmente), tomada por el Telescopio Espacial Hubble.

S J1205+4910

SDSS 1230040022

S J1630+4520

SDSS J0109+1500

J0330-0020

Figura 16: Lentes fuertes observadas por el Telescopio Espacial Hubble, del proyecto SLACS.
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A partir de observaciones como la de la figura 17 y 21 (lenseado fuerte de galaxia- galaxia)
se puede determinar la masa de la region central de la galaxia eliptica de fondo [17].

En la figura 17 una supernova tipo Ia, de z = 0,409, esta siendo magnificada y se observan
cuatro imagenes miltiples alrededor de la lente causante, una galaxia. Se puede determinar
la masa de esta galaxia, ya que las supernovas tipo Ia tienen curvas de luz que permiten
obtener propiedades utiles [15].

Figura 17: Imagenes multiples de la supernova iPTF16geu, registrada por el observatorio Keck en Hawaii.

(gaby:Las ecuaciones de strong lensing se calculan asumiendo: Lentes por una esfera iso-
térmica singular)

4.4.2. Weaklensing.

Poco después de que Einstein confirmara que la deflexion de la luz, debida a la influencia
gravitatoria del Sol, daba luz verde a su Teoria de la Relatividad, publicé el calculo ahora
para una estrella mas lejana.

Fue influenciado por el ingeniero Checo Rudi Mandl para realizar el calculo de esta defle-
xion, pero Einstein no tenia fe en que esta deflexion pudiera ser observada. Y curiosamente,
Mandl también influencié a Fritz Zwicky para la idea que sugirié en 1937, de que las ga-
laxias también podian ser lentes gravitacionales.

Los primeros anélisis de lentes débiles se dieron entre la década de los 90s e inicios de los
2000.

Fue en un anélisis conjunto, de Anthony Tyson, Valdes y Wenk, donde en 1990 hicieron
un analisis de 20-60 galaxias, del camulo de Abell 1689 y el cimulo CL 1409-+524.

En ellos se logré medir la distribucion de materia oscura de cimulos de galaxias [18].
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La masa de las lentes débiles esta por debajo de una densidad critica y no se llegan a
formar imagenes miiltiples ni arcos. En cambio se ve una pequena distorsion en la forma
del objeto detras de la lente.

Por lo que, para poder estudiar la distorsiéon de la imagen, se debe tener un muestreo del
tipo de objeto que sea la fuente. Posteriormente se compara estadisticamente con la lente
que se observa, para reportar algun tipo de cambio.

Gracias a este tipo de anélisis, como en la distorsion de la figura 18 se pueden recabar
muchos datos.

Figura 18: Lente débil producto de la luz del cimulo Abell 1689. Las galaxias azules se curvan débilmente
alrededor de la lente naranja central.

Este caso es del que se presenta mas frecuentemente en el universo, de acuerdo a las
observaciones que se han hecho hasta la fecha. Y justamente son ttiles para poder estudiar
la distribucién, no solo de materia bariénica si no de materia oscura presente en la fuente.
Adicionalmente también se puede estudiar la evolucion en el tiempo de las estructuras del
universo.

Ha habido varios estudios recopilatorios para estudiar la evolucion de la aceleracion del
universo, uno de ellos fue el Dark Energy Force Report (en 2006) y en 2010 el llamado
Decadal Survey.

4.4.3. Microlensing.

El ejemplo mas caracteristico es el que se dio en el eclipse solar de 1919, que se muestra
en la imagen que sigue. Donde se pudo medir el dngulo de deflexiéon «, con a=1.7".
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Figura 19: Foto tomada en Africa, del eclipse de 1919, donde se logré medir el angulo de deflexion de la
luz del sol.

El origen de los primeros avistamientos, en otros sistemas, vienen desde la década de los
80s. Fue con el descubrimiento de que las estrellas podian afectar el brillo producido en
las imagenes de quasares que se tuvo el primer antecedente.

El astronomo noruego Sjur Resfdal particip6 notablemente en estas observaciones. Su
nombre fue otorgado a una supernova estudiada, SN Resfdal. En esta se pudo observar
una lente con el efecto llamado la cruz de Einstein.

Esta supernova fue la primera que se detecto por medio de la reconstruccion de varias
imagenes (diversas lentes).

En estas lentes no se observa el efecto de imagenes miltiples ni arcos presentes y la dis-
torsién esta mucho menos presente. Se caracteriza més por la magnificacion de la luz del
objeto detras de la lentes.

Actualmente, con la busqueda de exoplanetas lejanos a la Tierra, microlensing es una
técnica 1til que sirve para poder detectarlos, ya que no se basa en detectar la luz de estos.
Aqui, cuando un planeta esta orbitando una estrella que actiia como lente de otra, este
planeta produce una perturbacion adicional que permite detectarlo [14]. (vale:Leyendo
sobre primeras observaciones en los 80s )
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4.5. Geometria de la lente

Fuente

-

~~~~~~~ . Observador
3

-

~——
~——
-

Figura 20: Diagrama de la fuente, la lente y el observador y los angulos que forman entre ellos.

En la figura 20 se denotan los cuatro d4ngulos que se forman.

El angulo 6: entre la linea horizontal de referencia del observador y la linea de la altura
del observador a la lente ( &); el 4ngulo a: de la linea formada del observador a £ con la
linea del observador a la fuente; el angulo 8 formado con la linea horizontal de referencia
y la linea que va del observador ala fuente y por tltimo el angulo &: formado por la linea
recta extendida del punto del observador a la lente (§) y la que va de £ a la fuente.

Esto para poder relacionarlos geométricamente con las distancias, como sigue. (gaby:Explicar
brevemente el papel de cada uno de los dngulos)

(vale:listo)

También se definen las distancias como distancias diametro angulares; del observador a la
lente Dy, del observador a la fuente Dg y de la lente a la fuente Dy .

A partir de la figura 20 podemos encontrar una relaciéon, una ecuacién de la lente, para el
angulo 6.

Primero podemos encontrar una relaciéon con el lado &, tomando la tangente que se forma
en el angulo # tenemos:
tan(f) = 3

Dy’
Si reescribimos esto como la expansion en serie de Taylor (solo hasta el segundo término):

23
tan(@)z@%—%—l—...z@.
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Por lo que tenemos

QzDiL—>§_0DL

También encontramos una relacion para el lado opuesto a & (que llamaremos c¢1), que se
forma extendiendo la linea desde el observador a . Nuevamente tomando la tangente y
reescribiendo:

tana = —c1 = Dpga.

Lg

Adicionalmente, de la Relatividad General (PD), el angulo de deflexion (&) esta dado
como:

. 4AMG

G = T
Ycomofl—p=a—pF=0-—a,

0—p D5’

Obtenemos ¢; = ¢;:
C1 = OAéDLS = (9 — 5)D

Dis s

Con a = B

Por lo que ahora, si multiplicamos la relacion para 6 con la de (6 — 3):

f OéDLS
o0 =5)= Dy Ds
Con f&:‘%G:
_ 4MG Dy
6(6_5)_ CQ_DL DS.

Donde la solucién de esta ecuacion esta dada por:

2
02i_ﬂ —+92.
Si B =

, 4MG Dy,
QE: 2 )

CDL DS
0 _ 4mo? Dy
£ c2 DS‘

Definiendo la distancia efectiva D,y = DD—L; y remplazando:
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Aro?
HE = 2 vDef.

Para llegar a esta ecuacion consideramos que la lente se puede modelar como una esfera
singular isotérmica (ISS).

En las lentes se pueden observar arcos formados por la luz de la fuente y los llamados
anillos de Einstein (como en la figura 21). Este caso se da con a = 0 cuando la fuente y la
lente estan muy bien alineadas centro a centro con el observador, sin embargo este tltimo
arreglo no es muy comun.

Figura 21: Galaxia B1938+4-666 alineada con su lente (una galaxia) que forma un anillo de Einstein perfecto.

Hay diferentes tipos de lentes, tres, que se pueden observar, dependiendo de las carac-
teristicas de la imagen (o imagenes) de la fuente y la fuente de la lente (mas o menos
maésiva).

Como referencia de los valores que toma g, en un articulo de 2018 donde se recompila
una muestra grande de lentes gravitacionales (77).

(jav: Este podria ser util:

http : | Jwww.hep.she f.ac.uk/cartwright/phy323/Graviensyasics.pdf
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4.6. Estadistica bayesiana.

wp, w1 La teoria de probabilidad es un area de estudio matematico que a partir de un
determinado evento, por ejemplo en un experimento o un fenémeno, busca saber que tan
posible es un resultado u otro.

Historicamente el estudio de la teoria se remonta a los juegos de apuestas o de azar,
con Jakob Bernoulli haciendo una de las primeras importantes aportaciones a la teoria:
describiendo la teoria débil de nimeros grandes, postulando las probabilidades de un evento
aleatorio dadas varias repeticiones.

Andrei Markov, en el siglo XIX, realiz6 otra gran aportacion a la teorfa. Introdujo variables
dependientes para el estudio de la probabilidad de un cierto evento, suponiendo que este
evento dependiera también del anterior [19].

Es de aqui que nacio el concepto de cadenas, de probabilidades ligadas.

Dada la probabilidad de un evento A: P(A) La probabilidad de un evento A dependiente
de un evento B:

P(A|B) =

La probabilidad de un evento A independiente de B:
P(AB) = P(A)P(B)

Teorema de Bayes.
P(A)P(B|A)

P(B)
Que se puede aplicar de forma general para un los datos de un modelo.

En cuyo caso nos dice la probabilidad de que dados los datos del modelo, A, se obtenga B
(el vector parametro propuesto).

P(A|B) =

Estéa definido por la informacion previa del modelo (prior), el posterior, que es la probabi-
lidad de obtener los parametros propuestos y el likelihood, que se detallaré a continuacion.

Adoptando los datos de nuestro modelo como D, los pardmetros como B que estan dados
bajo una hipotesis propuesta H.

Chi cuadrada.

Una forma de medir la desviaciéon de un conjunto de datos, observacionales y teoéricos es
mediante una prueba de chi. Muy utilizada en inferencia estadistica. Esta definida como:

D,— D
=) ()
o
Donde o es el ancho del error de nuestros datos observados.
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Posteriori.

Donde el posteriori corresponde a P(0|D, H) Y como su nombre lo indica representa la
probabilidad posterior a obtener més informacion del proceso. Ademés es proporcional al
likelihood.

Likelihood.

Definido como P(D|0, H) : y es indicativo de la posibilidad de ocurrencia considerando
informacion experimental D.

A su vez el likelihood se relaciona con la chi-cuadrada por:

X2
L = Loexp (—7) :

Prior.

Corresponde a P(f|H) y nos indica la probabilidad correspondiente a previo adquirir cual-
quier tipo de informacién. Si fijamos el prior como una constante ¢ entonces cualquier
parametro tiene igual probabilidad. Es por ello que el prior y el likelihood son proporcio-
nales [20].

4.6.1. Meétodo Monte Carlo.

No se sabe a ciencia cierta cuando exactamente se da el origen del método. Podria remon-
tarse al siglo XVIII, con el problema del calculo de 7, de probabilidad relacionada a la
geometria del circulo (Problema de Buffon).

Lo que si se sabe es que la nocién del método de Monte Carlo fue propuesta en 1946, por
Stanislaw Ulam.

Fue planteado a partir de la observacion de juegos de azar como el solitario. En donde
Ulam se dio cuenta de que era més efectivo estudiar la probabilidad de tener un solitario
por la experimentacion repetida de cuantas veces se obtenia cuando se bajaban las cartas,
que obtenerla sacando todas las combinaciones posibles de las cartas.

Es asi que se nombro el método por Nicholas Metropolis, a partir del formalismo presentado
por John Von Neumann y Stanislaw Ulam.

Posteriormente fue implementado, por medio de un algoritmo, en un problema de distri-
bucién estadistica, en el proyecto MANIAC, en 1952.

Y finalmente Wilfred Keith Hastings, fundamento mateméticamente el algoritmo Metro-
polis, de aqui que sea algoritmo Metropolis-Hastings [19].
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5. Metodologia.

A continuacién se explica el método MCMC, junto con el algoritmo Metropolis-Hastings.

5.1. Cadenas de Markov en Montecarlo (MCMC).

5.1.1. Funcionamiento.

{Qué es un proceso estocastico?

Un proceso que hace referencia a los distintos estados que toman cierta observacion. Donde
estos varian con el tiempo y no se puede predecir el valor que tomara un estado, en cambio
a cada uno se le especifica una probabilidad de ocurrencia.

Las cadenas se pueden pensar como una serie de estados que se pueden tomar en un cierto
proceso estocéstico. Pasar de un estado a otro esta sujeto y ligado tinicamente por estado
inmediato anterior [21].

Para cada estado: i € I, donde I es el espacio de los estados.
El espacio de probabilidades (€2, F, P ), donde A es una mediciéon en I y también se puede
pensar como una distribucion si Y, A\;= 1; Con F' es un set de subsets de €. [22]

En donde la probabilidad de cada medicion: \; = P(7)

Figura 22: Ejemplo de diagrama de cadenas de Markov de tres estados: i, j y k. En donde cada linea une
cada posible estado y esta indicada la probabilidad de cada evento.

En la figura 21 podemos ver representado un proceso estocastico, con cadenas de Markov.
Donde para cada posible estado, incluyendo la ocurrencia del mismo estado, esta indicada
su probabilidad. Por ejemplo, para el estado k, el siguiente que tiene mas probabilidad de
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ocurrencia es pasar al estado i.

Toda esta teoria de estadistica bayesiana y por tanto el método de Monte Carlo pueden
ser aplicados a modelos matematicos y fisicos.

No solo el algortimo Metropolis-Hastings, si no cualquiero otro pueden ser llevados a cabo
usando distintos lenguajes de programacion. En este caso serd en sera en Python [23].

Esto se basara fuertemente en un proceso de aceptacion y rechazo de nuevos pasos, basados
en la prueba de chi-cuadrada (también likelihood) que se explican a continuacion.

5.2. Algoritmo Metropolis-Hastings.
Dado que estamos interesados en recrear una muestra para un modelo, asumimos que esta
tiene una cierta distribucion de probabilidad.

En el caso del algoritmo Metropolis-Hastings, propuesto primero como Metropolis (1953)
y luego implementando Hastings (1970) es una forma de poder recrear una distribucion
con cadenas usando una distribuciéon estacionaria uniforme.

La distribucion en este caso es tal que todo el espacio de pardmetros en un tiempo sera
alcanzada y esto se hace por medio de caminantes.

Para este algoritmo el principio es enviar un caminante a explorar el espacio fase. Esta ex-
ploracion seré por medio de aceptacion y rechazo de un nuevo paso (inmediato al anterior).
De forma que a medida que méas espacio recorra el caminante se construiré la distribuciéon
de probabilidad de esta.

5.2.1. Parametros de una pendiente.

Podemos ejemplificar el uso del algoritmo para el siguiente caso.

Tenemos la ecuacion que describe una pendiente, y = ma + b. Donde m y b son los dos
parametros que pueden tomar valores en los reales.

Queremos obtener unos datos falsos o sintéticos, que sirvan como los datos observados. Y
a partir de ellos, usando el algoritmo, inferir cuéles deben ser los valores de m y b.

Asi que en python, nos encargamos de: 1. Escribir la ecuacion de la pendiente, de donde
generaremos los datos falsos (usando m=3 y b=5). Estos datos seran los observados.

2. Escribir la expresion para la chi-cuadrada y el likelihood, que nos ayudaran a evaluar
que tan bien se ajustan los datos teodricos a los observados.

3. Utilizar el algoritmo para inferir los mejores parametros, utilizando el criterio de chi-
cuadrada.

40



4. También probamos como se comporta la chi-cuadrada a medida que aumentamos o
disminuimos el niimero de pasos de los caminantes y también al disminuir o aumentar el
tamano de paso.

Aqui la ecuacién de la pendiente, es nuestra funcion modelo. Cuando le damos ciertos
valores a los parametros evaluamos que tan bien se ajustan y son rechazados o aceptados
COmMO Un Nuevo paso.

1.Generamos los datos sintéticos.

import random
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

##Datos con funcion modelo
x_axe= np.arange(0, 30, 1)
def eq_recta (m, b):
y=[m*i +b for i in x_axe]
return y
y_teo=eq_recta(3, 5)

#Los hacemos pasar por experimentales, agregando errores
posible_errores=np.arange(-15,15)

random.seed(35) #Usamos una semilla para que la seleccion random de
#errores mo cambie

Errores=random.choices(posible_errores, k=len(x_axe)) #Generamos los
#errores para cada valor de "y"
Errores_abs = list(map(abs, Errores))

#Sumamos los errores y los valores en "y" obtenidos de la funcion para
#obtener nuestros datos experimentales u observados.
y_obs=list(map(lambda D, e : D+e , y_teo, Errores))

#Graficamos

plt.errorbar(x_axe, y_obs, yerr=Errores_abs, fmt='o',label="Pendiente",
color="darkblue")

plt.title("Ecuacién de pendiente: Datos experimentales", fontsize=15)
plt.xlabel("x")

plt.ylabel("y")

41



Ecuacion de pendiente: Datos experimentales
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Figura 23: Grafica de datos observables de pendiente.

2. Definimos la chi-cuadrada y el likelihood, respectivamente.

#Cht-cuadrada
def chi_squared(parl,par2):
y_each=eq_recta(parl,par2)
chi= list(map(lambda x_obs, x_teo,error: (x_obs-x_teo)**2/(error)**2,
y_obs, y_each, Errores))
suma= np.sum(chi)
return (suma)

#Likelihood

def likelihood(Dobs, Dteo, sigma ):
L= np.exp(-chi_squared(Dobs, Dteo, sigma)/2)
return L

2

Ademas del logaritmo del likelihood: log(L) = ==
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def log_likelihood(parl,par2):
y_each=eq_recta(parl,par2)
chi= list(map(lambda x_obs, x_teo,error:(x_obs-x_teo)**2/(error)**2,
y_obs, y_each, Errores))
log_like= - np.sum(chi) /2
return log_like

3. Ahora el algoritmo en marcha.

#Definimos una funcion para encontrar el mejor set de pardmetrTos
def best_parameters(parl,par2,chis):
index_min=chis.index(min(chis))
print ("Valor de chi minimo:", min(chis))
print ("Mejores valores de m y b:",parl[index_min], par2[index_min])

# Caminantes
def walker(walks, initial_par, walk_size):
chi_s=[]
global x
global y
x=np.zeros (walks)
y=np.zeros (walks)
x[0]=initial_par[0]
y[0]=initial_par[1]
accepted=0

for i in range (0, walks-1):
rand_walk= walk_size*np.random.normal(0,1,2)
x_nuevo= x[i] + rand_walk[O]
y_nuevo= y[i] + rand_walk[1] #Pasos nuevos aletortios

chil=chi_squared(x[i], y[i]l) #Chi-squared para el paso anterior
chi2=chi_squared(x_nuevo, y_nuevo) #Chi_squared para el nuevo
#paso

if chi2<chil: #S% la nueva chi-squared es menor
x[i+1]= x_nuevo
y[i+1]l=y_nuevo #Que el paso nuevo sea los nuevos pardmetros
chi_s.append(chi2)
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accepted +=1

elif chi2>chil: #S7 la nueva chi_squared es mayor
chi_rand= random.uniform(0, (8/7)#*chi2) #El wal. random
puede tomar valores por encima o por debajo de chi2
if chi2 < chi_rand: #Le damos oportunidad de que pase si es
#menor que el wval. random de chi_squared
x[i+1]= x_nuevo
yl[i+1] =y_nuevo
chi_s.append(chi2)
accepted +=1

elif chi2 > chi_rand:
(x[i+1], yl[i+1])=(x[i], y[il) #En caso contrario se
#queda con los pardmetros que inicio
chi_s.append(chil)

best_parameters(x, y, chi_s)
print ("Acceptance rate:", accepted/walks)

#Condiciones iniciales

initial_par=[-12,10]

walker (500, initial_par, walk_size=1)
plt.plot(x, y, label="walker 1", color="c")

initial_par=[10,12]
walker (500, initial_par, walk_size=1.3)
plt.plot(x, y, label="walker 2", color="y")

initial_par=[-13, 0]

walker (500, initial_par, walk_size=1.5)
plt.plot(x, y, label="walker 3", color="dimgray")
plt.xlabel ("Parameter:m")

plt.ylabel ("Parameter:b")

plt.legend()

Donde este es el output de la funcién, para cada correspondiente cadena:
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Figura 24: Caminantes en es el espacio de parametros de m y b.

Valor de chi minimo: 26.860920437065023
Mejores valores de m y b: 2.535558209174777, 6.501683830066526
Acceptance rate: 0.714

Valor de chi minimo: 34.752859062187355
Mejores valores de m y b: 2.3399626522983707, 8.768281651869652

Acceptance rate: 0.686

Valor de chi minimo: 30.523467859641244
Mejores valores de m y b: 2.6275079747836516, 5.012961335652319

Acceptance rate: 0.732

Ahora aumentamos mas pasos.

#Condiciones iniciales

initial_par=[-12,10]

walker (2000, initial_par, walk_size=0.75)
plt.plot(x, y, label="walker 1", color="c")

initial_par=[10,12]
walker (2000, initial_par, walk_size=1)
plt.plot(x, y, label="walker 2", color="y")

initial_par=[-13, 0]
walker (2000, initial_par, walk_size=1.2)
plt.plot(x, y, label="walker 3", color="dimgray")
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plt.xlabel ("Parameter:m")
plt.ylabel ("Parameter:b")
plt.legend()

20
—— walker 1

walker 2
—— walker 3
15 A

10 4

Parameter:b

-10 =5 0 5 10
Parameter:m

Figura 25: Camimantes en el espacio de pardmetros, aumentando ntmero de pasos.

Valor de chi minimo: 26.300369971923793
Mejores valores de m y b: 3.0157473410821884, 5.82703278925277
Acceptance rate: 0.3195

Valor de chi minimo: 26.4522231825121
Mejores valores de m y b: 2.716959240891522, 8.672646015853115
Acceptance rate: 0.3305

Valor de chi minimo: 26.33627503194982
Mejores valores de m y b: 2.689396467187646, 5.647607824900238
Acceptance rate: 0.3065

En este tltimo caso se modificaron los tamanos de paso para cada caminante y se restringe
mas el rango que puede tomar la chi aleatoria. Esto ya que haciendo varias pruebas se puede
ver que convergen mas rapido y mejor mientras més se restrinja este rango.
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Si obtenemos las graficas de contorno de chi y log likelihood.

parl_list= np.arange(-9, 14, 0.5)
par2_list=parl_list

X, Y = np.meshgrid(parl_list, par2_list)

Z= [[chi_squared(x, y)/30 for x in parl_list] for y in par2_list ]

I~

fig,ax=plt.subplots(1l,1)

#Dividimos en 10 regiones

cp = ax.contourf(X, Y, Z, np.linspace(1,20, 10), cmap="cividis")
fig.colorbar(cp) # Agregamos colores a grafico

ax.set_title(' Chi values')

ax.set_xlabel('m')

ax.set_ylabel('b')

plt.show()

Chi values
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Figura 26: Grafica de contorno de los valores de chi para cada par de parametros.

parl_list= np.arange(-9, 14, 0.5)
par2_list=parl_list

X, Y = np.meshgrid(parl_list, par2_list)

Z= [[log_likelihood(x,y)/15 for x in parl_list] for y in par2_list ]
fig,ax=plt.subplots(1l,1)

cp = ax.contourf(X, Y, Z, np.linspace(-20,-1, 10)) #Dwvidimos en 10 regi(
fig.colorbar(cp)
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ax.set_title(' Log Likelihood')
ax.set_xlabel('m')
ax.set_ylabel('b"')

plt.show()

Log Likelihood

-1.00

12.5 -
-3.11

10.0 4
-5.22

7.5 -
-7.33

5.0
-9.44

o 25
-11.56

0.0
-13.67

-2.5
-15.78

-5.0
-17.89

-7.5
—20.00

-75 =50 =25 00 25 50 75 10.0 125
m

Figura 27: Gréafica de contorno de los valores del log likelihood para cada par de parametros.

Podemos ver la distribucién a posteriori en la siguiente grafica, en un rango de valores de

HmH.

parl_list= np.arange(-9, 14, 0.5)
par2_list=parl_list

X, Y = np.meshgrid(parl_list, par2_list)
Z= [[chi_squared(x, y)/30 for x in parl_list] for y in par2_list ]

fig,ax=plt.subplots(1l,1)
#Dividimos en 10 regiones
cp = ax.contourf(X, Y, Z, np.linspace(1,20, 10), cmap="cividis")

fig.colorbar(cp) # Agregamos colores a grafico
ax.set_title(' Chi values')

ax.set_xlabel('m')

ax.set_ylabel('b"')

plt.show()
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Figura 28: Distribuciéon a posteriori de la ecuacion de la recta utilizando b=>5 y variando valores de m .

Vemos que a medida que se aumentan los pasos se mejora la inferencia del par de para-

metros, ademas de que cada caminante tiene valores de aceptacion distintos dependiendo
del tamano de paso usado.
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5.3. Criterios de informacion.

Para poder contrastar y analizar el ajuste un modelo propuesto es comtn utilizar criterios
como AIC y BIC. En donde por supuesto, se hace visible su necesidad al tener distintos
modelos de los que se busque un mejor ajuste a los datos experimentales.

Los siguientes criterios de informacién tienen su origen en la Teoria de la Informacion y
estan basados en la probabilidad y niimero de parametros de estos.

5.3.1. AIC.

El Criterio de Informacion Akaike, fue propuesto por Hirotogu Akaike, en 1974, debido al
auge en el uso de modelos y herramientas de la estadistica para describir un ntmero finito
de observaciones, en las areas de Ingenieria y Ciencias.

Akaike crey6 que era necesario un método eficiente, como el Likelihood, que fuera sensible
ante los cambios de los parametros del modelo.

Esta definido como:

AIC =2k —2InL

O de la siguiente forma:

AIC — 21n &PF

En donde k es el nimero de parametros del modelo y L es el mejor Likelihood, obtenido
de la mejor combinacién de parametros [24].

5.3.2. BIC.

El Criterio de Informaciéon Bayesiano, se basa en un argumento de este estilo para obtener el
likelihood. Fue propuesto por Hideon Schwarz en 1978, como una alternativa para analizar
modelos, al ya propuesto por Akaike.

En el, se plantea que se puede maximizar el likelihood de los modelos, usandolos como
limites de estimadores bayesianos.

BIC =kln(n) —2In(L)

Donde k es el niimero de parametros y n el tamano de la muestra o niimero de observacio-
nes. En este criterio se penaliza mas a los modelos con més de 7 parametros, a comparacion

de AIC [25].
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6. Resultados y discusion

1. La primera parte se realizd6 haciendo un cédigo en python que hiciera que diversos
caminantes aleatorios exploraran el espacio de pardmetros, para encontrar el mejor valor
de chi-cuadrada. Los datos observacionales utilizados son: datos de H(z) con z.

2. Después se pondra en marcha SimpleMC, de igual manera para cada modelo. Usando
datos de HD, SN Y SL,donde muchos de los datos observacionales utilizados de lentes
fuertes son recopilacion de distintos surveys. De los que se utilizaran son: el redshift (z)
de la lente, de la fuente, el angulo de Einstein reportado de la fuente y también el valor
de la velocidad de dispersion del halo de DM.

Para la parte 2, vemos como la teoria de las lentes se conecta con los datos observaciones,
para cada modelo de DE como indica la siguiente figura 29.

Para cada modelo de DM:

Usando

modifica
e —
l modifica

F_
modifica - )
c -

Dy

1
C Hy(1+2) J, E(2')

dz'

Figura 29: Diagrama de las modificaciones que se hace al parametro de la ecuaciéon de estado y como éste
modifica el angulo de deflexion.

Donde los datos observacionales a ser utilizados, para obtener las distancias diametro
angulares (D,), provendran de los tres sets de datos presentados en la tabla 1 siguiente.

2 — [DteofD b ]2
XSL o 2 (0'(-37‘7‘07‘0)2S

Asi como los datos de HD y SN utilizados, los de SL provienen de distintos surveys y los
valores utilizados de z; y z; para obtener D, varfan en los rangos de la siguiente tabla 2.

Y en la siguiente figura (30) se presenta una parte de la recopilacion de datos de lentes
fuertes.
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Datos observacionales

Cronémetros Supernovas Ia | Strong Lensing
cosmicos (HD) (SN) (SL)

Origen Modelado de H(z) | Puntos agrupados | Sistemas de Lentes
usando galaxias po- | de SN Ia, de la com- | fuertes de diversos
co evolucionantes pilaciéon Pantheon | surveys

Ano de recopila- || 2018 2018 2018

cion

Ntiimero de datos || 31 31 196

Cuadro 1: Los tres sets de datos principales usados para SimpleMC.

Sistemas de Lentes fuertes (SL)

Survey Cantidad de sis- | Rango de | Rango de | Rango de o
temas redshift(z;) redshift(zg)

SLACS 107

BELLS 38 De 0.0625 De 0.196 De 98 km/s

SL2S 35 a 0.958 a 3.595 a 342 km/s

CASTLES || 11

LSD 4

DES 1

Cuadro 2: Los seis surveys de donde se obtuvieron todos los sistemas de Lentes fuertes ademas de los
rangos de los redshift y la velocidad de dispersion.

System Name Survey z] Zs O0p(1) o9 (Kms~!) Reference
SDSSJ0819+4534 SLACS 0.194 0.446 0.85 225 £15 Auger et al. (2009)
SDSSJ0959+-4416 SLACS 0.237 0.531  0.96 244 +19 Bolton et al. (2008)
SDSSJ1029+40420 SLACS 0.104 0.615 1.01 210 £+11 Bolton et al. (2008)
SDSSJ1103+5322 SLACS 0.158 0.735 1.02 196 £12 Bolton et al. (2008)
SDSSJ1306+4-0600 SLACS 0.173 0.472 1.32 237 £17 Auger et al. (2009)
SDSSJ13134-4615 SLACS 0.185 0.514 1.37 221 +£17 Auger et al. (2009)
SDSSJ1318-0313 SLACS 0.240 1.300 1.58 213 +18 Auger et al. (2009)
SDSSJ1420+6019 SLACS 0.063 0.535 1.04 205 £10 Bolton et al. (2008)
SDSSJ14434-0304 SLACS 0.134 0.419 0.81 209 +11 Bolton et al. (2008)
SDSSJ1614+4-4522 SLACS 0.178 0.811 0.84 182 +13 Bolton et al. (2008)
SDSSJ1644+4-2625 SLACS 0.137 0.610 1.27 229 +12 Auger et al. (2009)
SDSSJ17194-2939 SLACS 0.181 0.578 1.28 286 +15 Auger et al. (2009)
HE0047-1756 CASTLES 0.408 1.670 0.80 190 £27* Ofek et al. (2006)
HE0230-2130 CASTLES 0.522 2.162 0.87 240 +34* Ofek et al. (2006)
J0246-0825 CASTLES 0.723 1.686 0.53 265 £37* Inada et al. (2005)
HE0435-1223 CASTLES 0454 1.689 1.22 257 +36* Morgan et al. (2005)
SDSSJ092455.874021924.9 CASTLES 0.393 1.523  0.88 230 £32* Inada et al. (2003)
LBQS1009-0252 CASTLES 0.871 2.739 0.77 245 +£34* Hewett et al. (1994)
J1004+1229 CASTLES 0.950 2.640 0.83 240 +£34* Lacy et al. (2002)

Figura 30: Recopilaciéon de datos tomada para calcular D4 y a su vez 6.
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6.1. Cobdigo MCMC propio.

6.1.1. Modelo wCDM

Al igual que en el ejemplo presentado de la recta(En la seccion 5.2), seguimos los mismos
pasos:

1. Escribir la ecuacién de Friedmann y graficar nuestro set de datos observados.

2. Escribir la expresion para la chi-cuadrada y el likelihood, que nos ayudaran a evaluar
que tan bien se ajustan los datos tedricos a los observados.

3. Utilizar el algoritmo para inferir los mejores parametros, utilizando el criterio de chi-
cuadrada.

4. También probamos como se comporta la chi-cuadrada a medida que aumentamos o
disminuimos el namero de pasos de los caminantes y también al disminuir o aumentar el
tamano de paso.

Utilizando el algoritmo siguiente (equivalente al de la seccion 5.2), para los caminantes
aleatorios, se tiene la siguiente inferencia:

#Datos observacionales
Hubble_data=open("Hz_all.dat", "r")

#Leemos el archivo de datos
z = Hubble_datal:, 0]

H_z = Hubble_datal:, 1]
errores = Hubble_datal:, 2]

#Graficamos

plt.errorbar(z, H_z, yerr=errores, fmt='o', label= "H data",
color="darkblue")

plt.title("H(z) data", fontsize=20)
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Figura 31: Grafica de los datos observados de z y H(z) de HD (cronémetros cosmicos).

Ahora utilizando wCDM escribimos el respectivo codigo, junto con la chi-cuadrada y el

likelihood.

# Datos teoricos

#####EC. Froedman####

def Hz(z, w , Omega_mO, Omega_rO, Ho):
Hubble_z = Ho*np.sqrt(Omega_r0*(1+z)**4+(0Omega_m0)* (1+z)**3
+(1-Omega_mO-Omega_r0) *(lista_H=Hubble_z.tolist()
return lista_H

#Chi-squared
def chi(w):
y_teo=Hz(z, w, 0.31 , 9%10*x(-5) , 67)
chi= list(map(lambda x_obs, x_teo, error:(x_obs-x_teo)**2/(error)**2
, H_z, y_teo
suma= np.sum(chi)
return (suma)

#Log Likelihood
def log_likelihood(w):
return -chi(w)/2

##Funcion para checar cuales fueron los mejores pardmetros
def best_parameters(parl,chis):
index_min=chis.index(min(chis))
print ("Valor de chi minimo:", min(chis))
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print ("Mejores valores del parametro:",parl[index_min])

Ahora si ponemos en marcha los caminantes.

def walker(walks, initial_par, walk_size):
global x_par
global y_par
chi_s=[]
x_par=np.arange(l,walks+1)
y_par=np.zeros (walks)
y_par[0]=initial_par [0]

for i in range (0, walks-1):
y_nuevo= y_par[i] + walk_size*np.random.normal(0,1) #paso nuevo
#aletorzo
chi2=chi (y_nuevo)
chil=chi(y_par[i])

if chi2<chil:
y_par[i+1]=y_nuevo #que se le asigne el valor del paso nuevo
chi_s.append(chi2)

elif chi2>chil: #s7 el nuevo es mayor
chi_rand= random.uniform(0, 2*chi2) #puede tomar un valor
#debajo o por encima
if chi2 < chi_rand: #y le damos oportunidad de que pase st
#es menor
y_par[i+1] =y_nuevo
chi_s.append(chi2)
elif chi2 > chi_rand:
y_par[i+1]=y_par[i] #se queda con el param. que inicio
chi_s.append(chil)
best_parameters(y_par, chi_s)

walker (800, initial_par=[10], walk_size=0.7)
plt.plot(x_par, y_par, label="walker 1", color="c")
walker (800, initial_par=[-10], walk_size=0.7)
plt.plot(x_par, y_par, label="walker 2", color="y")
walker (800, initial_par=[15],walk_size=0.7)

plt.plot(x_par, y_par, label="walker 3", color="dimgray")
plt.xlabel("Walks")

plt.ylabel("Parameter: w"

plt.legend()
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plt.show()

Siendo el output el siguiente:

Valor de chi minimo: 14.569122548474377
Mejores valores del pardmetro: -0.966160991982502

Valor de chi minimo: 14.569707427293897
Mejores valores del pardmetro: -0.8664904441790413

Valor de chi minimo: 14.569101925653687
Mejores valores del pardmetro: -0.8722434691356019

15 —— walker 1
walker 2
—— walker 3

10 1

Parameter: w

—-10 1

0 100 200 300 400 500 600 700 800
Walks

Figura 32: Caminantes en el espacio de los parametros del modelo.

Vemos que el paso mayor (caminante verde) se acerca mas rapido a un valor del parametro
de -0.9 (al que también llegan los demas). En este caso 900 pasos, para todos los caminantes,
parecen suficientes para que los tres converjan.

El logaritmo del likelihood para un rango de parametros se ve de esta forma.
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Log Likelihood values
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Figura 33: Con un tamano de ancho de 0.01 para el parametro en el rango elegido, se realiza el calculo
del logaritmo del likelihood.

En la figura 33 podemos ver como el maximo del likelihood se ve cuando el parametro
toma casi el valor de -1 y después decrece rapidamente.
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6.1.2. Modelo CPL.

Escribimos el modelo junto con chi-cuadrada y el likelihood, usando el mismo conjunto de
datos que el anterior. Solo cambiamos la ecuaciéon de Friedmann.

#H###EC. Hubble####
def Hz(z, w0, wl , Omega_m0O, Omega_r0O, Ho):
Hubble_z = Ho*np.sqrt(Omega_r0*(1+z)**4+(0mega_m0)* (1+z)**3 +
[(1-Omega_mO-Omega_r0) *
lista_H=Hubble_z.tolist()
return lista_H

Imponemos 3000 pasos y las condiciones iniciales siguientes:

walker (3000, initial_par=[10, -2], walk_size=1)
plt.plot(x_par, y_par, label="walker 1", color="c")

walker (3000, initial_par=[-5,5], walk_size=0.5)
plt.plot (X_par, y_par, label="walker 2", color="y")

walker (3000, initial_par=[0,0],walk_size=0.1)
plt.plot(x_par, y_par, label="walker 3", color="dimgray")

walker (3000, initial_par=[3, -3],walk_size=0.1)
plt.plot(x_par, y_par, label="walker 4", color="m"

Ahora si ponemos en marcha los caminantes, obtenemos:

Valor de chi minimo: 14.55076342841301
Mejores valores de m y b: -0.9223639173307615, 0.9891224623431204
Acceptance rate: 0.31466666666666665

Valor de chi minimo: 14.535852075656077
Mejores valores de m y b: -0.8803033982809368 0.21012716275304727
Acceptance rate: 0.30266666666666664

Valor de chi minimo: 14.528068793634075
Mejores valores de m y b: -0.8500487655868372, 0.04395452844391112
Acceptance rate: 0.30266666666666664

Valor de chi minimo: 14.528206210790621
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Mejores valores de m y b: -0.8978133285820753 0.10437042810706319
Acceptance rate: 0.30933333333333335

7.5 1 —— walker 1
—— walker 2
5.0 A —— walker 3
—— walker 4
2.5
0.0 1
-
= -2.5 A
—5.0 T
—=7.5 1
—10.0 T
—125 n T T T T T T T T T
—6 —4 -2 0 2 4 6 8 10
wo

Figura 34: Caminantes en el espacio de wg y ws.

Como en el caso de los parametros de la recta, en el modelo CPL también se obtenian
caminantes mas dispersos (con pasos mayores), pero cuando el rango que podia tomar la
chi aleatoria era reducido (a su ves el ratio de aceptacion) estos si parecian converger mas.

Cada vez que el tamano de paso aumentaba, en este caso donde se restringia mas el paso,
el caminante se dispersaba mas por el espacio de parametros.

Graficamos para obtener la grafica de contorno de chi-cuadrada.

#Dividimos en nueve regiones Yy graficamos
cp = ax.contourf(X, Y, Z_chi ,np.linspace(6.5,50, 9), cmap=plt.cm.YlGn_r
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Figura 35: Valores de chi para combinacion de wy y ws.

Graficamos para obtener la gréfica de contorno del likelihood.

#Dividimos en ocho regiones y graficamos.
cp = ax.contourf(X, Y, Z_lik ,np.linspace(-31, 0, 8), cmap="Reds")
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Log Likelihood
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Figura 36: Valores del log de likelihood para combinacion de wg y wy.

Al ser el caminante 3 el que mejor chi-cuadrada obtuvo, si graficamos como se ven este set
de parametros en la funcion H(z) contra z y comparando con los datos observacionales,
tenemos:

H(z) data

—— wo0=-0.8803033982809368 y wl= 0.21012716275304727
® Hdata

250

200 A

150 - +

100 +
¢

50 A

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Figura 37: La curva de los parametros que mejor se ajustan a los datos observados de H(z) contra z.
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6.1.3. Modelo JPB.

Ahora utilizando JBP escribimos el respectivo c6digo, junto con la chi-cuadrada y el like-
lihood.

#H###EC. Hubble####
def Hz(z, wO, wl , Omega_mO, Omega_r0O, Ho):
Hubble_z = Ho*np.sqrt(Omega_r0*(1+z)**4+(0Omega_m0)* (1+z)**3
+ ((1-Omega_m0-0Omega_r0)* (1+z)** (3% (1+w0)))
*np . exp ((-3xwl*z**2) /3% (1+z2)**2))
return Hubble_z

Ahora si ponemos en marcha los caminantes, tenemos los siguientes resultados.

Valor de chi minimo: 14.69394962503668
Mejores valores de w0 y wl: -0.8454708348926218 y 0.17265179499337083
Acceptance rate: 0.38166666666666665

Valor de chi minimo: 14.861765945834437
Mejores valores de w0 y wl: -1.1878953248688193, -0.1051373077583374
Acceptance rate: 0.389

Valor de chi minimo: 14.60989381749398
Mejores valores de w0 y wl: -0.560939475081294 y 0.28859258717983105
Acceptance rate: 0.375

Valor de chi minimo: 14.558667315710963
Mejores valores de w0 y wl: -0.9614001903693479 y-0.021233365447830603
Acceptance rate: 0.385
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Figura 38: Caminantes en el espacio de de wg y wy.

Para los cuatro caminantes se les redujo el rango que podia tomar la chi aleatoria, justo
como en el caso de CPL. Se pudo ver que estos parecian converger mas, de igual manera,
sin embargo los valores de chi obtenidos siguieron siendo altos.

Graficamos la chi-cuadrada dividiendo en doce partes.

#Dividimos en 12 regiones y grdficamos.
cp = ax.contourf(X, Y, Z_chi ,np.linspace(12, 55, 12),
cmap=plt.cm.Y1Gn_r)
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Figura 39: Chi para un rango de wg y wj.

#Dividimos en 10 regiones y grdficamos.
cp = ax.contourf(X, Y, Z_lik ,np.linspace(-30, -5, 10),cmap="Reds")

Log Likelihood

~169.000
-169.667
6 -
-170.333
5 -
~171.000
41 -171.667
-
s
3 -172.333
~173.000
2 -
~173.667
1 -
-174.333
0 . . . : . —175.000
-5 -4 -3 -2 -1 0

Figura 40: Log likelihood para un rango de wp y wj.
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En este caso se grafico el mejor par de pardmetros obtenidos en base a la chi-cuadrada
minima, junto con los datos observados para la ecuacion de H(z):

H(z) data

250
—— wo0=-0.9614001903693479 y w1=-0.021233365447830603
® Hdata
200
s}
150 A +
100
50

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Figura 41: Los mejores parametros de chi-cuadrada para el modelo JPB junto con los datos observados.
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6.1.4. Modelo FSLL(I)

Ahora utilizando el modelo FSLL(I) escribimos el respectivo codigo, junto con la chi-
cuadrada y el likelihood. Cabe resaltar que los datos observacionales son los mismos que
en los otros modelos de DE, de la figura 77.

#####EC. Hubble####

def Hz(z, w0, wl , Omega_m0O, Omega_r0, Ho):
Hubble_z = Ho*np.sqrt(Omega_r0* (1+z)**4+(0mega_m0)* (1+z) **3 +
((1-Omega_m0-Omega_r0) * (1+z) ** (3% (1+w0) ) ) *
np.exp(3*wl*np.arctan(z) /2) * ((1+z**2) *x (3xwl/4) ) * (1+z) ** (-3*wl/2))
return Hubble_z

Ahora si ponemos en marcha los caminantes, obtenemos los siguientes datos:

walker (4000, initial_par=[6, -3], walk_size=1)
plt.plot(x_par, y_par, label="walker 1", color="c")

walker (4000,initial_par=[-5,5 ],walk_size=0.5)
plt.plot(x_par, y_par, label="walker 2", color="y")

walker (4000, initial_par=[0,10],walk_size=0.3)
plt.plot(x_par, y_par, label="walker 3", color="dimgray")

walker (4000, initial_par=[3,-3],walk_size=0.1)
plt.plot(x_par, y_par, label="walker 4", color="m"

Valor de chi minimo: 14.543989785906794
Mejores valores de w0 y wl: -1.1468462819418788 ,0.5967787348727602.

Valor de chi minimo: 14.53288533357161
Mejores valores de w0 y wl: -1.1347821010202388, 0.41480072577301746.

Valor de chi minimo: 14.53283845474255 Mejores valores de w0 y wl: -0.8833212913688362,
-0.03719080362004304

Valor de chi minimo: 14.532918141540502
Mejores valores de w0 y wl: -0.8891884261836888 ,0.10260475366039662
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Figura 42: Caminantes en el espacio de de wy y wy ahora para FSLL(I).

Para los cuatro caminantes se les redujo el rango que podia tomar la chi aleatoria, justo
como en el caso de CPL y JPB. En este caso los valores de chi fueron considerablemente
menores a los obtenidos en CPL. De igual manera a medida que el tamano de paso era
mayor los caminantes convergian mas rapidamente al area de menor valor de chi.

Graficamos contorno de chi-cuadrada

Ahora graficamos el contorno de chi-cuadrada.
cp = ax.contourf(X, Y, Z_chi, np.linspace(13,80, 10),cmap=plt.cm.Y1Gn_r)
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Figura 43: Chi para un rango de wg y w1 -

Ahora graficamos el likelihood:

cp = ax.contourf(X, Y, Z_lik ,np.linspace(-50, -1, 12),cmap="Reds")
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Log Likelihood
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Figura 44: Log likelihood para un rango de wy y w.

En este caso se grafico el mejor par de parametros (wy y wl) obtenidos en base a la
chi-cuadrada minima. Fue de 14.53283, con wy=-0.8833 y w;=-0.0037 (figura 43).

Ademas junto se incluyen los datos observados para la H(z):

H(z) data

—— wo0=-0.9499756814091755 y w1=0.2160663006311332

® Hdata
+ + .
150 - +

100 +
¢

250

200 A

50 A

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Figura 45: Los mejores parametros de chi-cuadrada para el modelo FSLL(T) junto con los datos observados.
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Ademas de poner a prueba los caminantes con un cédigo desde cero, también se utiliza
SimpleMC. Esto para incluir los datos de lentes fuertes como datos observados y asi poder
obtener el mejor set de pardmetros para cada modelo de DE.

Ahora presentamos para cada modelo, el mejor likelihood, junto con su correspondiente
set de parametros.

Todos los modelos de energia oscura.
Likelihood | none Wi w1 none
maximo
HD 7.2553 0.1821 0.3571 0.0221 0.6632
0.0632 0.0005 0.0415
SN 16.6071 0.1629 0.2993 0.0220 0.6442
0.0341 0.0005 0.1446
SL(37) 34.2688 0.1564 0.3399 0.0220 0.6483
0.1064 0.0005 0.1463
HD 303.582 0.1456 0.3811 0.0220 0.6512
+SL(196) 0.0197 0.0005 0.1235
SN 313.7377 | 0.1632 0.3235 0.0220 0.6142
+SL(196) 0.0331 0.0005 0.1396
HD-+SN 58.5418 0.1827 0.3067 0.0220 0.6893
+SL(37) 0.0292 0.0005 0.0317
HD-+SN 320.9926 | 0.1826 0.3234+ 0.0220 0.6798
+SL(196) 0.0293 0.0005 0.0302

Cuadro 3: Parametros de ACDM, wCDM, CPL, JBP y FSLL.
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6.2. SimpleMC.

Se realizan pruebas con una cadena, con un ntimero de pasos totales de 50000 (para todos
los modelos). El programa se detiene hasta cumplir este nimero de pasos o hasta que el
criterio de convergencia Gelman-Rubin alcance un valor impuesto, en este caso de 0.01.

Se utilizarén tres sets de datos: HD, SN y SL. Hay que recalcar que los primeros datos de
SL (para todos los modelos) corresponden a una muestra no completa de los 37 sistemas
de lentes, de ahora en adelante la llamaremos SL(37) y a la muestra completa SL(196).

6.2.1. Modelo ACDM

Podemos ver como se comportan los caminantes en el espacio de pardmetros completo de
Q,, con Qh? siguientes figura. Para cada combinacion de sets de los tres datos.

LCDM usando HD Parametros Qp, y Qyh? (2800 pasos)

0.0240
0.0235

0.0230

0.0225
& 030 ‘ Ng: 0.0220
0.25 0.0215
0.20 ‘ 0.0210
0.15 0.0205 <
0.10 - 0.0200
(I) 10600 20(‘)00 30(;00 40600 50600 0.15 0.20 0.25 0.30 035 0.40 0.45 0.50
Pasos Qm
(a) 50000 cadenas contra el pardmetro de (b) 2800 cadenas para pares parametros.
radiacion.
Figura 46: Modelo LCDM con datos HD.
LCDM usando SN
0.50 o Parametros Qp, y Qyh? (200 pasos)
0.451 0.0230 -
0.40
0.0225 4
0.35 ‘ |1 | \ M
\ .
& 030 ‘ ‘m " W ‘ lw‘ ‘\ W W I‘ ' & 002201
i I ‘ [
fi 1
0.25 4 [ ‘ ‘ ‘j ‘
[ 0.0215 4
0.20
0154 0.0210 1
(I) 10600 20600 30600 40600 50600 0.&2 0.'24 0»'25 0.‘28 0.2‘10 0.;32 0.:“14 0.:"15 0»5‘18
Pasos Qm
(a) 50000 cadenas contra el pardmetro de (b) 200 cadenas para pares de parametros.
radiacion.

Figura 47: Modelo LCDM con datos SN.
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LCDM usando SL (2800 pasos)

0.50 4
0.45 1

i

0.35

o) AR M

0.154

0.10 4

0 500 1000 1500 2000 2500
Pasos

(a) 2800 cadenas contra el pardmetro de
radiacion.

Parametros Qp, y Q,h?(2800 cadenas)

0.0235 4

0.0230 1

0.0225 1

0.0220 4

Qy,h?

0.0215 4

0.0210 1

0.0205 A

(b) 2800 cadenas para pares de parame-
tros.

Figura 48: LCDM con datos SL(37).

LCDM usando SL+SN+HD

0.40

0.20 4

[ 10000 20000 30000 40000 50000
Pasos

(a) 50000 cadenas contra el parametro de
radiacion.

Parametros Q, y Qyh?

0.0235 4

0.0230 A

0.0225

0.0220

0.0215

0.0210 -

0.0205

0.0200

(b) 50000 cadenas para pares de parame-
tros.

Figura 49: LCDM con HD-+SN+ SL(37).

LCDM usando HD+SN (2800 pasos)

0.400 -
0.375 1 |

=l |
] 11 « H
" w W

0.250 -

0.225 4

0.200

1000 1500 2000 2500 3000 3500
Pasos

(a) 2800 cadenas contra el parametro de
radiacion.

Parametros Qp, y Qyh?

0.0240 4

0.0235 4

0.0230 A

0.0225

Qph?

0.0220 1

0.0215 4

0.0210 4

0.0205

0.20 025 0.30 035 0.40
n

(b) 50000 cadenas para pares de parame-
tros.

Figura 50: LCDM con SN+HD.
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LCDM usando SL+HD(all) (2800 pasos)
0.50 1 0.0240

« "V
i '1 il I

0.25

Parametros Q, y Qyh?

0.0235

i ‘ ‘ ‘ ‘ 0.0230

‘ 0.0225
H\ ‘\ ‘I v

& 00220

0.0215

0.0210

‘k \“ \‘ ‘H

0.0205

1000 1500 2000 2500 3000 3500 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
Pasos Qm

(a) 2800 cadenas contra el pardmetro de (b) 50000 cadenas para pares de parame-
radiacion. tros.

Figura 51: LCDM con SL(196)-+HD.

Resumimos los datos obtenidos para cada modelo, en especial los de los parametros obte-
nidos:

ACDM
Likelihood | Gelman-Rubin | €,, Oh? h
maximo
HD 7.2553 0.1821 0.3571 £ 0.0221 £ ]0.6632 =+
0.0632 0.0005 0.0415
SN 16.6071 0.1629 0.2993 +]0.0220 +|0.6442 +
0.0341 0.0005 0.1446
SL(37) 34.2688 0.1564 0.3399 + ]0.0220 + | 0.6483 +
0.1064 0.0005 0.1463
HD 303.582 0.1456 0.3811 £ 0.0220 &£ |0.6512 =+
+SL(196) 0.0197 0.0005 0.1235
SN 313.7377 | 0.1632 0.3235 £ 0.0220 &£ |0.6142 =+
+SL(196) 0.0331 0.0005 0.1396
HD-+SN 58.5418 0.1827 0.3067 £ ]0.0220 + | 0.6893 +
+SL(37) 0.0292 0.0005 0.0317
HD-+SN 320.9926 | 0.1826 0.3234+ 0.0220 +£|0.6798 +
+SL(196) 0.0293 0.0005 0.0302

Cuadro 4: Parametros de ACDM

Ahora los contornos del modelo LCDM:
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Figura 52: Contornos de los parametros de LCDM.
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6.2.2.

Modelo wCDM

Para cada set de datos individual y la combinacién de ellos.

wCDM usando HD

::::fl Hi Ll “w Ll
‘“3:: “ l\'w »»0 1| | |

i I

‘\
‘
il

L
l 1‘

e

'

I

f

[

(a) 50000 cadenas contra el pardmetro de

radiacion.

10000

20000 30000 40000

Pasos

wCDM usando SN

50000

Qh?

0.025

0.024 1

0.023

0.022

0.021 4

0.020 1

Figura 53: wCDM con HD.

]

(a) 50000 cadenas contra el parametro de

radiacion.

10000

20000 30000
Pasos

40000

50000

Q,h?

0.024

0.023 A

0.022

0.021 1

0.020

Figura 54: wCDM con SN.

Los parametros obtenidos para cada modelo:

Parametros Qp, y Qyh?

010 015 020 025 030 035 040 045 050
n

(b) 50000 cadenas para pares de parame-
tros.

Parametros Qp, y Qyh?

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
Qm

(b) 50000 cadenas para pares de parame-
tros.

Ahora en la siguiente lo contornos de cada set de datos y la combinacion de todos.
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wCDM usando SL (2800 pasos)

Parametros Q, y Qyh? (2800 pasos)

0.50 1
0.45 4 | | 0.0235
0.40 ‘ 0.0230
0354 I “ l 0.0225
& 0304 | ‘ L 00220
| &
0.25 1 | ‘ 0.0215 -
0.20 A | | ‘ ‘ 0.0210 1
0.15 ’ ’ J ‘ 0.0205
0.101 0.0200
(I) 5(')0 10'00 1560 20‘00 25'00 0.'10 0.'15 0.‘20 0.'25 O.I30 0.'35 0.:10 04‘;5 O.ISO
Pasos Qm
(a) 2800 cadenas contra el pardmetro de (b) 50000 cadenas para pares de parame-
radiacion. tros.
Figura 55: wCDM con SL(37).
wCDM usando HD+SL Parametros Qp, y Qyh?
0.50 4
045 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.0235
0.40 I ] )‘ | ‘ “ 0.0230
Wi AR
& 035 | ‘ | “ w
’ i | \ ‘ S 00220 ]
0.30 ‘ h | ’ [ ‘
‘ ‘ ( 0.0215 4
0.25 1 ‘ 1] ‘ | I
l I ‘ ’ ‘ 0.0210 4
0.20 1
. . . . - . . . . 0.0205 4 . . . . . .
) 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
Pasos Qm
(a) 4000 cadenas contra el parametro de (b) 4000 cadenas para pares de parame-
radiacion. tros.
Figura 56: wCDM con HD+SL(196).
WCDM usando SN+SL Parametros Q, y Qyh? (2800 pasos)
0.50
W» ! l\ i ; ’ W m }h
0.40 ‘H ‘ ‘ I )‘ ‘m ' ” . ) 0.0230 -
0.35 ‘l ‘ | 0.0225
& 030 r';% 00220
0.25 ‘ ‘ ‘
| | 0.0215
0.20
‘ 0.0210
0.15
0.0205
0.10 . . . . . . . . .
(I) 50‘00 10(’)00 15600 20600 25600 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
Pasos Qm
(a) 25000 cadenas contra el parametro de (b) 25000 cadenas para pares de parame-
radiacion. tros.

Figura 57: wCDM con SN-+SL(196).
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WCDM usando SL+SN+HD
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0.0240
0.0235
0.0230

0.0225
0.0215

0.0210

0.0205

(b) 50000 cadenas para pares de pardme-

0.0220

Parametros Q, y Qyh? (2800 pasos)

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50

Om

radiacion. tros.
Figura 58: wCDM con HD-+SN+SL(37).
wCDM
Likelihood | Gelman-Rubin | €,, Oh? h Wy
maximo
HD 7.1816 0.1256 0.3131 0.0220 0.7038 -1.2574
+0.0677 | £0.0005 | £0.0667 | £0.4381
SN 16.2370 0.1295 0.2512 0.0220 0.6442 -0.9196
+0.0889 | +0.0005 | £0.1448 | £0.2104
SL(37) 33.6504 0.0761 0.3135 0.0220 0.6518 -1.5868
+0.1127 | £0.0005 | £0.1432 | £1.0844
SN 312.7027 0.1301 0.3984 0.0220 0.6306 -1.3441
+SL(196) +0.0577 | £0.0005 | £0.1429 | £0.2549
HD 300.7134 0.2045 0.3544 0.0220 0.6743 -1.1954
+SL(196) +0.0219 | £0.0005 | £0.1401 | £0.2132
HD-+SN 58.5460 0.1324 0.3099 0.0220 0.6874 -1.0333
+SL(37) +0.0553 | £0.0005 | £0.0319 | £0.1658
HD-+SN 320.3155 0.1319 0.3704 0.0220 0.6743 -1.2310
+SL(196) +0.0468 | +0.0005 | £0.0319 | £0.1922

Cuadro 5: Parametros de wCDM
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Figura 59: Gréafica de los contornos de los parametros del modelo wCDM.
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6.2.3. Modelo CPL

CPL usando HD (2800 pasos) Parametros wp y w1
0.45
0.401
0.35 1 i ' 4
0.30 1 { ‘
< LU
0.25 4 I
0.20 1
0.151
0.10 4
(I) 560 10‘00 1560 20’00 25‘00 0:0
Pasos
(a) 2800 cadenas contra el parametro de (b) 50000 cadenas para pares de parame-
radiacién. tros.
Figura 60: CPL con HD.
voo CPL usando SN (2800 pasos) Parametros wo ¥ ws
2.01
0.45 1
1.5 A
0.401
1.0
0.35 | l 051
& 0304 ‘ | ‘ 5 00
0.251 ﬂ * ‘ -0.5
0201 ’ 10
0.15 ' 15
0.101 —2.0 .
6 5(;0 10'00 15b0 20‘00 25'00 —2:25 —2200 —1'.75 —1150 —1125 —1100 —0'.75 —0:50 —0:25
Pasos wo
(a) 2800 cadenas contra el pardmetro de (b) 50000 cadenas para pares de parame-
radiacion. tros.

Figura 61: CPL con SN.

Ahora la tabla de informes:

Asi que para estos tres sets de parametros tenemos los siguientes contornos:
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CPL usando SL (2800 pasos)

Parametros wp y w; (2800 pasos)

0.50 1

0.45 1

o

0.40 1

0.35

Qm
o
w
o

0.25

0.20 1

0.151

o)

0.10

wy

(a) 2800 cadenas contra el pardmetro de
radiacioén.

500

1000

1500
Pasos

2000

CPL usando SL+HD

2500 -3 -2 -1 0 1

(b) 2800 cadenas para pares de parame-
tros.

Figura 62: CPL con SL(37).

Parametros wp y w; (2800 pasos)

0.50 q
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(a) 10000 cadenas contra el parametro de
radiacion.

2000

4000
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Pasos

CPL usando SL+SN

8000 -3 -2 -1 0 1

(b) 2800 cadenas para pares de pardme-
tros.

Figura 63: CPL con HD+SL(196).

Parametros wp y w;

(a) 25000 cadenas contra el parametro de
radiacion.

5000

10000

15000

Pasos

20000

25600 -2.0 -18 -1.6 -14 -1.2 -1.0 -0.8 -0.6

(b) 25000 cadenas para pares de parame-
tros.

Figura 64: CPL con SN+SL(196).
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CPL usando SL+HD Parametros wp y w; (2800 pasos)

0.50 2.00

0.45 | ‘I l I 1751

0.40 1 ' | ‘ “ | ‘ ‘ 1.50
s 0.35 1 \ ‘s 1 ‘ ‘ 1 H ” ) 1.25 -

3

0.30 4 « ‘ w ‘ | ‘h | “l 1001

025 * W 0751 4

0204 0.50

015 0.25

(I) 20'00 40'00 6060 BOIOO —I3 —I2 —'1 (I) i
Pasos wo

(a) 10000 cadenas contra el pardmetro de (b) 2800 cadenas para pares de parame-
radiacion. tros.

Figura 65: CPL con HD+SL(196).

CPL usando HD+SN+SL Parametros wp y w1

0.50 1 2.0 ==

0.45 151 E

0.40 | | 1.0 1

0.35 ‘ | I ‘ 054
& 030 | | ‘ ’ 5 00

0.25 ] ‘ ‘ | ; ~0.5 1

0.20 I , " “ ' ~1.0

0151 ’ | ‘ "‘ [ -15

0.10 ‘ -2.0

0 10000 20000 30000 40000 50000 -2.0 -1.8 -16 -14 -12 -1.0 -0.8 -0.6
Pasos wo

(a) 50000 cadenas contra el parametro de (b) 50000 cadenas para pares de parame-
radiacion. tros.

Figura 66: CPL con HD+SN+SL(37).
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CPL

Likelihood

Gelman-Rubin | €2, Oy h? h Wy wy
maximo
HD 7.1522 0.0601 0.3033 0.0220 0.7216 -1.4578 | 0.1906
+0.0738 | #0.0005| £0.0734 | +£0.5904 | £1.1107
SN 16.1993 0.0523 0.2755 0.0220 0.6513 -0.9607 | -0.1178
+0.0918 | +0.0005| £0.1413 | £0.2286 | £0.9904
SL(37) 33.6339 0.0374 0.3219 0.0220 0.6526 -1.3732 | 0.2116
+0.1111 | £0.0005| £0.1420 | £1.0572| £0.9382
HD 300.4572 0.0836 0.2973 0.0220 0.8005 -2.8348 | 0.9145
+SL(196) +0.0522 | £0.0005| £0.0680 | £0.7043 | £0.8239
SN 312.2256 0.0374 0.3706 0.0220 0.6583 -1.2581 | -0.2852
+SL(196) +0.1022 | +0.0005| £0.1438 | +0.2534 | £1.6201
HD+SN 58.4890 0.0566 0.3054 0.0220 0.6835 -1.0421 | -0.0093
+SL(37) +0.0769 | £0.0005| £0.0313 | £0.1838 | £1.0232
HD+SN 320.2545 0.0818 0.3626 0.0220 0.6713 -1.1817 | -0.3613
+SL(196) +0.0734 | £0.0005| +0.0311 | £0.2159 | +1.4916
Cuadro 6: Parametros de CPL
CPL = s
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06 =1 //
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2t ; 1 : ~ \
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Figura 67: Grafica de contorno de los parametros de del modelo CPL.
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6.2.4. Modelo JBP.

Ahora para el modelo, mostramos las graficas del valor que toma el parametro de radiacion
(), para una parte (las primeras 2800 cadenas) de las cadenas totales realizadas o todas,
junto con el valor que toman loa parametros wy y w; para todas caminatas realizadas.
Seguido de esto se incluye

JBP usando HD (2800 pasos) Parametros wo y w;
0.40
035 1 1

2y _
‘E “ I \ i1 *
:'i:‘o FM “‘ U w :

1000 1500 2000 2500 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0
Pasos wo

w1
o
(=}

(a) 2800 cadenas contra el parametro de (b) 50000 cadenas para pares de parame-
radiacion. tros.

Figura 68: JBP con HD.

JBP usando SN (2800 pasos) Parametros wo y w;

w1
1
o o
w o

[ 500 1000 1500 2000 2500 -18 -16 -14 -12 -10 -08 -06 -0.4

Pasos wo
(a) 2800 cadenas contra el parametro de (b) 50000 cadenas para pares de parame-
radiacion. tros.

Figura 69: JBP con SN.
Como se puede ver en la tabla 7 ninglin caminante alcanz6 el criterio menor a 0.01 para

todas las combinaciones de sets de datos. Y la combinacion de HD+SN+SL(196) terminé
con el Gelman-Rubin més bajo, de 0.0417.
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JBP usando SL (2800 pasos)
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Figura 70: JBP con SL(37).

JBP usando SL+SN+HD
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(a) 50000 cadenas contra el parametro de
radiacion.

Figura 71:

JBP usando SN+HD
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0 10000

(a) 50000 cadenas contra el pardmetro de
radiacioén.

Parametros Qp, y Qyh?

(b) 50000 cadenas para pares de parame-
tros.

JBP con HD+SN+SL(37).

Parametros wp y w;

w1

-1

24

34

(b) 50000 cadenas para pares de parame-
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Figura 72: JBP con SN+HD.
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JBP usando SL+SN Parametros wo y w;

0.50 | 20

045 . ‘\‘ ‘ ‘ ’ 15

0.40 | h ! “ il y 10

0.35 | m\ ~ ‘ ’ ‘\ 0.5
& 030 il “ il [ § oo

0.25 I H \ -05

0.20 ‘ -1.0

0.15 =15

0.101 -2.0

6 2560 5060 75‘00 10600 12500 15600 17500 20600 —2t25 —2100 —1175 —1150 —1‘.25 —1‘.00 —0j75
Pasos wo
(a) 20000 cadenas contra el parametro de (b) 20000 cadenas para pares de parame-
radiacion. tros.
Figura 73: JBP con SL(196)+SN.
JBP usando SL+HD Parametros wo y w;

0.45 l \

‘ y |\
8 0.35 ’ H ‘ “ M 1 ‘ ‘I

” | | ” U 4!‘ | M “\v i “ |

‘M ,“ ” )}: lll;
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(a) 10000 cadenas contra el parametro de (b) 10000 cadenas para pares de parame-
radiacion. tros.

Figura 74: JBP con SL(196)+HD.
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JBP

Likelihood | Gelman-Rubin | €, Quh? h wWo Wy
mAXIimo
HD 7.1627 0.0605 0.3082 0.0220 0.7011 -1.2491 0.2419
+0.0744 | +£0.005 +0.0740 | £0.5964 | £1.0865
SN 16.1223 0.0466 0.2768 0.0220 0.6519 -0.9337 | 0.3595
+0.0891 | £0.0005 | £0.1425 | £0.2351 | +1.0424
SL(37) 33.6182 0.0778 0.3096 0.0220 0.6380 -1.7419 | 0.6298
+0.1111 | £0.0005 | £0.1472 | £1.0224 | £0.9949
HD 300.5364 0.0870 0.3132 0.0220 0.7840 -2.4244 | -0.3891
+SL(196) +0.0591 | £0.0005 | £0.0689 | £0.4130 | +£1.1166
SN 312.6063 0.0779 0.3939 0.0220 0.6361 -1.3552 | -0.2341
+SL(196) +0.0662 | £0.0005 | £0.1412 | £0.2591 | £0.9519
HD-+SN 320.2890 0.0417 0.3622 0.0220 0.6744 -1.2125 | -0.0214
+SL(196) +0.0588 | +£0.0005 | £0.0317 | £0.2034 | £1.1242
Cuadro 7: Parametros de JBP
JBP = o
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Figura 75: Gréafica de los contornos de los parametros del modelo JBP.
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6.2.5. Modelo FSLL(I).

FSLL(I) usando HD Parametros wg y w

———
——
w1
o
«

) 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 -3.0 =25 -2.0 =15 -1.0 =0.5 0.0 0.5 1.0

Pasos wo
(a) 3500 cadenas contra el parametro de (b) 3500 cadenas para pares de parame-
radiacion. tros.

Figura 76: FSLL con HD.

Para los datos SN:

FSLL(I) usando SN (2800 pasos) Parametros wy y w; (2800 pasos)
0.50 2.0
0.45
I ‘ 15
0.40 ‘
0351 J’ 10
& 0301 ‘ \ ‘ h ‘ H 'I ‘ ‘ 5 o5
4 |
025 f‘ ’ m ” ‘ M ‘ l,h1 ‘ oo
0.20 | |
“} | \\ \H MW( |
| I i
0.10 10
ll) 1000 1500 2000 25‘00 —2‘,0 —i,5 —]I..O —(;.5 0.’0 0:5 1.’0
Pasos wo
(a) 2800 cadenas contra el parametro de (b) 2800 cadenas para pares de pardme-
radiacion. tros.
Figura 77: FSLL con SN.
Tabla:

Ahora los contornos de este ultimo set:

En la tabla 8 podemos ver que las tltimas tres combinaciones de sets de datos lograron
un Gelman-Rubin por debajo del valor impuesto de 0.01. Esto quiere decir que lograron
converger, de acuerdo al criterio Gelman-Rubin, a un mejor valor del impuesto. Cabe
recalcar que solo con el modelo FSLL(I) se logré que algunos sets de datos se detuvieran
antes de lograr los 50000 pasos.
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FSLL(l) usando SL (2800 pasos)
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Figura 78: FSLL con SL(37).

FSLL(I) usando SL+SN+HD
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Figura 79:

FSLL usando HD+SN
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FSLL con SN+SN+SL(37).
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tros.

Figura 80: FSLL con HD+SN.
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FSLL usando HD+SN
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Figura 81:
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Figura 82: FSLL con SN+SL(196).
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Figura 83: FSLL con HD-+SN-SL(196).
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FSLL(I)

Likelihood | Gelman- QO Oph? h Wo w1
maximo Rubin

HD 7.2164 0.0015 0.30374| 0.0220 | 0.7144+| -1.1428 | 0.2396
0.7147 | £ 0.005 | 0.0729 | £ +

0.8286 | 0.7593

SN 16.2224 0.0059 0.27094£| 0.0220 | 0.6511 | -0.5554 | 0.4234
0.0898 | £+ + + +

0.0005 | 0.1442 | 1.2062 | 1.2243

SL(37) 33.5536 0.0607 0.3069+£| 0.0220 | 0.6296 | -1.8293 | 0.5585
0.1129 | £+ + + +

0.0005 | 0.1423 | 1.0005 | 1.0311

HD 300.5834 | 0.0816 0.3150 | 0.0220 | 0.7801 | -1.7949 | 0.6321
+SL(196) +0,0598| + +0.0713| + +

0.0005 0.7963 | 0.8421

SN 312.1832 | 0.0042 0.4035+| 0.0220 | 0.6324 | -1.7819 | -0.4287
+SL(196) 0.0587 | £+ + + +

0.0004 | 0.1455 | 0.8877 | 0.8773

SN-+HD || 320.2808 | 0.0057 0.3247+| 0.0220 | 0.6721 | -0.5780 | 0.5634
+SL(196) 0.0871 | £ + + +

0.0005 | 0.0323 | 0.8061 | 0.7074

SN-+HD || 58.5391 0.0012 0.29834%| 0.0221 | 0.6840+| -0.7732 | 0.2449
+SL(37) 0.0660 | £ 0.0298 | + +

0.0005 0.5686 | 0.5172

Cuadro 8: Parametros de FSLL

90




FSLL(l) = rosst
0.4}
£
a
0.2
0.8
L
0.6 |
0 |-
o
=
_2 .
oF
S o
-2 ) + ) ) T X 3 ) X B X
0.021 0.023 0.2 0.4 0.6 0.8 -2 0 -2 0
Qbhz Qm h Wo Wa
Figura 84: Contornos FSLL con HD y HD+SL
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Figura 85: Contornos FSLL con SN y SN+SL
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7. Conclusiones.

Para el codigo propio. En general para todos los modelos, cuando los caminantes se ponian
en marcha la convergencia estaba fuertemente relacionada con el rango de valores que podia
tomar la chi-cuadrada aleatoria (que era la que permitia a los caminantes poder explorar
mas el espacio de parametros).

Ya que cuando el ratio de aceptacion era muy alto, los caminantes no parecian converger
en un punto en especifico, en cambio exploraban el espacio de parametros de manera casi
uniforme.

Esto repercutia directamente en el niimero total de pasos que les tomaba a los caminantes
llegar a la convergencia. Es asi que cuando se restringia mas dicho rango se necesitaba
menor nimero de pasos.

Cabe resaltar que el namero de pasos en general no superaba los 10000, siendo el maximo
el de JBP con 8000 y tomando un tiempo de 2.3s.

Asf que cuando se ponfan en marcha con pasos del orden de centenares el tiempo era de
aproximadamente 0.5s. Sin embargo lo recomendable para que los caminantes pudieran
converger era que el nimero de paso fuera de miles, justo como se mostré en los codigos
de todos los modelos de DE.

Estas cuestiones pueden ser mejoradas cambiando el cédigo base de los caminantes, como
por ejemplo, no tener un numero fijo de caminadas, si no que este se detenga cuando
después de ciertos pasos los valores de chi no mejoren.

Ademas de eso con codigos como el de SimpleMC estas cuestiones estdn mucho mejor
automatizadas y mejoradas.

Para el caso de SimpleMC. Podemos ver que, sin necesidad de completar los 50000 en
muchos de los casos, se puede construir la distribuciéon a posteriori. En general, los sets de
datos que mejor constrifien las observaciones son los de HD+SL (comparado con solo HD)
y SN-+SL (comparado con solo SN).

Sin embargo al agregar SL en cualquier combinacién el tiempo requerido para terminar
todos los pasos aumentaba considerablemente respecto a usando HD y SN (y combinaciones
de estos). Como comparacion los caminantes del codigo propio al usar menos de 10000
pasos no tardaba més de un minuto en completar las caminatas, sin embargo en Simple
MC, agregando SL las caminatas podian tardar hasta 8 horas si completaban los 50000
pasos.

Podemos ver que tenemos una mejora en la constriccion de pardmetros al usar los datos
de SL, que solo los datos HD y SN. Es decir, nuestras observaciones astronomicas mejoran
estos resultados para obtener mejores valores de los parametros wy y wy.
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