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Introduccion.

Aun quedan muchos misterios en el universo, y uno de ellos es la naturaleza de dos
sustancias que se descubrieron apenas el siglo pasado: la materia oscura y la energia os-
cura. La materia oscura se descubri6 luego de observar el movimiento de las galaxias, los
astronomos se dieron cuenta de que para que las galaxias giraran de la forma en la que lo
hacian debian contener mucha méas materia que la que observaban, aqui naci6 la idea de
la materia oscura.

La energia oscura, en cambio, surgié debido al descubrimiento de la expansion acelerada
del universo. Como no se sabia el porqué de dicha expansién se recurri6 a la idea de la
energia oscura, un tipo de energia (que a veces se le llama “energia del vacio”) que provoca
un incremento en la velocidad de expansion del universo.

El objetivo de este trabajo es utilizar los datos observacionales de un tipo especial
de supernova, la radiacién cosmica de fondo y las oscilaciones aciisticas de bariones para
reconstruir de manera no paramétrica algunas propiedades de la energia oscura y poder

ver si debe tener dindmica o debe ser una constante cosmolégica como indica el modelo

ACDM.
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Resumen.

Este trabajo intenta demostrar que, dadas observaciones recientes, es necesario tener un
modelo de energia oscura dinamica, en lugar de considerarlo una constante cosmolégica.
En el capitulo 1 se dara un breve repaso de los conceptos importantes de cosmologia
utilizados en este trabajo. En el capitulo 2 se habla sobre los tipos de reconstrucciones que
se utilizan normalmente. El capitulo 3 trata de estadistica Bayesiana. El capitulo 4 habla
de la reconstruccion que se utilizara en este trabajo y el capitulo 5 muestra un ejemplo
de su aplicacion. El capitulo 6 es la aplicacion de dicha reconstruccion con datos reales
y su comparacion con el modelo de constante cosmolégica, y el capitulo 7 contiene las

conclusiones y perspectivas.
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Abstract.

This work tries to show that, given recent observations and probes, it is necessary to
have a dynamical dark energy model, instead of a cosmological constant one. In chapter
1 it is given a brief review of the important concepts of cosmology used in this work. In
chapter 2 the types of reconstruction are discussed. In chapter 3 an introduction to Bayesian
statistics is presented. In chapter 4 the focus is the reconstruction used in this work. In
chapter 5 an example of said reconstruction is shown. In chapter 6 this reconstruction is

used with real data and in chapter 7 the conclusions and future plans are discussed.
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Capitulo 1

Un poco de cosmologia

Este capitulo pretende dar una introduccién a los conceptos de cosmologia mas rele-

vantes para este trabajo. Gran parte de este capitulo esta basado en [1] y [2].

1.1. EIl universo homogéneo y su geometria

Al estudiar cosmologia siempre se parte del mismo punto: el principio cosmologico.
Este principio nos dice que el universo es homogéneo e isotrépico al irnos a grandes escalas
(alrededor de 100 Megaparsecs), lo que significa que no ocupamos un lugar privilegiado en
el espacio. Este principio sirve como base para poder definir la geometria y, por lo tanto,

la dindmica de los objetos que se encuentran en el universo.

Partiendo de la idea de un universo homogéneo e isotrépico podemos definirlo como
una serie de superficies tridimensionales ordenadas temporalmente con cierta curvatura,
siendo cada una de estas superficies homogénea e isotrépica. Esta curvatura puede tomar

3 valores: curvatura cero, curvatura positiva y curvatura negativa (figura 1.1).



Plano

Curvatura
negativa

Curvatura
positiva

Figura 1.1: Representacion visual de los tipos de curvatura.

= Curvatura cero: también llamado “espacio plano”, consiste en el espacio Euclideano

donde el elemento de linea estd dado por:
di* = da® = §;da’da?, (1.1)
y es invariante ante traslaciones y rotaciones.

Curvatura positiva: también llamada “geometria esférica”, es el espacio representado

por una 3-esfera donde el elemento de linea viene dado por:
di* = do* + du?, 2° 4+ u* = ad?, (1.2)

siendo a el radio de la 3-esfera. Esta geometria es homogénea e isotropica bajo rota-

ciones 4-dimensionales.

Curvatura negativa: también llamada “geometria hiperbdlica”, se representa por un

hiperboloide H? donde el elemento de linea esta dado por:

di* = do* — du®, 2° —u® = —d?, (1.3)



siendo a una constante arbitraria. La homogeneidad e isotropia vienen dadas por la
simetria del elemento de linea bajo pseudo-rotaciones 4-dimensionales (transformadas

de Lorentz siendo u el tiempo).

Si reescalamos * — xa y u — ua en las geometrias esférica e hiperbdlica podemos

entonces reescribirlas como:
di? = a®(dr* £ du®), 2% +u® =41, (1.4)

y de aqui podemos ver que

udu = F7T - dT, (1.5)
por lo que
2 2 o, (T-dz)°
y generalizando para el espacio plano obtenemos
2 2 2 (7 - dz)?
donde k = —1,0,1. Si k = —1 tenemos geometria hiperbdlica, si k = 1 es geometria esférica

y con k = 0 es espacio plano. Debido a esto a k se le llama “curvatura”.
Reescribiéndolo en coordenadas esféricas con dz? = dr? + r?(d6?* + sin*0d¢?) y por lo

tanto T - dZ = rdr obtenemos:

2
i = ¢ <1(d’2 _+ r2d92>, d0? = d6? + sin0de?, (1.8)
— RT

y de este resultado podemos obtener la famosa métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-

Walker (FLRW):

(dr)?
1 —kr?

ds* = dt* — a2(t)< + 7’2d92>, (1.9)
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donde a ahora esta en funcién del tiempo y se le llama “factor de escala” (figura 1.2). Este
factor a(t) nos dice qué tanto se expande (o contrae) el universo, por convencion se define
a(ty) = 1 siendo ty hoy. Esta métrica nos dice cémo se comporta el elemento de linea en el
espacio-tiempo. Esta métrica es importante pues es una solucion exacta de las ecuaciones

de Einstein de relatividad general.

L

(0,00 {1,m) (0,0) (1,0) {0,0) (1,0)

Y

tiempo

Figura 1.2: Factor de escala en una malla bidimensional. Se observa que el factor de escala
aumenta mientras que la distancia comévil (distancia entre los puntos (0,0) y (1,0)) sigue

siendo la misma.

De la métrica FLRW podemos empezar a definir algunas cantidades como:

Coordenadas coméviles: z° = [z!, 2%, 23],

fiongs gl — i
Coordenadas fisicas: z,,, , = a(t)z’,

Coordenadas dependientes del observador: X* = (¢, z")

Pardametro de Hubble: H = g,

Velocidad fisica:

i Ay de'  da ; _ i
Uphys = clgty = a(t) T Tt = Upee T H e (1.10)
= Velocidad peculiar: v/, = a(t)i’,



= Tiempo conforme: d7 = %.

Ahora veremos como se mueven las particulas en esta métrica. Dado que se consideran
en caida libre, la trayectoria que siguen es aquella descrita por una geodésica. Una geodésica
es una curva que extremiza el tiempo propio As/c entre dos puntos del espacio-tiempo

(siendo As el elemento de linea). La ecuacién de éstas curvas es:

au+ o
ot U’ =0, (1.11)
donde U* = % es la cuadrivelocidad y T g son los simbolos de Christoffel

0
oxe’

Los = 59" (0agsr + 9sgar — Orgas), 0o = (1.12)

donde g,4 es la métrica, la cudl cumple g#* gy, = d5. Si ahora utilizamos regla de la cadena

dU*  dX* oU# oUH
— — [« 1.1
ds ds 0X« v oxe’ (1.13)
obtenemos
ou worrB
U~ <8X+F sU ) =0, (1.14)

y el término entre paréntesis es la derivada covariante de U*, por lo que podemos reescribir

(1.14) como
UV, U" =0, (1.15)

o utilizando la definiciéon de cuadrimomento P* = mU*, donde m es la masa, podemos

reescribir (1.14) ahora como

opPH
P —— + TP | =0. 1.16
(e + i) = (L.15)
Ahora utilizaremos la ecuacién de las geodésicas en la métrica FLRW. Definiendo v;; =

xlxj

0y + k1 o) entonces reescribimos la métrica como
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ds® = dt* — a*(t)yijda'da’ . (1.17)

Los simbolos de Christoffel distintos de cero seran:

: ;G ;1
IY = aay;, T = adp [y = 37 (03 vm + Owvit — Orvjn), (1.18)

y dado que FLRW supone un universo homogéneo tendremos 0;P* = 0, por lo que la

ecuacion de la geodésica es

POLP# = — 2" PO 4 T pi | pI 1.19
dt - — 05 + ij . ( . )

1.2. Dinamica

La dindmica del universo estd gobernada por la ecuacion de Einstein

G = 87GT,, (1.20)

siendo G, el tensor de Einstein que nos dice la curvatura del espacio tiempo y T}, el
tensor de energia-impulso que nos dice el contenido de materia del universo.
Dado que el tensor de energia-impulso debe cumplir las condiciones de homogeneidad

e isotropia se puede utilizar el tensor de un fluido perfecto, entonces

T., = (p+ P)UU, — Py, (1.21)
Too = p(t), T =0, Ty=—P(t)g;(t ) (1.22)
) 0 0 0
. 0 -P 0 0
TH = g Ty, = (1.23)
O 0 —-P 0
0 0 0 -P



siendo p la densidad de energia, P la presién del fluido (no confundir con el cuadrimomento
P") v gap es la métrica. Pero la energia y el momento deben de conservarse, por lo que la
densidad debe cumplir la ecuacién de continuidad p = —d;7" (siendo 7* = T = 0) y la
evoluciéon de la densidad del momento debe obedecer la ecuacién de Euler 7; = 0;P. Estas

dos ecuaciones de conservacion pueden combinarse para obtener

9, TV =0, (1.24)

y en relatividad general se utiliza la derivada covariante, entonces
V. I} =0,TF + 0T — T, T{ =0, (1.25)
la evolucion de la densidad de energia corresponde a v = 0, por lo que tendremos
0T + Th\ Ty — T T = 0, (1.26)

ademas tenemos, por isotropia, que 7 = 0, entonces

dp
i Top — Do TY =0, (1.27)

y usando (1.18) obtenemos la ecuacién de continuidad

p—i—S%(p—i-P) —0. (1.28)

Ahora debemos calcular el tensor de Einstein G, de la ecuacién de Einstein. De relatividad

general tenemos

1
G =Ry — iRgW, (1.29)

donde R, = O\I'), — 9,1, + 'y, I,

r,—T0\I,, es el tensor de Ricci y R = Rl! = g™ R,

el escalar de Ricci. Debido a la isotropia de la métrica FLRW R,y = Ry; deben ser cero.

Entonces obtenemos



Roo = —32, Ry = —(Z + 2(2)2 + 2;)91‘]‘, R= —6<d + (2)2 + k) (1.30)

a a a?

y las componentes distintas de cero en el tensor de Einstein G* = g"*Gy,

o _ a2  k i [s0 a2 kg
GY = 3((@) - a2> Gl = (2@ +() + a2>5j, (1.31)
utilizando (1.23) y (1.31) en la ecuacién de Einstein obtenemos las ecuaciones de Fried-

mannmn

N2

a G k

-] =—p—-— 1.32
a e
-_= P). 1.
S =T +3P) (1.33)

Estas ecuaciones gobiernan la expansion del universo (homogéneo e isotrépico). La ecua-
cién (1.32) por lo general se escribe en términos de H = %, y se toman p y P como las
contribuciones totales de densidad y presion de todos los componentes del universo (sea
materia, radiacién, vacio, etc.). Se define la densidad critica al dia de hoy (subindice 0)

3H? ; ‘ . . .
COMO perito = 5.4, ¥ de aqui se definen los parametros de densidad (adimensionales)

Q= L0 (131
Perit,0
si le atribuimos un pardmetro de densidad a la curvatura k como €20 = ﬁ podemos

reescribir la primer ecuacién de Friedmann como

ap\ 2
H2<a) = Hg [Qtotal + Qk(;(]) ‘| . (135)
Es momento de analizar de qué estd hecho €2;1410.
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1.3. Menu césmico

Empezamos con la materia. En cosmologia se le llama materia a todo aquel compo-
nente cuyo presiéon sea mucho menor a su densidad, por lo que hacemos P = 0 en (1.28),

y de esta forma obtenemos

P 32 (1.36)
P a

de aqui entonces
poca®, (1.37)

lo cual es esperado, pues al ser materia su densidad es inversamente proporcional al volumen
del universo.

Esta densidad esta principalmente compuesta de 2 tipos de materia:

= Materia bariénica: la materia observable (luminosa) como los ntcleos y electrones.

= Materia oscura: un tipo de materia desconocida que no interactiia con la luz.

Veamos ahora el siguiente componente en el cosmos: radiacion. Se le llama radiacion,
en cosmologia, a aquello cuya presion sea un tercio de su densidad, entonces P = %p, por

lo que (1.28) nos da

2’ - —43, (1.38)

entonces p oc a~%. Este es el caso para algtin gas de particulas relativistas (el momento de
las particulas es mucho mayor a su masa). La densidad disminuye con a*, esto se debe a el
cambio del volumen (a®) y a algo conocido como “corrimiento al rojo” (redshift en inglés),
y para entender de donde viene la a hace falta explicar el corrimiento al rojo.

Partiendo de la ley de Hubble
v(t) = Hr(t), (1.39)
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que nos indica que los objetos mas lejanos (con respecto a nosotros) se alejan con una
velocidad proporcional a su distancia de nosotros, siendo v(t) la velocidad de recesién de
algtin objeto (la velocidad con la que se aleja de nosotros), H el pardmetro de Hubble y r(t)
la posicién del objeto con respecto a nosotros. Ahora, si hacemos dv = Hdr, pero H = %

entonces

dv = gdr. (1.40)

Pero si hablamos de la luz que nos llega del objeto entonces tenemos que tomar en cuenta

el objeto Doppler, pues el objeto se estd moviendo. De este efecto tenemos

== (1.41)

donde c¢ es la velocidad de la luz en el vacio, A\, es la longitud de onda recibida por el
observador y A, la emitida por el objeto. Ahora, dado que estamos hablando de luz, tenemos

que ¢ = %, y de todo esto obtenemos que

d a.  d
AN (1.42)

Ae @ a

esto implica \ o< a. Entonces definimos el corrimento al rojo z como

A alt
1+z:A:a< ) (1.43)

y, usando la convencién de que en el tiempo actual ¢y, tenemos a(tg) = 1, por lo tanto

1
=-—1. 1.44
2= (1.4

Como se observa en (1.42) tenemos que A x a, y como la energia de una onda depende
del inverso de su longitud de onda, al tener mayor longitud de onda la energia decrece
proporcionalmente con a, lo que nos da el —4 de (1.38), 3 debido al espacio y 1 por el

corrimiento al rojo. La radiacion esta hecha principalmente de:
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» Fotones: radiacién electromagnética (luz).

= Neutrinos: particulas con masas demasiado pequenas pero con energia cinética muy

grande.

Tenemos hasta ahora 2 componentes de €);.:4;, pero existe un elemento mas. Este recibe
el nombre de energia oscura y es el enfoque principal de este trabajo el ver como se com-
porta (o deberfa comportarse) la energia oscura con base en observaciones y experimentos

recientes.

1.4. Energia oscura [3]

En 1917 Albert Einstein introdujo la famosa constante cosmolégica A en la ecuacion
(1.20), obteniendo entonces (1.45). Esto lo hizo debido a su fuerte creencia en que el universo
es estdtico, mientras que su ecuacién original (antes de agregar A) predecia un universo que
variaba en tamafio [4]. Era una propuesta interesante hasta que, en 1929, Edwin Hubble

descubrié que el universo no se encuentra estatico si no que se esta expandiendo.

G + A = 8TGT,, 1.45
% w u

Aunque la inclusion de esta constante fue considerada como un error se seguia incluyendo
en la ecuacién pero con un valor de cero. Pero luego del descubrimiento de la expansion
acelerada del universo en 1998 se encontrd que A debe tener un valor positivo. Este podria
considerarse como el nacimiento de la energfa oscura en la cosmologia [5].

A veces se le llama también “energia del vacio” en relatividad general pues, segun
la hipétesis de su existencia, permea todo el espacio de manera uniforme. Aunque tiene
una densidad bastante pequefia (aproximadamente 7 x 1073%g/cm?), segiin observaciones
recientes la energia oscura contribuye aproximadamente en un 68.3 % a la energia total del
universo en el modelo ACDM [16]. Mientras que la materia oscura y la materia bariénica

contribuyen con el 26.8 % y 4.9 % respectivamente [16]. Si tomamos en cuenta un pardmetro
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de densidad para la energia oscura tendremos entonces 3 componentes de 2.4, lo que nos
da una ecuacién de Friedmann

Qo Qg

H2(a) = H? l@o((fff + Qm,o(g)?’ + Qpp(a) + Q’“O(aﬂ . (1.46)

siendo €2, el parametro de densidad de radiacién, €, el de materia y Qpg(a) el de la

energia oscura. En este caso tenemos

3 [ da’ (1 1y
Qpp(a) = Qpgee I o (1), (1.47)

donde w es el pardmetro de la ecuacién de estado (a veces simplemente llamado ecuacién
de estado) de la energia oscura, surge al considerar a la energia oscura como un fluido

perfecto cuya densidad y presién estan relacionadas como

’wEPDE/,ODE, (148)

siendo Ppg la presion de la energia oscura y ppp su densidad, esta ecuacién luego se
introduce en (1.28) y de ahi obtenemos (1.47).

A pesar de que no se sabe qué es la energia oscura, existe evidencia bastante fuerte
de su existencia. Debido a esto, los modelos cosmoldgicos actuales incluyen energia oscura
y un intento por explicarla. Algunos experimentos en los que se observa la accién de la
energia oscura son: observaciones de supernovas tipo la, medicién del CMB, la medicién
de las oscilaciones acusticas de bariones (BAOs por sus siglas en inglés) y la medicién del

parametro de Hubble (H(z)).

1.4.1. Supernovas tipo la

Las supernovas tipo la son un tipo especial de supernova que ocurre en un sistema
binario entre una enana blanca y cualquier otro tipo de estrella [6]. La enana blanca es uno
de los objetos mas densos del universo, por lo que su gravedad es bastante fuerte. Debido

a esto la enana blanca comienza a atraer material de la otra estrella, aumentando de esta

12



forma su masa. Al obtener aproximadamente 1.4 masas solares la enana blanca comenzara
a sufrir una reaccién nuclear en cadena en su interior, provocando de esta manera la
explosion de la enana blanca. Esta reaccion nuclear es bastante parecida entre todos los
sistemas binarios de este tipo, por lo que la explosion resultante de la reacciéon nuclear
es practicamente la misma, y esto significa que este tipo de supernovas tienen una curva
de luz igual (figura 1.3). Esto las convierte en un excelente candidato a ser una candela

estandar en astronomia.

| L O O N N S ER N RO R SN I R SN S N E M N M G e S B G s
L y
0+ -
Am L B b
2 + -
4 + ‘ al
L \\\\\ -
6 =
T O T T T L L L o N T [ e o
-50 0 +50 100 150 200

Figura 1.3: Curva de luz para 22 supernovas tipo la, siendo Am el brillo y tp el
tiempo desde que ocurre la explosion, la B indica que se midi6 la luz azul. Fuente:

https : | /ned.ipac.caltech.edu/level5/Branch2/Branch2_1.html.

Estas supernovas se utilizan para poder medir la velocidad y distancia de objetos a dis-
tancias del orden de megaparsecs debido a su enorme (y consistente) luminosidad. Para la
velocidad todo lo que se necesita es comparar la luminosidad que se sabe tiene la supernova
tipo la con la observada y calcular el corrimiento al rojo, y para la distancia se mide el

brillo.

En 1998 se realizo el descubrimiento de la expansion acelerada del universo observando
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supernovas tipo la [6]. Con este descubrimiento se inici6 el estudio de aquello que provoca

esta aceleracion, dando el inicio del estudio de la energia oscura.

1.4.2. CMB

Holmdel, Nueva Jersey, ano 1964, Arno Penzias y Robert Wilson se encuentran en los
laboratorios Bell experimentando con una antena de bocina de 6 metros disenada para de-
tectar ondas de radio provenientes del rebote de los satélites Echo de la NASA. Las ondas
provenientes de estos satélites eran bastante débiles. Si querian detectarlas entonces debian
remover toda la interferencia que pudiera afectar a la antena, como las ondas de radio pro-
venientes de las estaciones de radio cercanas, de radares y hasta se elimin¢ la interferencia
del mismo receptor de ondas enfriandolo con helio liquido. Incluso se removieron los nidos

de palomas y se limpiaron las antenas de cualquier desperdicio originado por las mismas.

Aun después de todos sus esfuerzos para eliminar toda la interferencia existia un ruido
que no podian eliminar, un ruido pequeno y constante que permanecia en el receptor. Este
ruido estaba presente en todas las direcciones y a todas horas. Tanto Penzias como Wilson
concluyeron que este ruido, correspondiente a una onda de 7.35 centimetros, no provenia
de ninguna fuente terrestre, ni tampoco de algo dentro de nuestra galaxia, el ruido debia
provenir de afuera de la Via Lactea. Después se descubrio que este ruido era causado por
la radiaciéon de fondo de microondas (CMB por sus siglas en inglés), un tipo de radiacién

cuyo origen se le atribuye al Big Bang [9].

Esta radiacion se encuentra en todo el espacio y es la radiacion electromagnética mas
antigua del universo debido a que es un remanente del Big Bang. Es casi isotropica con
una temperatura de 2.72 grados Kelvin. E1 CMB es una de las evidencias mas fuertes que
se tiene sobre el Big Bang, pues de acuerdo a la teoria hubo un tiempo en el universo
temprano conocido como “época de recombinacién” en el que el universo paso de ser un
plasma de hidrégeno a un universo mas frio, lo que permitié a los protones y electrones

combinarse para formar hidrogeno y, debido a que estos atomos no absorbian la radiacién
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térmica, los fotones podian viajar a través del espacio, en lugar de ser dispersados por el
plasma. Estos fotones siguen viajando y, dado que el universo estd expandiéndose, tienen
cada vez menos energia, pues su longitud de onda es cada vez mayor.

Si se miden las anisotropias en esta radiacién de fondo se puede encontrar que la geome-
tria del universo es casi plana. Para que el universo tenga una geometria plana su densidad
de materia y energia debe ser la densidad critica. Las mediciones actuales del CMB reali-
zadas por el WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) y por el telescopio Planck
(figura 1.4), al ser combinadas con las observaciones de supernovas tipo la realizadas por
las colaboraciones de Supernova Cosmology Project y High-z Supernova Search Team nos
indican que la materia tanto oscura como bariénica conforman aproximadamente 30 % de

la densidad critica, mientras que el otro 70 % se debe a la energia oscura [8] [16].

—
-300 T (uK) 300

Figura 1.4: Comparacién entre mapeos del CMB de WMAP ano 9 y el telescopio Planck.
Son practicamente idénticos, por lo que se cree que son mediciones bastante confiables.

Fuente: https : //lambda.gs fc.nasa.gov/product/map/drb/m__images.cfm.
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1.4.3. Oscilaciones actsticas de bariones (BAOs)

Las BAOs son, como su nombre lo indica, oscilaciones que ocurrieron debido a per-
turbaciones de sobredensidades de materia en el universo temprano (antes de la época de
recombinacion [10]). Dichas densidades se debieron al colapso gravitacional de materia.
Las perturbaciones en estas sobredensidades se deben a la presion ejercida por la radia-
cién, por lo que tenemos dos fuerzas oponiéndose entre si: la atraccion gravitacional de
las sobredensidades de materia y la ejercida por la presion de radiacion. Estas dos fuerzas
crearon oscilaciones de bariones y fotones. Luego de la época de recombinacién los fotones
se desacoplaron de los bariones y se liberd la presion ejercida por la radiaciéon [10] [11], y
esto dejé un cascarén de bariones a una cierta distancia de las sobredensidades de materia,

a esta distancia se le conoce como “horizonte de sonido”.

Figura 1.5: Representacion de las BAOs. En realidad no se ven de esta manera, pero esta fi-

gura nos da una buena idea de qué son. Fuente: hitp : //www.astronet.ru/db/msg/1298862

Las BAOs son utilizadas como “reglas estandar”, asi como las supernovas son usadas

como candelas estandar.
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1.4.4. Parametro de Hubble

El pardametro de Hubble (H(z)) nos dice la rapidez con la que se expande el universo y
puede ponerse en funcion del corrimiento al rojo z. La medicién de H(z) nos dice la historia
de la expansion cosmologica, por lo que es muy usado para examinar la expansion acelerada
del universo y, por lo tanto, las propiedades de la energia oscura. Para la medicién de
este parametro se utilizan los llamados crondmetros césmicos [12] [13]. Estos cronémetros
consisten en la observacion de estrellas viejas formadas en sincronia y funcionan como
“relojes estandar”.

Ademas, el parametro de Hubble aparece en una gran cantidad de propiedades del

universo, pero de esto se hard menciéon mas adelante.

1.4.5. Modelos de energia oscura

Como ya se menciond, la energia oscura es lo mas abundante en el universo actual-
mente, ocupando mas de dos terceras partes del mismo [16]. A pesar de esto, no se sabe
exactamente qué es la energia oscura, pero se sabe que debe cumplir ciertas caracteristicas.
Debido a esto se han realizado muchos esfuerzos por crear un modelo que pueda describirla.

Algunos de éstos son:

Constante cosmolégica (mejor conocido como ACDM)

Quintesencia [18§]

Energia phantom [18]

Quintom [19]

Gravedad modificada [28].

Estos son solo algunos de los modelos que se estudian e intentan explicar el universo.

De todos ellos, el modelo ACDM es el considerado “modelo estandar” en cosmologia.

17



El modelo ACDM

Se le conoce como ACDM pues se considera que la energia oscura es una constante
cosmolégica (A) y el CDM son siglas en inglés para materia oscura fria, esto significa que
la materia oscura en este modelo sélo interactia de manera gravitacional. Dado que la
energia oscura es constante entonces su ecuacion de estado debe ser constante de valor —1,

por lo que (1.48) seria:

Esto es lo mismo que decir que la energia oscura tiene una presion negativa, lo que provoca

la expansion del universo, y suele referirse a esta presiéon como la presién del vacio. Al

utilizar w = —1 en (1.47) obtenemos la ecuacién de Friedmann para ACDM
9 . 2 CI,O 4 ao 3 a’O 2
H?(a) = H? [QT,O(G) + Qm,o(g) + Qoo+ Qk,()(E) ] (1.50)

Este modelo se considera el estandar pues puede predecir muchas observaciones y es
el mas sencillo (es el que tiene menos pardametros libres), pero recientemente ha tenido
algunos problemas y se han presentado ciertas tensiones en las observaciones [20]. Los
dos principales problemas son el problema de la coincidencia [21] [22] y el problema
del ajuste fino [23]. El problema de la coincidencia a veces no es considerado como un
problema fisico, mas bien filosofico, y plantea la pregunta: ;Porqué el universo se esta
expandiendo de manera acelerada en este momento del tiempo?. El problema del ajuste
fino tiene que ver con el valor preciso que deben tener los parametros del modelo para
que el universo pueda funcionar como lo hace. Ademas de los problemas ya mencionados
también hay muchos problemas a escalas pequenas [15].

Esta gran cantidad de problemas con ACDM han motivado a los cosmélogos a intentar
buscar distintas alternativas para explicar la dinamica del universo, y para poner a prueba
dichas alternativas se deben utilizar los experimentos y observaciones que se han realizado,

aqui es donde entran las llamadas reconstrucciones.
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Capitulo 2

Reconstrucciones de la energia oscura

No se tiene atin ningtin modelo que explique de manera satisfactoria la expansion ace-
lerada del universo, y por lo tanto no se tiene una descripcién concluyente sobre la energia
oscura. Entonces es bastante comun intentar utilizar los datos y observaciones provenientes
de varios experimentos y sondeos para intentar reconstruir, ya sea de forma paramétrica
o no paramétrica, algunas cantidades o ecuaciones que nos den alguna pista sobre el com-
portamiento de la energia oscura (como su densidad o la ecuacién de estado).

A continuacién se hablara sobre algunas reconstrucciones.

2.1. Reconstrucciones paramétricas

Una parametrizacién bastante conocida consiste en, asumiendo una energia oscura que
sea espacialmente suave, que la ecuacion de estado (1.48) sea una constante [28]. Esta
parametrizacién describe la energia del vacio (w = —1) y los defectos topoldgicos (w =
—N/3, siendo N la dimensién del defecto, cuyo valor es 0 para monopolos, 1 para cuerdas
cosmicas y 2 para texturas). Con w y pg tenemos entonces una descripciéon de la energia
oscura que depende tinicamente de dos parametros. Pero esta parametrizacion no describe la
evolucion temporal de w, y aqui es donde entran otro tipo de modelos y parametrizaciones.

Si se propone que w = w(z) , entonces por (1.47) tenemos que Qpp = Qpp(z), siendo z
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el corrimiento al rojo (aunque también podria ser funcién del factor de escala a), se pueden
proponer una gran cantidad de parametrizaciones de w, por ejemplo una de las primeras
consistié en una evolucién lineal en z (w(z) = wy + wyz) y daba una buena descripcién
de la energia oscura para corrimientos al rojo bajos, pero al incrementar z daba resultados
inconsistentes. Entonces se propuso

w(a) = wy + we(l — a) = wy + w, (2.1)

112
siendo a el factor de escala, wy es la ecuacion de estado evaluada al dia de hoy y w, es
la primer derivada de w(z) evaluada al dia de hoy. Esta parametrizacién se conoce como
CPL [26], 25] y evita el problema antes mencionado y se ajusta a algunos modelos de
campo escalar y a algunas descripciones de la expansion en gravedad modificada. De esta
parametrizacién surge una descripciéon bastante popular de la energia oscura, una que es

descrita por tres parametros 2pg, wo, w,. Lo que nos da una densidad de energia

Pde

pcrit,O

_ QDEa—S(l—i-wo—i—wa)€—3wa(1—a)‘ (22)

Esta densidad luego es sustituida en las ecs. de Friedmann y se comparan con datos obser-
vacionales para obtener los valores de los parametros implicados en el modelo. La parame-

trizacion CPL corresponde a la serie de Taylor

we =Y (1 —a)'w, (2.3)

para N = 1.
Otra parametrizacién popular ([24]) es una serie de Taylor para el pardmetro de den-
sidad como Qpp = A; + Asx + Asz? con x = 2 + 1, por lo que obtenemos una ec. de

Friedmann

H(x) = Ho(Qma® + Ay + Agz + Aga?)7, (2.4)
y se pretende buscar el valor de los coeficientes de Taylor A;.
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También se puede expandir en series de Taylor el parametro de la ecuacién de estado

([124])

w(z) =Y w2, (2.5)
y se encuentra el valor de los coeficientes w;.
Se tienen ademads algunos modelos de una ecuacién de estado que decae ([32]), propo-
niendo una parametrizacion parecida a

Wy~ Wi (2.6)

w(z) = w; +

z—z¢ )

l+e =
donde w; es el valor de la ecuacién de estado a grandes z, z; es el valor donde w(z) =
(w; +wys)/2 y A es la tasa de cambio de w(z).
Y también existen modelos donde la ecuacionde estado puede oscilar ([31]). Un ejemplo

de una parametrizacién para una ecuacion de estado oscilatoria es

w(loga) = wy + wq cos (A log a> : (2.7)

Gc
donde se tienen wy, wy, A y a. como parametros.
Asi como todas las mencionadas en esta seccién existe una cantidad enorme de posibles
parametrizaciones, por lo que las reconstrucciones paramétricas no tienen un enfoque muy
fijo pues en principio se puede proponer cualquier forma funcional de w(z). Debido a esto

el enfoque de este trabajo sera en otro tipo de reconstrucciones.

2.2. PCA

El andlisis de componentes principales (PCA por sus siglas en inglés) es una técnica
que se utiliza para poder visualizar mejor los datos de algin experimento. Esta técnica
consiste en usar una matriz de rotaciéon que estd conformada por los eigenvalores de la

matriz de covarianza de los datos en cuestion para, de esta forma, escribir los datos en una
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nueva “base”. Al representar los datos en esta nueva base podemos reducir la cantidad de
dimensiones de la nueva gréafica al omitir los datos “menos relevantes” usando el criterio
de los eigenvalores, aunque al hacer esto se puede perder informacion, pero por lo general
es un precio bajo a pagar para poder reducir las dimensiones del problema.

Debido a que esta técnica utiliza la covarianza como criterio es necesario que los datos
estén estandarizados, es decir: que tengan un promedio 0 y varianza 1. Esto es necesario
pues se comparan covarianzas para obtener los llamados “componentes principales”; y
dada la naturaleza de algunos datos se puede malinterpretar la covarianza entre ambas al
compararlas (como comparar una covarianza entre la masa de un grupo de personas y su
estatura, no tienen la misma relevancia una covarianza de 1 kilo contra una covarianza de
1 metro).

Esta técnica es bastante 1til pero tiene ciertas desventajas como:

= No es invariante de escala.
= Se asume que las direcciones de mayor varianza son las de mayor interés.
= Sélo considera transformaciones ortogonales de las variables.

= Se deben estandarizar los datos pues se asume una distribuciéon normal, y no todas

las distribuciones cumplen esto.

= La reduccién dimensional ocurre cuando hay correlacién entre variables, si no la hay

entonces soélo se acomodan los datos de acuerdo a su varianza.

A pesar de las desventajas antes mencionadas esta técnica se puede utilizar para en-
contrar relaciones no tan obvias entre distintos elementos de una medicién y en algunos
casos hasta puede decirnos alguna direccién preferencial sobre la dindmica del sistema.

Si queremos utilizar esta técnica con la ecuacion de estado [29] se tendria que encontrar
los eigenvectores e;(2) de la matriz inversa de la matriz de covarianza para los pardmetros
w; (1 =1,...,N) y cada eigenvalor correspondiente J\;, de forma que la parametrizacion de

w(z) seria de la forma
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w(z)+1= Z:aiei, (2.8)

siendo e; los componentes principales y los coeficientes a; se obtienen de la relacién de

ortonormalidad

a; = /(1 + w(z))e;i(z)dz, (2.9)

y tienen una exactitud 1/+4/);. Este método tiene varias ventajas, algunas de ellas son:

1.- El método no presupone modelos ni asume dependencia temporal a priori debido a
que no hay parametrizaciones arbitrarias, basicamente los datos nos estan diciendo

“qué estamos midiendo” y “qué tan bien estamos midiéndolo”.

2.- Se puede utilizar este método para optimizar mediciones, por ejemplo disenando
sondeos que sean mas sensibles al pardametro de la ecuacion de estado de energia

oscura en un cierto intérvalo de z.

3.- Los PCs pueden hacer posible el cuantificar qué tantos parametros individuales pue-

den ser medidos dada una combinacién de sondeos cosmolégicos.

2.3. Reconstrucciones no parameétricas

Como se vi6 anteriormente, las reconstrucciones paramétricas le asignan una forma
funcional a la propiedad que se desea reconstruir (como el pardmetro de densidad o la
ecuacién de estado), pero existe otro enfoque conocido como no paramétrico donde se
utilizan otro tipo de métodos para intentar encontrar la forma que tendria la propiedad a
reconstruir.

Un ejemplo de esto es la reconstruccién utilizada por Daly y Djorgovsky [34], que
consiste en reconstruir la distancia comévil r;(z) = r(z;) + n;, donde n; es el término

del ruido y r(z) estd relacionado con el modulo p de las supernovas como r(z)/1Mpc =
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5(14 z) , en trozos utilizando una serie de funciones base, después se utiliza

y = Hyr para reconstruir el parametro de desaceleraciéon utilizando

aa d*y/dz?
= 1 .
=a+(1+2) dy =

También estd la reconstruccion discutida por Shafieloo [35], aqui se construye una can-

= (2.10)

tidad D*(z) utilizando un filtro F' y una cantidad “cruda” D(z’), ademés se utiliza una

escala de suavizado A

(x,A) /D F(|lz —2'|, A)dx (2.11)

La D podria ser alguna cantidad cosmolégica como Dy (z), Da(z) o r(z). Algunos filtros

utilizados comunmente son el filtro de corte

A

siendo O la funcién escalén de Heaviside, y el filtro Gaussiano

FTHo<@<1—|I_x|>, (2.12)

lz—a’|?

Fooce 227, (2.13)

También estd la llamada reconstruccion directa [28]. Se pueden utilizar los datos direc-
tamente de las mediciones de la distancia comévil 7(z) (figura 1.2) en un cierto intérvalo

de corrimientos al rojo para poder obtener de forma directa ppg y w(z) = cte usando [2§]

pop(2) = pppo(l + 2)*0+), (2.14)

= i _c ;7 Hy /
T(Z>_Qil—r>%k HO\/Q_ksenh<\/Qk ; Hz’)dz>’ (2.15)

y de aqui podemos recuperar la ecuacion de estado

1+ 23HZQ(1+2)* + 2(d 2)(dz)-3

3 HgQu(1+2) = ()72

w(z)+1= (2.16)
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Pero w(z) depende de la segunda derivada de r(z), por lo que los errores al medir
la distancia comoévil se propagaran bastante, por esto mismo se recurre regularmente a

reconstruir ppg pues depende tinicamente de la primer derivada de r(z)

PDE = SjG <(;)2 — Q Hi(1+ z)3>. (2.17)
Reconstruir ppg, aunque es facil, no nos da mucha informacién sobre la naturaleza
de la energia oscura, por lo que es preferible tratar de reconstruir w(z), pero, atin con
mediciones de gran calidad, la reconstruccién directa no es lo suficientemente buena para
darnos el comportamiento de w(z), pero se han usado tratamientos estadisticos avanzados
para obtener una idea de cémo se comporta.
Otra cantidad que es popular en reconstruccién es el pardmetro de Hubble H(z), pues

al reconstruirlo se pueden recuperar una gran cantidad de propiedades fisicas del universo.

Estas son:

s La edad del universo

1(z) = /:O (dzl (2.18)

r—1lx=1+z, (2.19)

= La profundidad éptica de dispersion de electrones para un corrimiento al rojo de

reionizacion Z,e;on

(Z ) C/Z'reion ne(z)o'TdZ
T\ Zreion) = T NTT
0 (14 2)H(2)

donde n. es la densidad de electrones y o7 es la seccion eficaz de Thomson que

(2.20)

describe la dispersién entre electrones y fotones del CMB.

= El pardmetro A asociado con el pico actistico de bariones

vV o [1 21 dz

SR TP P

2/3
] = 0.469 + 0.017, (2.21)
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siendo h(z) = H(z)/Hy y z1 = 0.35.

El pardametro R asociado con el pico actstico en las anisotropias del espectro de

potencias del CMB, conocido como parametro shift

Zlss dZ
R= \/Qmo/0 hy = L7008 (2.22)

En quintesencia se puede reconstruir el potencial dado que se tienen las ecs. de

Einstein )
8 1/dé
H? = — —| == 2.2
537G (o + 2(&) +V (@), (2.23)
dH do\”
T axc(p, + 22 2.24
dt " (p * dt) (2.24)
que pueden ser reescritas como [33]
87 H? r dH? 1
S T 2.2
sz’ ) T T 6mg dr 2T (2.25)

87rG(dgb)2 2 dinH _ Qo

7Y = 2.26
3H} 3Hx dx H? '’ (2.26)

dx

con x = 1+ z. De aqui podemos ver que si se integra (2.26) se puede obtener ¢(z),
y al obtener ¢(z) se puede obtener z(¢), lo que podemos sustituir en (2.25) para
determinar V(¢). Aqui se tiene un pequeno inconveniente debido a la presencia de
.0, pues esto indica que se debe conocer bastante bien el valor de la densidad de

materia para poder reconstruir de manera precisa V(¢).

Las reconstrucciones directas son (al menos conceptualmente) independientes de supo-

siciones de algin modelo debido a que no se hace ninguna suposicion acerca de la forma

funcional de la variacién temporal. Pero existe un problema, aunque no se hagan supo-

siciones sobre algun modelo en especifico se tiene una primera derivada de r en (2.17) si

se quiere reconstruir ppg (y potencialmente también la segunda derivada de r si se desea

reconstruir w(z) en (2.16)), por lo que se debe realizar un ajuste sobre los datos medidos
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para obtener una funcion suave que pueda ser diferenciable. Este ajuste provoca que si se
tenga un “modelo”, pues se tendra que elegir un ajuste de acuerdo a la preferencia de la
persona. Entonces las reconstrucciones directas no estan completamente libres de modelos.

Existen otros tipos de reconstrucciones no paramétricas pero lo importante es la diferen-
cia entre las reconstrucciones paramétricas y las no paramétricas: las paramétricas asumen
una forma funcional de la propiedad a reconstruir mientras que las no paramétricas utilizan
los datos para intentar encontrar la “forma” de dicha propiedad.

En este trabajo se utiliz6 un tipo de reconstrucciéon no paramétrica para reconstruir la
ecuacion de estado de la energia oscura, pero antes de explicar esta reconstruccion se dara

un breve repaso de estadistica Bayesiana y del método MCMC.
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Capitulo 3

Estadistica Bayesiana y seleccién de

modelos

Para entender como se hara la reconstruccion se necesita entender un poco de estadistica
Bayesiana. En especifico se necesita saber sobre cadenas de Markov y sobre el método de
Cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC por sus siglas en inglés), por lo que se dard una
breve introduccién a la estadistica Bayesiana y sus conceptos antes de discutir MCMC.

Gran parte este capitulo estd basado en las referencias [36] y [37].

3.1. Conceptos, definiciones y ejemplos

En estadistica Bayesiana las probabilidades se encuentran en la mente, no en el mundo.
Esta frase nos da una pequena nociéon sobre el como se trabaja con estadistica Bayesiana.
Por ejemplo, supongamos que algiin participante de un programa de televisiéon debe con-
testar una pregunta de opciéon multiple, si hay 4 opciones, digamos que son incisos a, b, ¢
y d, y la persona no tiene idea de cual sea la respuesta correcta, entonces esa persona tiene
1/4 de probabilidades de escoger la opcién correcta si elige al azar. Ahora supongamos que
se le permite pedir ayuda a otra persona para responder la pregunta, si esta persona le dice

“creo que es el inciso a” entonces el participante podria inclinarse en creer que el inciso
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a es la respuesta correcta, lo que haria que la probabilidad de a aumente en la mente del
participante. Si dejan que pida ayuda a una segunda persona y ésta le responde también
que cree que es el inciso a entonces el participante estard ain mas seguro de que a es la

respuesta correcta.

Analizemos este ejemplo que acabamos de plantear. El participante tenia 4 opciones
iniciales pero no estaba seguro de cual era la correcta, al recibir ayuda de la primera persona
recibié nueva informacién sobre el problema, lo que caus6 una inclinaciéon hacia una de las
4 opciones, aumentando su probabilidad. Al hacerle la pregunta a la segunda persona y
responder lo mismo que la primera entonces aumentd atin mas la probabilidad de que a
fuese la respuesta correcta. Este ejemplo nos da la nociéon de un concepto importante para
entender la estadistica bayesiana: al recibir nueva informacion sobre algiin fené6meno
para el que se tienen varias hipoétesis que intenten explicar su comportamiento,
cada una de ellas con su propia probabilidad de ser cierta, se deben actualizar
las probabilidades de que alguna de estas hip6tesis sea la correcta con base en
la informacion que se recibié. En el ejemplo de arriba las hipdtesis son las 4 posibles
respuestas, el fendémeno es la pregunta y la nueva informacién recibida es la respuesta de las
2 personas a las que se les pidio ayuda. Al pedirles ayuda se actualizaron las probabilidades
de cada una de las 4 posibles respuestas pues la “nueva informacién” indicaba que a tenia

mayor probabilidad de ser correcta que las otras 3.

Ahora veamos otro ejemplo en el que emplearemos niimeros para poder dejar en claro
la base de toda la estadistica Bayesiana: la regla de Bayes. Supongamos que tenemos
una bolsa con 2 bolas dentro, una de ellas estamos completamente seguros de que es negra,
pero la otra podria ser negra (N) o blanca (B). Esta situacién nos presenta dos casos a los
que llamaremos hipétesis NN (dos bolas negras) y NB (una bola negra y una blanca). En
principio ambos casos son igualmente probables, por lo que su probabilidad inicial es 0.5.

Si lo acomodamos en una caja de Bayes (cuadro 3.1) quedard mejor representado.

Nuestras hipétesis tienen una cierta probabilidad inicial (anterior) que puede ser esco-

gida dependiendo de las circunstancias. Si ahora procedemos a sacar una bola de la bolsa y
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Hipotesis | anterior | verosimilitud | h | posterior

NN 0.5
NB 0.5
Total: 1

Cuadro 3.1: Caja de Bayes donde se observa la probabilidad anterior de ambas hipotesis.
Se tiene que h = anterior X verosimilitud. Por el momento sélo se conoce la probabilidad

anterior de ambas hidtesis.

resulta ser negra podremos empezar a calcular la verosimilitud (likelihood en inglés), que
es un tipo muy especial de probabilidad. La verosimilitud se define como: probabilidad de
haber calculado los datos suponiendo que la hipétesis fuese verdad. En este caso los “datos
calculados” es el haber sacado una bola negra de la bolsa, si NN fuese la hipotesis correcta
entonces la probabilidad de sacar una bola negra es 1, mientras que en NB es 0.5, lo que

nos permite obtener tanto la verosimilitud como h (cuadro 3.2).

Hipotesis | anterior | verosimilitud | h | posterior

NN 0.5 1 0.5
NB 0.5 0.5 0.25
Total: 1 0.75

Cuadro 3.2: Caja de Bayes donde sélo falta llenar la columna con la probabilidad posterior.
Dado que se tiene nueva informacion se pueden actualizar las probabilidades, por lo que

podemos llenar la columna de verosimilitud y de h.

Pero ain nos falta calcular el posterior. El posterior es la “nueva probabilidad” dados
los datos o informaciéon nueva y no es mas que obtener la proporcion de la verosimilitud
de cada hipétesis con la suma de todas las verosimilitudes (basicamente lo normalizamos

para obtener nuevas probabilidades que sumen 1). Entonces nuestra caja de Bayes esta
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terminada como se observa en el cuadro 3.3.

Hipotesis | anterior | verosimilitud | h | posterior

NN 0.5 1 0.5 0.667
NB 0.5 0.5 0.25 0.333
Total: 1 0.75 1

Cuadro 3.3: Caja de Bayes completa para dos hipdtesis. Se observa que ahora NN tiene
mayor probabilidad que NB pues hay mayor probabilidad de sacar una bola negra en NN

en NB, haciendo que NN sea la hipdtesis mas probable luego de realizar la “medicién”.

Este ejemplo nos ayuda a sentar las bases para definir la regla de Bayes:

D|H)P(H)

P(H!D)zp( D) (3.1)

siendo H la hipoétesis, D los datos y:

» P(H|D): probabilidad posterior. Qué tan probable es que H sea cierto dado que

obtenemos D.

» P(H): probablidad anterior. Qué tan probable es que H sea cierto antes de haber

observado D.
» P(D|H): verosimilitud. Qué tan probable es que observemos D si H es cierto.

» P(D): verosimilitud marginal. Probabilidad de observar D sin saber si H es verdad

O 1O.

y si generalizamos para N hipotesis:

P(D|H;)P(H;)
P(D)

P(H,|D) = i=1,2,...N (3.2)
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N
=1

)

P(D) = Y P(H) P(D|H,).

y esto podemos ponerlo en una caja de Bayes como se observa en el cuadro 3.4.

Hipoétesis | anterior | verosimilitud h posterior
H, P(H,) P(D|Hy)gin | P(Hy) x P(D|Hy) | P(H{|D)
H, P(H,) P(D|H,) P(Hy) x P(D|Hs) | P(H,|D)

Total: 1 P(D) 1

Cuadro 3.4: Caja de Bayes para N hipdtesis.

3.2. Estimacion de parametros

La estadistica Bayesiana también se puede utilizar para la estimacion de pardmetros de
ciertas distribuciones. Para demostrarlo haremos un ejemplo.

Supongamos que un estudiante acaba de cambiarse de estado y esta averiguando como
ir a su nueva universidad tomando el transporte piiblico. Al investigar un poco se da cuenta
de que tiene que tomar un camién en cierta calle y éste lo llevara a su universidad. En la
primer semana toma 5 camiones, uno por dia, y 2 lo llevan a su universidad mientras que los
otros 3 lo llevan més lejos y tiene que caminar mas para poder llegar a la universidad. Este
estudiante quiere entonces calcular el porcentaje de camiones que lo dejan cerca. Vamos a
atacar este problema con estadistica bayesiana.

Definamos a la proporcion de camiones que lo dejan cerca como 6, dado que es una
proporcion entonces 0 < 6 < 1. En principio € puede tomar cualquier valor entre 0y 1, pero
por ahora lo restringiremos a tomar valores en intervalos de 0.1, esto nos da 11 hipdtesis,
cada una con probabilidad igual 1/11, escribiendo esto en una caja de Bayes obtenemos el

cuadro 3.5.
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Hipotesis de 6 | anterior | verosimilitud h posterior

p(0) p(z[0) p(0)p(z|0) | p(0]z)
0 0.0909
0.1 0.0909
0.2 0.0909
0.3 0.0909
0.4 0.0909
0.5 0.0909
0.6 0.0909
0.7 0.0909
0.8 0.0909
0.9 0.0909
1 0.0909

Total: 1

Cuadro 3.5: Caja de Bayes incompleta para las hipotesis en el ejemplo del camion. En esta

caja se tienen unicamente las probabilidades anteriores de las hipdtesis.

Definamos x como el nimero de éxitos (nimero de camiones que si dejan al estudiante
cerca de su escuela) de un total N de repeticiones. Si hay N repeticiones de un experimento
“aleatorio” con probabilidad 6 de que ocurra x veces el evento buscado entonces podemos

expresar su funciéon de probabilidad como una funcién binomial:

p(l0) = x!(NNi x)!

Esta funcién nos dice la distribuciéon de probabilidad de x dado 6. Para este ejemplo

0" (1 — )N (3.4)

N =5y x = 2. Esta distribucién nos da entonces la verosimilitud para cada 6, teniendo
la verosimilitud podemos calcular tanto A como la probabilidad posterior, entonces la caja

de Bayes queda completa (cuadro 3.6).
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Hipotesis de 6 | anterior | verosimilitud h posterior

p(0) p(zlf) | p(O)p(z]f) | p(0]z)

0 0.0909 0 0 0
0.1 0.0909 0.0729 0.0066 0.0437
0.2 0.0909 0.2048 0.0186 0.1229
0.3 0.0909 0.3087 0.0281 0.1852
0.4 0.0909 0.3456 0.0314 0.2074
0.5 0.0909 0.3125 0.0284 0.1875
0.6 0.0909 0.2304 0.0209 0.1383
0.7 0.0909 0.1323 0.0120 0.0794
0.8 0.0909 0.0512 0.0047 0.0307
0.9 0.0909 0.0081 0.0007 0.0049

1 0.0909 0 0 0

Total: 1 0.1515 1

Cuadro 3.6: Caja de Bayes completa para el ejemplo del camién. Se observa que la proba-
bilidad posterior mas alta estd en 6 = 0.4 mientras que empieza a bajar al alejarse de 0.4

en ambos sentidos.

Analizemos este ejemplo ahora que tenemos la caja de Bayes completa (cuadro 3.6).
Tenemos una funcién de densidad de probabilidad (3.4), y queremos saber el valor del
parametro ¢ dados los datos x y N. En la tabla observamos que la probabilidad posterior
mayor corresponde a (sin mucha sorpresa) § = 0.4. Entonces es seguro decir que, dada
la informacién proporcionada, el valor del parametro # = 0.4 es el que mejor se ajusta a
la informacion. Esto tiene sentido, pues de los 5 camiones que pasaron, Unicamente 2 lo
dejaron en la escuela, y % =0.4.

De este ejemplo podemos ver otro concepto importante. A partir de la informacién de la

caja de Bayes (cuadro 3.6) podemos reconstruir la distribucién de probabilidad para
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el parametro 0, si graficamos los valores del posterior obtenemos la figura 3.1 se obtiene
dicha distribucion, que nos da informacion de los valores que puede tomar 6 de acuerdo a
los datos experimentales utilizados (ntimero de camiones que dejan al alumno cerca de su

universidad).

0.20 A

0.15 A

0.10 A

Posterior

0.05 A

0004 ® ® o

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.1: Distribucién de probabilidad para el pardmetro 6. Se observa claramente un

comporamiento gaussiano.

Podemos reescribir la regla de Bayes para la estimaciéon de parametros. Como el término

P(D) es un término de normalizacion podemos retirarlo para reescribir (3.1) como:

p(0lz) o< p(0)p(x]0), (3.5)

posterior o< anterior X verosimailitud. (3.6)
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3.3. Prueba de hipdtesis (selecciéon de modelo)

Como vimos en la secciéon anterior, para realizar estimacion de parametros se necesitan
las probabilidades posteriores de los valores posibles del parametro. El valor del parametro
con una probabilidad posterior mayor se considera que es el valor que mejor se ajusta con
los datos u observaciones.

Para realizar una prueba de hipétesis (o seleccién de modelo) en estadistica Bayesiana se
hace algo similar a una estimacién de parametros, pues los valores probables del parametro
son las hipétesis, pero un cierto intérvalo de valores también pueden ser una hipotesis. Un
ejemplo rapido de este caso seria, utilizando el ejemplo anterior de los camiones, decir que

tenemos 2 hipotesis posibles, la nula Hy y la alternativa H;. Las definimos como:

Hy: 0<0.5,
H1 . 9 > 05,

por lo que tenemos dos posibilidades, o el valor de 8 esta de 0.5 hacia abajo o arriba de
0.5. Para obtener la probabilidad sélo tenemos que sumar las probabilidades posteriores de

los valores independientes de # segtin se ajusten a alguna de las dos hipotesis. Entonces

P(Ho|z) = P(6 < 0.5|z) = 0.7467,
P(Hy|z) = P(6 > 0.5|z) = 0.2533.

En este ejemplo se cumple que P(Hy|x) + P(H;|z) = 1 pues las hipdtesis son mituamente
excluyentes (si ocurre Hy es imposible que ocurra Hy).

La regla de Bayes se cumple para ambas hipotesis, entonces

P(x|Ho) P(Ho)

P(Hol|z) = P (3.7)
P(H,|x) = P(m‘ﬁ}fj ), (3.8)

y de aqui obtenemos la forma odds de la regla de Bayes
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P(Hylz) _ P(x|H) P(Ho) (3.9)
P(Hi|a) ~ P(e|Hy) ~ P(H)) |

donde a ngiig(g se le llama factor de Bayes, el cudl nos dice qué tan probable es Hy con

respecto a H;.
Esto se puede generalizar para hipotesis con méas de un pardmetro. Supongamos que
tenemos dos modelos Hy y H; cada uno con un vector de parametros 6y y 61, entonces
P(ZE|H0) fP(@()lH())P(ZEW(),Ho)dQO

P(a|Hy) [ P(O:[H)P(xloy, Hy)do, (3.10)

3.4. Cadenas de Markov

Para explicar la reconstruccién que se utilizara hace falta explicar un poco un proceso
estocdstico conocido como Cadena de Markov. Pero primero unas definiciones impor-

tantes:

= Proceso estocastico: proceso que pretende describir la evoluciéon temporal de algin

fenémeno aleatorio.

» Propiedad de Markov: propiedad de los procesos estocasticos que consiste en su ausen-
cia de memoria, esto significa que la distribucién de probabilidad de estados futuros
del proceso depende unicamente del estado presente (ninguno de los estados anterio-
res al presente afectan esta distribucion de eventos futuros, por esto se dice que tiene
ausencia de memoria, pues no “recuerda” los pasos anteriores al actual o presente).

Si un proceso tiene esta propiedad se le llama proceso de Markov.

Usando estas definiciones ahora podemos definir una cadena de Markov.

» Cadena de Markov: proceso de Markov que describe una secuencia de posibles eventos

representandolos como “pasos” o “eslabones”.
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Ejemplos muy populares de procesos que pueden ser modelados por una cadena de Markov

son los llamados caminantes aleatorios.

Dado que las cadenas de Markov son un proceso de Markov cada paso que da la cadena
es indiferente a todos los anteriores excepto por el paso en el que se encuentre en ese

momento.

Las cadenas de Markov pueden representarse como un diagrama de distintos estados.
Pongamos un ejemplo, imaginemos que Pepito realiza alguna de las siguientes 3 actividades
todos los dias: correr, dormir o comer helado y por alguna razén un amigo suyo realiz6 una
estadisica de su comportamiento. El amigo descubri6 que si Pepito dormia, al dia siguiente
tenia una probabilidad de 0.6 de correr, una probabilidad de 0.2 de comer helado y una
de 0.2 de volver a dormir. Si Pepito comia helado entonces era 0.7 de correr, 0.1 de comer
helado de nuevo y 0.2 de dormir, y si corria entonces era 0.6 de volver a correr al dia
siguiente, 0.1 de dormir y 0.3 de comer helado. Esta informacién se puede representar de

manera mas facil en un diagrama de un proceso de Markov como el de la Figura 3.2.

0.2‘.#"'

01—

Helado

Figura 3.2: Diagrama que representa el proceso de Markov.

Si la cadena de Markov comenzase en el estado dormir podemos ver en el diagrama la

probabilidad que tienen los 3 estados de ser el siguiente paso en la cadena.
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3.5. Cadenas de Markov Monte Carlo (MCMCQ)

Se le llama Monte Carlo de manera general a alguna técnica computacional que utilice
numeros aleatorios. Un tipo de Monte Carlo es MCMC, y un tipo de método MCMC es el
algoritmo Metropolis-Hastings. Este algoritmo nos da una manera de construir una cadena
donde los valores de algtin parametro con probabilidades posteriores mayores aparezcan de
manera mas frecuente en la cadena que los valores con probabilidades posteriores menores.
Esto no hace que sea imposible que los valores con probabilidades menores ocurran, por lo
que estaran presentes en la cadena pero con menos frecuencia.

De manera sencilla, el algoritmo funciona de la siguiente manera:

1. Se comienza en algun estado 6.
2. Se genera una propuesta ' para el siguiente paso.

3. Sila A’ = anterior x verosimilitud de 6" es mayor que la h del estado actual entonces
se da el paso hacia 0’ en la cadena y éste sera el nuevo estado actual de la cadena, se

reinicia el proceso con ¢ como el nuevo estado inicial.

4. Si b es menor entonces se propone una probabilidad minima h'/h y se genera un
nimero aleatorio entre 0 y 1, si el niimero generado es menor o igual a h’/h entonces
se da el paso y 6’ sera el nuevo estado actual en la cadena, se reinicia el proceso con
0’ como nuevo estado inicial, pero si el nimero generado es mayor que h'/h entonces

se rechaza la propuesta €’ y se reinicia el proceso.

Veamos al paso 4 del algoritmo, se observa que h'/h es la ec. (3.9), por lo que el algoritmo
Metropolis-Hastings es una forma de realizar comparaciones entre hipdtesis. Cada hipotesis
tiene una cierta probabilidad de ser cierta.

Entonces tendremos cadenas de Markov recorriendo el espacio de parametros (figura
3.3) intentando buscar la combinacién de valores con mejor verosimilitud de acuerdo a los

datos.
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Figura 3.3: Representacion de un espacio de parametros en 3 dimensiones. Se observan
las distintas curvas de confianza y sus proyecciones en cada uno de los 3 planos. Fuente:

https : | Jwww.nature.com/articles/ncomms9629/ figures/10.

3.5.1. Ejemplo de MCMC con ACDM

Haremos un ejemplo utilizando una versiéon muy sencilla del modelo ACDM como base
donde tendremos 2 pardametros: el parametro de densidad de materia €2, y el pardmetro

adimensional de Hubble A. En este ejemplo reconstruiremos

1
2

km h<Qm(1 +2)P 4+ (1 Qm)> , (3.11)

sMpc

H(z) =100
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usando mediciones del parametro de Hubble. Es un modelo muy simple, pues no estamos
tomando en cuenta nada que no sea materia ni energia oscura. Se desea utilizar el cédigo
SimpleMC [43] para encontrar los valores de ambos pardmetros que mejor se ajusten a los
datos y ademas reconstruir las distribuciones de los parametros para intentar ver si existe
correlacion entre ellos. Las cadenas llegaron a los 10,000 pasos y dado que tratamos con

ACDM esperamos obtener h &~ 0.68 y €2, ~ 0.28.

0.9 T T T T T

0.45 I i I I I
0 2000 4000 6000 8000 10000

Pasos

Figura 3.4: Cadena de Markov para el parametro h

Como se observa en las figuras 3.4 y 3.5, ambos parametros estan oscilando entre
los valores esperados. Se realizé un analisis de estas cadenas para encontrar el valor con
mayor probabilidad posterior y se obtuvieron los valores de h = 7.01 £ 0.73 y Q,, =
2.64 £ 0.59, lo cual es bastante aceptable pues es una sola cadena y sélo se utilizaron
mediciones del pardametro de Hubble para la reconstruccion. Lo interesante es que se observa

cierta correlacion en los pardmetros pues la grafica de la figura 3.6 se observa una inclinacion
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bastante pronunciada.

0.55

0.1
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Figura 3.5: Cadena de Markov para el par

0.80 4

0.72 4

0.64

0.56

0.56 0.64 0.72 0.30

0.180.240.300.36

Qo

Figura 3.6: Grafica mostrando correlacion entre h y £2,,
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3.6. AIC, AICc, BIC y DIC

Dado que en este trabajo se realiza seleccion de modelos se necesita algin criterio que
nos diga si algiin modelo es mejor que otro. Lo ideal seria utilizar el factor de Bayes (3.10),
pero la integral es muy dificil de calcular y costosa en tiempo de computo, por lo que se
recurre a utilizar aproximaciones a la misma u otro criterio.

Los criterios a utilizar para evaluar la calidad de los modelos recompensan un buen
ajuste a los datos y dan una penalizacion de acuerdo al nimero de parametros implicado.
Esto se hace debido a un principio filoséfico conocido como “La navaja de Occam”, el cual
nos dice que: la solucion mas sencilla o simple a un problema debe ser la correcta.

Uno de los criterios mas conocidos es el criterio de informacion de Akaike (AIC por

sus siglas en inglés) [39] donde se busca minimizar el valor de AIC' dado por:

AIC =2k —2InL, (3.12)

donde k£ es el nimero de parametros en el modelo y L es la verosimilitud méxima del modelo.
La idea es que el modelo sea lo méas sencillo posible, por lo que se “penaliza” al modelo
mientras mas parametros tenga y ademas se le recompensa si tiene una verosimilitud muy
buena. Este criterio surge tras minimizar una cantidad conocida como entropia relativa o
divergencia de Kullback-Leibler, que nos dice la probabilidad de distintas distribuciones de
probabilidad de ser ciertas de acuerdo a otra.

Existe un ajuste al criterio AIC si existen pocos valores (datos) en la muestra que se

estd modelando, a este criterio se le llama AICc [39] y se calcula con:

22 4 2k
AICe = AIC + 2 F20 (3.13)
n—k+1

siendo n el nimero de datos. Se observa que para n > 1 el segundo término tiende a cero.

Ahora veremos el criterio de informacién Bayesiana (BIC por sus siglas en inglés)

dado por:
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BIC =klnn—2InL, (3.14)

este criterio es inferior al AIC a menos que el modelo real (el que reproduce perfectamente
los datos) se encuentre en los modelos posibles [41], pero en estadistica siempre se asume
que ningin modelo es el real. Este criterio surge de una aproximacién al factor de Bayes.

Por tltimo tenemos el criterio de informacién de desviacién (DIC por sus siglas en
inglés). Este criterio es parecido al AIC, pero en lugar de utilizar los parametros libres utiliza
algo llamado complejidad bayesiana, que nos dice el niimero efectivo de pardmetros de

un modelo. La complejidad bayesiana viene dada por [39] [40]

po = x*(0) = x*(0), (3.15)

siendo el primer término del lado derecho es la chi cuadrada promedio del modelo y el
segundo término es la chi cuadrada del valor estimado de los pardmetros (se hablard un
poco mas de la funcién chi cuadrada en el capitulo siguiente), que en este caso es la chi

cuadrada de mejor ajuste. También necesitamos definir la desviacion

D) = —2InL+C, (3.16)

siendo L la verosimilitud maxima y C' una constante relacionada con los datos que desapa-

recerd al hacer comparaciéon de DIC entre modelos. De aqui definimos el DIC como

DIC = D(0) +2pp = x*(0) + C + 2pp. (3.17)

En este trabajo se utilizaran los 4 criterios para evaluar la calidad de los modelos.
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Capitulo 4

Interpolaciones como

reconstrucciones

La reconstruccion que se utilizara en este trabajo consiste en utilizar interpolaciones.
Una interpolacion es un método para obtener nuevos datos a partir de datos conocidos.
Existen varios tipos de interpolacion, pero los que se utilizardn en este trabajo son la

interpolacion lineal y la interpolacién spline cibica.

4.1. Tipos de interpolaciones

La interpolacién lineal consiste en unir los puntos de los datos a través de lineas rectas.
Digamos que se tienen dos puntos (24, 4.) ¥ (Zp, ¥s), la interpolacién entre estos dos puntos

esta dada por la recta:

Yo — Ya
—_— a pu— -_— a 9 4.].
Y-y xb_%(w Za) (4.1)

y asi sucesivamente para los puntos posteriores. Es un método bastante rapido pero im-
preciso, y ademas la funcién no es diferenciable, pero dado que en este trabajo no se

diferenciara la funcién reconstruida entonces se puede utilizar.
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La otra interpolacion a utilizar es la spline ctibica que funciona similar a la lineal, pero
la diferencia es que la lineal utiliza rectas para unir los datos mientras que la spline ctbica
utiliza polinomios. Esta interpolacién es mas lenta que la lineal, pero dado que genera

curvas suaves es mas precisa. En la figura 4.1 se puede apreciar la diferencia entre ambas

100 ® 100 { @———ea. ’
. i
075 075 b g N\ i
\Y { vy I
N { v Hi
0.50 0.50 X i : i
H ’ 1
0.25 0.25 i ’\ i
q I
f E,

>~ 0.00 >~ 000 \\ f : H
]
-0.25 -0.25 \\ l[ ;
\\ ,l ]
-0.50 -0504{ ® data \ f H
linear \ l[ /

-0.75 ® data =075 |- cubic spline ?

-1.00 real -100{ """ real o

10 0 3 6 10
X

Figura 4.1: (a) En esta gréfica tenemos puntos de una cierta funcién que se utilizaran para

interpolar. (b) Comparacién entre las interpolaciénes spline ctibica y lineal con respecto a

la funcién original (la linea punteada).

Ahora veamos como se utilizaran las interpolaciones en este trabajo. Supongamos que
tenemos 4 puntos (z;, Fj(z;)) con i = 1,...,4 en el plano cartesiano y estos toman el valor de
21 =0, 20 =1, 23 =2y z4 = 3, mientras que Fj(z;) =1 para i = 1,2,3, 4, si interpolamos
estos cuatro puntos obtendremos una grafica que representa a F'(z) como constante (figura

4.2). Ahora supongamos que Fj es un parametro que puede tomar valores entre 0.5 y 1.5
dando pasos de tamano 0.2, mientras que el resto de los F; y z; permanecen con un valor

fijo. Esto nos generara una grafica distinta para cada valor de F, como se observa en la

figura 4.3. Esto ocurre si permitimos que varie inicamente F,, pero si ademas permitimos

que F3 tome los mismos valores empezamos a ver que aumenta la cantidad de graficas

producto de hacer interpolacion (figura 4.4).
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Figura 4.2: Interpolacion asumiendo puntos en una recta correspondiente a F'(z) = cte.
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Figura 4.3: (a) Interpolacion lineal con un punto variando en el eje y. (b) Interpolacién
cubica con un punto variando en el eje y. Se puede apreciar que ambas figuras comparten
cierta similitud en 0 < z < 2 en el sentido de que se tiene un méximo (o minimo), pero en
2 < z < 3 la interpolacién ciibica tiene un poco de “‘ruido” debido a la forma en la que se

hace este tipo de interpolacion. Esto afecta el ajuste de esta reconstruccién con los datos.
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Figura 4.4: (a) Interpolacién lineal con 2 puntos variando en el eje y. (b) Interpolacién

spline ctibica con 2 puntos variando en el eje y.

Por ultimo supongamos que en lugar de F3 hacemos que 25 sea un parametro, esto
permitiria tener un punto variable en el plano, esto queda mejor representado (al menos

visualmente) en la figura 4.5.

0.0 05 10 15 20 25 30 0.0 05 10 15 20 25 30

(a) (b)

Figura 4.5: (a) Interpolacion lineal con un punto variando en el eje y (Fy) y uno en el eje
x (22). (b) Interpolacién cibica con un punto variando en el eje y (F3) y uno en el eje x

(22). Se observa el mismo efecto de “ruido” en 2 < z < 3 que en la figura 4.3.
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Nuestra reconstruccién consiste en proponer pardmetros que sirvan como puntos en
una grafica generada a partir de la interpolacion de dichos parametros, esta grafica puede
representar alguna propiedad o cantidad cosmoldgica (como la ecuacion de estado w(z)
de la energia oscura) y se calculard qué tan bien se ajusta con las observaciones, aqui
es donde entra SimpleMC (un c6digo escrito en lenguaje Python 2 que utiliza el método
MCMC para restringir los valores de parametros de acuerdo a observaciones y experimentos
cosmoldgicos [43]), cada pardmetro tiene un cierto intervalo de valores que puede tomar, y
cada uno de estos valores tiene una probabilidad anterior igual, SimpleMC varia el valor de
los parametros y procede a comparar la interpolacion con las observaciones cosmologicas.
La calidad del ajuste se mide utilizando la funcién x2. Esta funcién nos dice qué tan cerca
estd el modelo de los datos reales. Cada combinaciéon de pardmetros (si suponemos que
las distribuciones posteriores de probabilidad son gaussianas) tiene una verosimilitud dada
por [38]

Xm

L,=¢e¢ "2, (4.2)

siendo m el subindice de dicha combinacion de pardmetros, y debido a que tenemos muchos
conjuntos de datos como: supernovas tipo la (SN), radiacién de fondo (CMB), pardmetro
de Hubble (H), etc., supondremos que son independientes unos de otros, por lo que la x2,

total estard dada como [3§]

X = X%m,SN + X?n,CMB + an,H + (4.3)

También se observa de (4.3) que podemos reescribir (3.12) y (3.14) como

AIC =2k + \2,, (4.4)

BIC =klnn + 2. (4.5)
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Capitulo 5

Prueba

5.1. Reconstruyendo H(z) con datos falsos

Para revisar qué tan fiable es el cédigo SimpleMC se realizdé una prueba con datos
creados artificialmente de H(z) (figura 5.1). La funcién a partir de la cudl se generaron

estos datos es desconocida para hacer esta prueba “a ciegas”.

2501 ® Datos L 3

225 4

ZZ } I{II
o g‘é

75 1

H(z)[km/sMpc~1]

0.0 05 10 15 20

Figura 5.1: Datos artificiales de H(z).

Se utilizaron reconstrucciones no paramétricas de interpolaciones lineal y ctbica. Si a
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las interpolaciones las llamamos Fj(z) entonces el H(z) seria

km
sMpc

H(z) = 100 X h(Qm(l +2)° + (1 - Qm)Fl(z)> ’ (5.1)

y la idea es encontrar la forma de la grafica de Fj(z) que mejor se ajuste a los datos falsos.
(5.1) es una forma “reducida” de la ecuacion (1.46) donde se utilizé la convencién ap = 1, se
removieron los ceros de los pardmetros de densidad, se asume un universo plano (£ = 0),
se desprecia la aportacién del pardmetro de radiacién a la densidad total (€2, ~ 0) y se
sustituye Qpg(2) por (1 — Q) Fi(2).

Lo que hace SimpleMC es asignarle valores a los pardametros, luego se interpolan los
puntos (de manera lineal o ciibica segun se escoja), se sustituye la gréafica generada en (5.1)
y se grafica H(z), la grafica luego es comparada con los datos y se evaliia qué tanto se acerca
a los datos, se vuelve a comenzar el proceso con distintos valores de los parametros y al
final se utiliza el valor que mejor se ajuste a los datos para hacer comparacion de modelos.
Se realizé una prueba con cada interpolacién y se obtuvieron los valores de mejor ajuste
(valores con la mayor verosimilitud). Para realizar buena seleccién de modelos se realizé
una comparacién entre 7 distintas interpolaciones (figura 5.2) llamadas Fj; con i = 1,..., 7.
Las 7 fueron realizadas con interpolacion lineal, mientras que las i = 2,4, 6, 7 fueron hechas

con interpolacion spline cubica. Las interpolaciones que se realizaron son las siguientes:
Fyp: F:(1.0,F,1.0), z:(0.0,1.5,3.0)
Fo @ F,:(0.0,F, F5,1.0), z:(0.0,1.0,2.0,3.0)
Fis : F:(Fy, Fy, F3), =z:(0.0,1.5,3.0)
Fy : F:(F,Fy, F3 Fy), z:(0.0,1.0,2.0,3.0)
Fis : F:(F, Fy, F3), 2z:(0.0,z2,3.0)
Fe¢ : F:(F, Fy Fs Fy Fs),  2:(0.0,0.8,1.6,2.4,3.0)
Fr @ F:(F, Fy, F3, Fy), z:(0.0,2),29,3.0)
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siendo F; v z; los parametros a variar. Los valores que pueden tomar dichos parametros
se encuentran en el cuadro 5.1. Las reconstrucciones de Fj(z) con interpolacién lineal para
los valores con mejor verosimilitud se observan en la figura 5.3, las reconstrucciones con
interpolacion spline cuibica se encuentran en la figura 5.4. Se observar en todas las interpo-
laciones (en especial en las lineales) que se tiene un maximo alrededor de z =~ 1. Para hacer
mas clara la calidad de estas reconstrucciones se compararon con el modelo ACDM. Dado
que los datos utilizados son falsos se espera que la funcién x? de ACDM sea mayor que
las asociadas a nuestras reconstrucciones. La reconstrucciéon de ACDM se realiza haciendo
Fi(z) =1 en (5.1), por lo que sdlo se tienen dos parametros: h y €2, (en el cuadro 5.2 se
observan los valores obtenidos para ambos parametros y la funcién chi cuadrada para la
verosimilitud maxima).

Se graficaron las reconstrucciones Fj; lineal y Fjg spline ciibica (no se escogieron estas
dos por nada en particular, sélo es para dar una representacién visual del ajuste) con los

datos falsos de H(z) como se observa en la figura 5.5.

Pardmetros | Intervalo de valores
QO [0.05, 1.5]
h 0.4, 1.0]
A F2.4]
F [-2,4]
Fy [-2,4]
Fy [-2,4]
Fy [-2,4]
Fy [-2,4]
F; [-2,4]
20 [0.2, 2.8]
z 0.2, 1.3]
29 (1.7, 2.8]

Cuadro 5.1: Intervalo de valores de los parametros para las 7 interpolaciones. Los intérvalos
de valores para los parametros F; son bastante grandes pues se desconocia la funcién original

a partir de la cudl se generaron los datos artificiales de H(z).
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Figura 5.3: Reconstrucciones realizadas con los valores de mejor verosimilitud para las
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Figura 5.5: (a) Gréfica donde se observa el ajuste de los valores de la interpolacion lineal Fi;
con mejor verosimilitud con los valores artificiales de H(z). (b) Grafica donde se observa

el ajuste de los valores de la interpolacion spline cuibica Fjg con mejor verosimilitud con los

valores artificiales de H(z).

A simple vista se observa que las reconstrucciones se ajustan bastante bien a los datos
falsos, mientras que ACDM tiene problemas cerca de z = 1 (figura 5.6), que es el valor
del corrimiento al rojo cerca del cual todas nuestras reconstrucciones Fj; tienen un maxi-
mo. Pero no se puede hacer una comparacion de modelos utilizando argumentos visuales
como las figuras antes mencionadas, por lo que recurrimos a los criterios de informaciéon

mencionados en el capitulo 3 (cuadro 5.3).

Pardmetros (ACDM) | Promedio + 1-0 | Intervalo de valores
O 0.311 +0.03 [0.05, 1.5]
h 0.69 + 0.03 0.4, 1.0
2 34.02

Cuadro 5.2: Tabla con los valores de mejor ajuste de los pardmetros obtenidos para ACDM.
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Figura 5.6: Ajuste de la reconstruccion de ACDM con los datos falsos de H(z).

Modelo x2(@) | x2(8) | Nim. de params. (k) | pp | AAIC | AAICe | ABIC | ADIC
ACDM 34.02 | 37.12 2 3.1 0 0 0 0
Fi(z) lineal | 16.01 | 19.67 3 3.66 | -16.01 | -15.66 | -14.4 | -16.89
Fjo(z) lineal | 12.28 | 16.78 4 4.5 | -17.74 | -16.9 | -14.52 | -18.94
Fi3(z) lineal | 15.76 | 20.06 5 4.3 | -12.26 | -10.78 | -7.43 | -15.86
Fiu(z) lineal | 11.62 | 17.22 6 56 | -144 | -12.11 | -7.96 | -17.4
F5(z) lineal | 13.14 | 18.04 6 49 |-12.88 | -10.59 | -6.43 | -17.28
Fg(z) lineal | 13.76 | 19.72 7 5.96 | -10.26 | -6.98 -2.21 | -14.54
Fi7(2) lineal | 12.16 | 16.94 8 4.78 | -9.86 -5.39 -0.2 -18.5
Fio(2) cibica | 14.28 | 19.36 4 5.08 | -15.74 | -14.9 | -12.52 | -15.78
F4(z) ctbica | 13.71 | 19.18 6 547 | -12.31 | -10.02 | -5.87 | -15.57
F(z) cubica | 12.01 | 17.11 7 5.1 | -12.01 | -8.73 -3.96 | -18.01
Fi7(z) ctubica | 13.42 | 19.32 8 5.9 -8.6 -4.13 1.06 -15

Cuadro 5.3: Comparacién de modelos para el ajuste a los datos falsos de H(z). Se prefieren

los modelos con diferencia entre criterios negativa.

Veamos con cuidado estos resultados del cuadro 5.3. En la primer columna tenemos

los modelos (ACDM vy las interpolaciones Fj;,i = 1,...7), en la segunda se tiene la chi
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cuadrada de mejor ajuste, la tercer columna es la chi cuadrada promedio, en la cuarta
tenemos k (nimero de pardmetros del modelo), luego tenemos la complejidad bayesiana y
en las ultimas 4 tenemos la diferencia entre criterios de informacién con respecto al modelo
ACDM. Estas ultimas 4 columnas nos dice qué tan bien ajustan los modelos tomando
ACDM como base. Dado que es una diferencia (por ejemplo AAIC = AIC — AIC\cpmr)
y se desea minimizar los criterios entonces se busca que el valor de esta diferencia sea
negativo. Para analizar esta diferencia entre valores de criterios se utiliza la escala de

Jeffreys:

= Escala de Jeffreys: para la diferencia entre criterios AIC< —5 se dice que hay
evidencia “fuerte” de que el modelo con el IC menor es mejor, y si AIC< —10 la

evidencia es decisiva [39].

En este caso IC puede ser cualquiera de los 4 criterios utilizados en este trabajo. En
el cuadro se observa que todas nuestras reconstrucciones (excepto Fj; ctubica en ABIC)
tienen valor negativo (como se esperaba pues tenemos datos falsos a los que ACDM no se
ajusta bien) por lo que son mejores para explicar los datos falsos de H(z).

Esta pequena prueba es importante pues se demuestra que el cédigo si funciona, que
podemos comparar modelos distintos y que tenemos una forma de cuantificar (utilizando
los criterios de informacién) qué tan buenos son nuestros modelos con respecto a un modelo
base. El siguiente paso es utilizar datos reales en lugar de inventados. Esto lo veremos a

detalle en la siguiente seccion.
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Capitulo 6

Resultados

6.1. Reconstruccion de Fj(z).

Se hicieron muchas reconstrucciones y muchas cadenas, pero la mayoria fueron pruebas
pues las cadenas se hicieron en una laptop tinicamente para ver si el codigo y la reconstruc-
cion de verdad servian. Las reconstrucciones que se presentaran en esta secciéon no son estas
pruebas, si no unas hechas con cadenas de hasta 100,000 pasos hechas en un cluster. Se
hicieron tanto reconstrucciones de Fj(z) como de la ecuacién de estado w(z) de la energia
oscura.

La reconstruccién de Fj(z) usando interpolacién spline ctibica como la utilizada en la
seccion anterior, se utilizaron 4 parametros para F; y se le permitio a los 2 valores centrales

del eje z variar. Entonces se utilizaron 6 parametros:

E : (F17F27F3,F4), A (0.0,21,2273.0). (61)

y se utilizaron datos observacionales de SN1a, CMB y BBAOs. Como es comtn se utilizaron
probabilidades anteriores planas (todas tienen la misma probabilidad de ocurrir). Se hizo
la reconstruccion con 6 cadenas de markov, cada una de 100,000 pasos. Los resultados de

los valores obtenidos para los pardmetros se encuentran en el cuadro 6.1 y en la figura 6.1
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se encuentran las distribuciones de probabilidad 1-D y 2-D.

Se procedid a utilizar estos resultados para reconstruir la distribucion de probabilidad

de F(z), ésta se puede observar en la figura 6.2.
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Figura 6.1: Distribuciones 1-D y 2-D de los parametros para Fj(z) con interpolacién spline

cubica.



Figura 6.2: Distribucién de probabilidad para la reconstrucciéon de Fj(z) con interpolacién
spline cibica. Los colores representan (como se observa en la barra de la derecha) en qué
nivel de confianza se encuentra la reconstruccion, siendo el azul claro el mejor pues se

encuentra cerca de 0 — o.

Después de esto se realizé otra reconstruccion, esta vez utilizando interpolacion lineal

y sin permitir que los puntos del eje z variaran. De manera que se tenia

F,: (Fy, Fy, F3, F;,1.0), z:(0.0,0.8,1.6,2.4,3.0). (6.2)

El dltimo punto en el eje y se dej6 fijo en Fj(z) = 1. Los valores de los pardmetros se
muestran en el cuadro 6.1, las distribuciones 1-D y 2-D se muestran en la figura 6.3 y la

distribucién de probabilidad de Fj(z) se encuentra en la figura 6.4.
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Figura 6.3: Distribuciones 1-D y 2-D de los parametros para Fj(z) con interpolacién spline

cubica.

6.2. Reconstruccion de w(z).

Se procedié a reconstruir la ecuacién de estado de la energia oscura. Para esto se

3[04 (14w(a’)) _ e3 S L (1w()

sustituyé Fj(z) en (95) por e 0 1tz , por lo que tendremos la

ecuacion de Friedmann

km
sMpc

1
H(z) =100 X h(Qm(l LR (1= Q) ﬂif(Hw(Z’))) . (6.3)

Esta reconstrucciéon de w(z) se hizo con 5 parametros en w(z) y ninguno en z utilizando
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interpolaciéon spline ctbica, por lo que tenemos:

w(z) @ (wo, wy, we, ws,wy), z:(0.0,0.8,1.6,2.4,3.0). (6.4)

En esta reconstruccion se utilizaron 6 cadenas que llegaron hasta 100,000 pasos cada una
e igual que en la reconstruccién de Fj(z)con interpolacién spline ctbica se utilizaron datos
observacionales de SN1a, CMB y BBAOs y se usaron probabilidades anteriores planas. Las
distribuciones 1-D y 2-D de los parametros w; se encuentran en la figura 6.6, la distribucién
de probabilidad de w(z) en la figura 6.5 y los valores de mejor ajuste de los pardmetros en

el cuadro 6.2.

1.8 20

Figura 6.4: Distribucién de probabilidad para la reconstrucciéon de Fj(z) con interpolacion
lineal. Los colores representan (como se observa en la barra de la derecha) en qué nivel de
confianza se encuentra la reconstruccion, siendo el azul claro el mejor pues se encuentra

cerca de 0 — o.
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Pardmetros (spline ctibica) | Promedio+ 1-¢ | Intervalo de valores
O 0.28 +0.06 [0.05, 1.5]
h 0.72 4+ 0.09 (0.4, 1.0]
bas 0.89 +0.27 [-1.5,1.5]
F, 1.01+0.3 [-1.5,1.5]
F 0.35 % 0.64 [-1.5,1.5]
F 00408 [1.5,1.5]
2 1.09+£0.2 [0.2,1.3]
2 2.16+0.2 [1.7,2.8]
\2 42.72
Pardmetros (lineal) Promedio+ 1-0 | Intervalo de valores
Q, 0.340.04 [0.05, 1.5]
h 0.69 + 0.06 [0.4, 1.0]
F 0.98 £0.2 [-1.5,1.5]
F 117402 [-1.5,1.5]
Fy 0.96 £0.3 [-1.5,1.5]
Fy —0.1+0.6 [-1.5,1.5]
V2 4291

Cuadro 6.1: Tabla con los pardmetros utilizados en ambas reconstrucciones y sus valores
de mejor ajuste. Al final se observa el valor de x?, que nos dice qué tan bien se ajusta el

modelo a los datos experimentales.

w(z)

Figura 6.5: Distribucién de probabilidad para la reconstruccién de w(z) con interpolaciéon

spline ctbica.
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Cuadro 6.2: Tabla con los pardmetros utilizados en la reconstruccién de w(z) y sus valores

de mejor ajuste.

Figura 6.6: Distribuciones 1-D y 2-D de los parametros para w(z) con interpolacién spline

cubica.
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6.3. Comparaciéon con ACDM

Para realizar una comparaciéon contra ACDM se hizo una reconstrucciéon tomando una
versién muy sencilla (como en las secciones anteriores) de este modelo dada por la ecuacién

de Friedmann

km 2

X h{Qu(1+2)2+1-Q) ) . (6.5)

H(z) = 100 e

Para este modelo se muestra el valor de mejor ajuste de los parametros en el cuadro 6.3.

Pardmetros (ACDM) | Promediot 1-0 | Intervalo de valores
Q,, 0.3£0.01 [0.05, 1.5]
h 0.68 & 0.01 0.4, 1.0]
x? 47.01

Cuadro 6.3: Pardmetros usados para ACDM.

Y ahora haremos una comparacion entre las reconstrucciones y ACDM utilizando los cri-
terios de manera similar a la secciéon anterior. En el cuadro 6.4 estdn los valores relevantes

y la diferencia con cada criterio con respecto a ACDM.

Modelo X2(@) | x2(0) | Namero de pardmetros (k) | pp | AAIC | AAICe | ABIC | ADIC
ACDM 47.01 | 49.94 2 2.94 0 0 0 0
Fhuis(s clibica | 42.73 | 49.64

8 6.91 | 7.72 | 12.04 | 17.58 | 3.66
Fluis(s lineal | 42.91 | 48.618 6 571 39 6.12 | 1045 | 1.44
w(z) 42.98 | 50.06 7 708 | 597 | 915 | 14.16 | 4.25

Cuadro 6.4: Comparacion de los modelos reconstruidos y el modelo ACDM. Se comparan

de manera similar a la secciéon anterior con los 4 criterios antes mencionados.

Si utilizamos el criterio usual de la escala de Jeffreys entonces podemos ver en el cuadro
6.4 que dos de los criterios (AIC no se toma en cuenta pues s6lo se utiliz6 para obtener

AICc) tienen evidencia decisiva sobre la superioridad del modelo ACDM. En cambio, si
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vemos el criterio DIC observamos que todos estan debajo de AIC= —5. Veamos cada

reconstruccion por separado.

» Fj(z) cubica: Esta reconstruccién fue la peor de acuerdo a los criterios AICc y BIC.
Este hecho no es sorpresa, pues ambos criterios castigan de manera muy fuerte el uso
de muchos parametros y esta reconstruccion es la que mas tiene. Pero a pesar de esto
es la que tiene la mejor x? de todas las reconstrucciones, aunque también es espe-
rado pues tiene una mayor libertad de ajuste debido al gran niimero de parametros,
pero acuerdo a DIC es buena opcién, eso se debe a que DIC utiliza la complejidad
bayesiana, y esto “disminuye” el nimero de parametros libres en el modelo, lo que le

ayuda mucho a esta reconstruccién (al menos en el DIC).

» F(2) lineal: Esta reconstruccion fue la mejor entre las 3 de acuerdo a todos los
criterios. Esto se debe a que es la que tiene menos parametros (tiene 6, mientras las
otras reconstrucciones tienen 7 y 8) y por lo mismo no sufrié tanto la penalizacién de
los criterios. Pero es importante notar que ambas reconstrucciones de F; tienen una
grafica similar (figura 6.2 y figura 6.4), ambas tienen un maximo cerca de z =1 y un
minimo cerca de z = 2.5. Por lo que ambas sugieren un comportamiento similar de la
energia oscura. En ambas, ademaés, se puede ver que el comportamiento de constante
cosmolégica (en F; = 1) queda en la region de confianza 2 — o a partir de z ~ 1.7,
lo que puede sugerir que si hay dindmica en la energia oscura o que se necesitan mas

observaciones en z > 1.7.

» w(z): La reconstruccién de la ecuacién de estado w(z) es mala alternativa (AIC>0)
a ACDM si usamos AICc y BIC, lo cudl se espera pues tiene 7 parametros libres y
estos criterios castigan fuertemente el uso de muchos parametros, y de acuerdo con
DIC se observa que le falta poco para que haya evidencia fuerte (AIC< —5) de que
la ecuacion de estado de ACDM (que corresponde a w = —1) sea mejor modelo para
explicar las observaciones. Alin con estos valores de los criterios, se aprecia que la

grafica reconstruida de nuestra ecuaciéon de estado (figura 6.5), no solo concuerda
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con las dos graficas anteriores en que a partir de z &~ 1.7 el modelo ACDM pasa a la

region 2 — o, si no que en z ~ 2.3 sale de esta region.

6.4. Prueba de interpolaciones con datos reales.

Por tltimo se repitié una comparacion similar a la del ejemplo anterior pero utilizando,
ademés de las observaciones ya mencionadas, datos de H(z) obtenidas con cronémetros
cosmicos [12] [13]. Por lo que tenemos datos de supernovas, BAOs, CMB y H(z). Se reali-
zaron las mismas 7 interpolaciones lineales y las mismas 4 interpolaciones spline ctibicas y,
ademas, se utiliz6 la aprametrizacion CPL. Los resultados de la comparacién de modelos

se muestran en el cuadro 6.5.

Modelo X2(0) | x2(9) | Ntum. de params. (k) | pp | AAIC | AAICc | ABIC | ADIC
ACDM 71.58 | 75.62 2 4.04 0 0 0 0

CPL 71.18 | 78.26 4 5.08 | 3.6 3.96 8.36 1.68
Fji(z) lineal | 72.9 | 76.83 3 3.93 | 3.32 3.47 5.7 1.1
Fo(z) lineal | 72.58 | 77.14 4 4.56 5 5.36 9.77 2.04
Fi3(2) lineal | 65.84 | 73.5 5 7.66 | 0.26 0.89 7.41 1.5
Fl(z) lineal | 67.08 | 75.42 6 834 | 3.5 4.47 13.03 4.1
Fi5(z) lineal | 66.52 | 73.66 6 714 | 294 3.91 1247 | 1.14
Fg(z) lineal | 61.96 | 67.66 7 5.7 | 0.38 1.74 12.29 | -6.3
Fi7(z) lineal | 67.12 | 74.48 8 7.36 | 7.54 9.36 21.83 | 2.24
Fy5(z) ctbica | 72.58 | 77.14 4 4.56 5 5.36 9.26 2.04
Fy(z) ctubica | 67.08 | 75.42 6 834 | 3.5 4.47 13.03 4.1
F(z) ctubica | 61.96 | 68.24 7 6.28 | 0.38 1.74 12.29 | -5.14
Fi7(z) ctbica | 67.12 | 75.04 8 792 | 7.54 9.36 21.83 2.3

Cuadro 6.5: Comparacion de modelos para el ajuste a los datos reales de SN1la, CMB,

BAOs y H(z). Se prefieren los modelos con diferencia entre criterios negativa.

Se observa en el cuadro 6.5 que casi todas las reconstrucciones obtuvieron una mejor
x% que ACDM, siendo Fig(z) lineal y Fjg(z) cibica las mejores. Estas dos obtuvieron los

tnicos valores negativos (en ADIC), y si usamos la escala de Jeffreys ambas tienen evidencia
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fuerte de ser mejores alternativas a ACDM (pues su ADIC esta por debajo de —5) dadas

las observaciones utilizadas.
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Capitulo 7

Conclusiones y perspectivas.

7.1. Conclusion final

Nuestras tres primeras reconstrucciones con datos reales tienen evidencia fuerte de ser
inferiores a ACDM en dos de los tres criterios (AICc y BIC), pero en DIC estan en el
margen de ser buenas alternativas o al menos similares. Atin dado esto todas tienen fuertes
indicios de que hace falta un modelo de energia oscura que contenga dinamica, en especial a
partir de z &~ 1.7. Ademas las reconstrucciones obtenidas en este trabajo se podrian utilizar
para descartar modelos paramétricos que se salgan de las curvas de confianza reconstruidas,
pues estas reconstrucciones fueron hechas dandoles libertad de moverse sin ningiin modelo

en especifico y llegaron a resultados similares.

En la prueba final con las 7 interpolaciones lineales y 4 spline ctibicas se encontré que
2 de ellas son buenas alternativas (al menos de acuerdo a los datos que se utilizaron) al
modelo ACDM. Esto aunado a las 3 reconstrucciones anteriores nos da una fuerte evidencia
de que es necesario un modelo que considere energia oscura dindmica (dependencia de z)

en lugar de una constante cosmologica.
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7.2. Perspectivas

Se planea mejorar el c6digo SimpleMC, permitiéndole usar perturbaciones (implementar
CLASS), también se quieren actualizar los datos y observaciones a los mds recientes de
Planck 2018 y a los futuros de DESI. Se pretende utilizar también PCA para aprovechar
las correlaciones vistas en algunos de los pardmetros y de esa manera intentar reducir la

dimensionalidad de las reconstrucciones.
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