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Resumen

En el presente trabajo, el objetivo es determinar el valor del parametro de Hubble H y
analizar los datos de Supernovas Tipo la para encontrar un valor coherente para la energia
oscura, compatible con el modelo ACDM. Para abordar cada uno de estos problemas, se
emplea la programacion genética como herramienta computacional.

A lo largo de este estudio, se proporciona una breve introducciéon a la programacion
genética, junto con algunos ejemplos que ilustran su eficacia, asi como sus ventajas y
desventajas. Se ha encontrado que la programacion genética constituye una herramienta
computacional 1til para realizar reconstrucciones de datos observacionales, si bien presenta
como desventaja el tiempo de computo.

La estructura del presente trabajo es la siguiente: en el capitulo uno, “Cosmologia™, se
aborda la cosmologia, incluyendo una breve resena historica, los principios fundamentales
y los modelos actuales. En el capitulo dos, "Observaciones™, se ofrece una introduccion
concisa a los Cronémetros Cosmicos y las Supernovas, asi como su papel en la cosmologia
como evidencia de la expansion del universo. El capitulo tres, "Programacion Genética™,
abarca los conceptos principales sobre esta técnica, explicando qué es, para qué se utiliza
y como se aplica, ademas de describir su aplicaciéon en el presente estudio. En el capitulo
cuatro, "Funciones de prueba”, se presentan ejemplos de funciones mateméaticas simples,
como la linea recta, la parabola y una funcién trigonométrica, con el fin de evaluar la
eficiencia del método utilizado. En el capitulo cinco, Reconstrucciones", se detallan las
reconstrucciones realizadas para H con los parametros césmicos y los datos de supernovas.

Finalmente, en el capitulo seis se presentan las conclusiones.
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Capitulo 1

Cosmologia

1.1. Introducciéon y Antecedentes Cosmolbgicos

El origen de la cosmologia surge debido a la singularidad y complejidad que representa
el universo.
En el ano 1915, la cosmologia dio un giro trascendental con la publicaciéon de la Teoria
de la Relatividad General de Albert Einstein. Esta innovadora teoria, acompanada de sus
Ecuaciones de Campo [20], revolucioné la comprension del espacio, el tiempo y la grave-
dad, proporcionando las herramientas necesarias para describir la geometria del universo a
gran escala. Tiempo después, las observaciones de Edwin Hubble revelaron que el universo
se encuentra en expansion al observar que las galaxias se alejaban unas de otras [ [10].
Actualmente, para apoyar la teoria de la expansion acelerada del universo, las investigacio-
nes se apoyan en el Modelo Cosmolégico Estandar conocido también por las siguientes
siglas: ACDM. Uno de los principales objetivos de este modelo es explicar los elementos
del universo, y lo divide en dos componentes. La primera es A, la cual es conocida como la
constante cosmoldgica y representa a la energia oscura (en inglés Dark Energy). La se-
gunda parte CDM, corresponde a la materia oscura (en inglés Dark Matter). La expansion
del universo se atribuye a la existencia de la energia oscura, la cual compone al universo

aproximadamente un 70 % y de todos sus componentes |9} [12].

1



2 CAPITULO 1. COSMOLOGIA

1.2. La expansién del universo

En 1912, Vesto Slipher fue pionero al observar lineas espectrales en galaxias, las cuales
estaban desplazadas hacia el rojo, indicando que estas galaxias se estaban alejando [16].
Posteriormente, en 1929, el astronomo inglés Edwin Hubble realiz6é observaciones que con-
firmaron la existencia de galaxias mas alla de la Via Lactea, ademéas de notar que estas se
alejaban con una cierta velocidad de nuestra galaxia. Considerando la distancia y el corri-
miento al rojo de las galaxias, Hubble establecié una relaciéon entre estos dos parametros.

En la figura se puede observar el resultado obtenido por Hubble al graficar cz vs r,

+1000 KM
500KN
>
e
H
o
[+] 3 ‘.
DISTANCE
o 0*PARSECS 2210® PARSECS

Figura 1.1: Grafica original de Edwin Hubble de la relacién entre el corrimiento al rojo
(eje vertical) y la distancia (eje horizontal). Se puede notar que, en el eje vertical se tiene
una relacion de cz por las unidades, pues se encuentra dado en km [27].

obteniendo una funcién lineal. Esto llevo a la siguiente relacion:

Hy,
= 1.1
z Cr (1.1)

Donde z es el corrimiento al rojo, Hy es la constante de Hubble, ¢ es la velocidad de la
luz y r la distancia.

El corrimiento al rojo (z) ocurre cuando la fuente de luz se aleja del observador, mientras
que un corrimiento al azul indica que la fuente se acerca [9]. Este fenémeno se puede

entender mejor mediante el Efecto Doppler, que describe céomo la frecuencia de la onda
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cambia segin la velocidad relativa entre la fuente y el observador [30]. Para describir el
corrimiento al rojo, se utiliza la ecuacion [I.2] la cual considera las longitudes de onda del

observador (Ass) y del emisor (Aem) [8].

o = Dobs — Aem (1.2)

Ademas, Hubble observo que existia una aproximacion entre la velocidad y el corri-
miento al rojo del objeto en relacion con la velocidad de la luz [10], lo cual se expresa

Ccomao:

v R . (1.3)

Hubble formul6 su ley, estableciendo una relacion entre la distancia (r) de una galaxia
en un cierto tiempo (¢) y la velocidad (v) con la que se aleja dicha galaxia. En otras

palabras, la velocidad aparente (v) de alejamiento es proporcional a su distancia (r) [11;[14].

v(t) = Hyr. (1.4)

La ecuacion [1.4]es la Ley de Hubble, donde la constante de Hubble (Hj) tiene un valor
estimado de [12; [15} [18} 22]:

km

Hy=70x7 .
0 sMpc

(1.5)

Gracias a esta relacion, Hubble concluy6 que el universo se encuentra en expansion,

ya que las galaxias, al tener una velocidad de recesion, indican que se estan alejando del

observador [2} [14]. Al combinar las relaciones (1.3 y se obtiene:

Ccz

T:FO.

(1.6)

De esta manera, el corrimiento al rojo (z) se puede expresar en términos de distancia
[2], 1o que permite estimar la distancia a la que se encuentra una galaxia al conocer su

corrimiento al rojo.



4 CAPITULO 1. COSMOLOGIA

1.3. Ecuaciones de Einstein

La Relatividad General, desarrollada por Albert Einstein, es una teoria que describe
la naturaleza de la gravedad y la estructura del espacio-tiempo. Se basa en la premisa de
que las leyes de la fisica deben permanecer invariantes bajo transformaciones de Lorentz,
pero la Ley de Gravitacion Universal de Newton no cumple esta condicion. La Relatividad
General resuelve esta discrepancia al unificar la gravedad con la geometria del espacio-
tiempo, mostrando que la gravedad no es una fuerza en el sentido tradicional, sino que es

la curvatura del espacio-tiempo causada por la presencia de materia y energia [20; 23].

El concepto de espacio-tiempo implica que el tiempo se integra como una coordenada
en un sistema de referencia, resultando en un espacio de cuatro dimensiones [22]. Dado que
se menciona un espacio deformado, se refiere a una geometria no euclidiana del espacio,
donde la presencia de materia influye en la curvatura del espacio-tiempo. En consecuencia,
Albert Einsten elaboré sus ecuaciones de campo para la Relatividad General junto con

el Tensor de Einstein, ecuacion [1.9}

81G
ij - FTMV. (17)
Las ecuaciones se expresan con unidades geométricas, ¢ =1 y G como la constante de

gravitacion universal [24], entonces la ecuacion queda de la siguiente forma:
G = 81GT),, (1.8)

en donde G, es el tensor de Einstein y se define como:

1

G =Ry — 5

Ry, (1.9)

con R, como el Tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci y g, es la métrica del espacio.
Los indices p v v representan las dimensiones que puede tener el espacio-tiempo. El tensor

describe la geometria del espacio; por tltimo, T}, es el tensor de energfa-momento.
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Dado que existe un espacio curvo, la distancia entre dos puntos se establece como:

ds® = g, datdz”. (1.10)

Asimismo, Einstein planted una constante A, conocida como la constante cosmologica, y

la anadi6 a su ecuacion y, de esta forma, él pretendié suponer que el universo era estético.

G + ANgy = 87GT,,. (1.11)

Sin embargo, cuando Edwin Hubble demostré que el universo se encontraba en expansion,
Einstein considerd que su constante era un error. Mas tarde, la constante cosmologica fue
reintroducida en el contexto de la cosmologia para explicar la aceleraciéon en la expansion

del universo.

1.4. Principio Cosmolégico

El Principio Cosmologico es una hipotesis muy importante en la cosmologia, postula
que el universo es homogéneo e isotrépico a "grandes escalas". Una gran escala se refiere
a cientos de megaparsecs (Mpc) de distancia [24} 27].

La homogeneidad implica que no existe ningtin observador en el universo que ocupe una
posiciéon privilegiada, es decir, si estuviéramos en una region diferente del universo, este
nos pareceria igual. Mientras tanto, la isotropia senala que no hay direcciones privilegiadas
en el cosmos, lo que implica que no hay orientaciones preferenciales [2;[6]. Este principio es
crucial en cosmologia, ya que proporciona las bases tedéricas para comprender la estructura

y la evolucion del universo.
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1.5. Modelo de Friedman

Alexander Friedman y Robertson Walker, en 1922, desarrollaron una descripciéon del
universo basada en las ecuaciones de campo de Einstein. Esta descripcion se fundamen-
ta en la métrica del espacio-tiempo, conocida como la Métrica de Friedmann-Lemaitre-

Robertson-Walker (FLRW), que se expresa mediante la ecuacion:

dr?

1 — kr?

ds* = dt* — a*(t)] + 72(d6* + sin” 0do)]. (1.12)

La ecuacion describe como se relacionan el tiempo (t) y las coordenadas espaciales
r representa la distancia radial, 6 el &ngulo polar y ¢ el angulo polar azimutal. El factor
a(t) es el factor de escala que determina como cambia el tamanio del universo con el
tiempo, mientras que el parametro k representa la curvatura del universo [32]. La variable

k, representa la curvatura del universo y puede tomar 3 distintos valores:

> (0, Curvatura cerrada.

k§ =0, Plano. (1.13)

< 0, Curvatura abierta.

Figura 1.2: Los tres modelos del universo dependiendo del valor de la curvatura k.

La figura ilustra los tres modelos del universo segtin su curvatura. Cuando k£ > 0
(positivo), la geometria asemeja una esfera, cuando & = 0 el universo es plano, es decir,

sin curvatura y el tltimo caso si k < 0 (negativo) la curvatura asemeja una silla de montar

o un hiperboloide [2} 29; [32].
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Si consideramos que el universo se comporta como un fluido perfecto, esto implica que
cumple con ciertas caracteristicas. En primer lugar, un fluido perfecto es homogéneo, lo
que significa que su densidad es la misma en todos los puntos del espacio. Ademaés, no posee
viscosidad, lo que implica que no hay resistencia al flujo interno y las particulas del fluido
pueden moverse sin friccion entre si. Por tltimo, un fluido perfecto es estacionario, lo que
indica que la velocidad del fluido en cualquier punto permanece constante en el tiempo.
Tomando en cuenta estas caracteristicas, el postulado de Weyl asume que el universo
cumple con tal uniformidad y puede ser descrito por el tensor de energia-momento 7, el
cual esté en términos de dos cantidades, la densidad (p) y la presion isotropica (P). Hay
que tomar en cuenta que los indices p y v van de 0 a 3, las componentes espaciales son
iguales y distintas de cero, T'' =T%2=T33 mientras que las variables independientes son

T = py T" = P |23 28], asi el tensor T, nos queda:

T =(p+P)ULU, — Py, (1.14)

en donde U, es la cuadrivelocidad del fluido, entonces si tomamos, U* = (1,0, 0, 0) la traza

del tensor la podemos calcular como:

—-p 0 0 O
, \ P 0 O
T = ¢"'Ty, = , (1.15)
0O 0 P O
o 0 0 P
asi el tensor se simplifica a T# = (—p, P, P, P) lo reescribimos:
T=—p+3P. (1.16)

Ahora en la ecuacion de Einstein [I.8 podemos sustituir la definicion del tensor de Einsten

G (LI):

1
= R, — éRgW = 81GT,, (1.17)
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1
= R, =81G(T,, — éRgWT), (1.18)

y tomando en cuenta que 7' es la traza calculada anteriormente y que Tyy = —p, asi como

el valor del tensor de Ricci para la componente pv = (00), donde R, = 3%, podemos

reescribir:
i} .
3% = 87G(—p — 5(~p +3P)) (1.19)
_ e =P 3P
= 87G(— — ). (1.20)
3% — —4nG(p+ 3P), (1.21)
a e
a_ _anG P). 1.22
» 5 (p+3P) (1.22)

El factor H? = (%)2 es el parametro de Hubble, el cual representa la tasa de expansion
o de contraccion del universo [23]. Por lo tanto, la ecuacion resultante es una de las
soluciones de Friedman, con la cual se describe el movimiento de expansion/contraccion
del universo.

Ahora, si quisiéramos ocupar la ecuacion de Einstein con la constante (A) propuesta
por él, debemos tomar otra vez la definicion del tensor G, y el tensor de Ricci y el escalar

de Ricci igual a:

i a? k
R=6(-+—+— 1.23
G454+ ), (1.23)
entonces
a., 3k
y asi,
N2 8rGp k A
H? = (9) _ _r .2 1.25
a 3 a? + 3’ ( )

obteniendo a la ecuaciéon de Friedman de igual modo para un universo en movimiento.
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1.5.1. Ecuacion de Continuidad

Se ha considerado al universo como un fluido perfecto y para esto debe cumplirse que
haya conservaciéon de la energia. Usando el tensor de energia - momento, se tienen que

conservar ambas cantidades [28; 295 [33], y para esto:
v, TV =0, (1.26)
Por relatividad general, podemos escribir la expresion como:
V. Tl =8,T) +Th\ T =T, T} =0, (1.27)
siendo I, v Fl’)y simbolos de Christoffel. Si consideramos que la evolucién de la densidad

de energia corresponde a v = 0, reescribimos:

0Ty +Th\T5 — T Ty = 0, (1.28)
y dado que por isotropfa T¢ = 0, obtenemos:
9p n A g
a5 + Dlop — LTy =0, (1.29)
lo que nos conduce a la ecuacién de continuidad:

p+3H(p+ P) = 0. (1.30)

Hasta ahora hemos tratado al universo como un fluido perfecto para su descripciéon. Sin
embargo, necesitamos una ecuaciéon de estado que relacione la presion P con la densidad

p. Proponemos la siguiente ecuacion:

P = wp, (1.31)
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en la cual estamos sugiriendo que la presion se encuentra en términos de la densidad,

entonces la variable w queda w(p) [24; 29].

1.5.2. Componentes del Universo

Para continuar estudiando el universo, es necesario conocer cuédles son sus componen-
tes y la ecuaciéon que se asocia a cada uno de ellos. Para obtener la ecuacion de cada

componente, vamos a usar la relacion barotropica [29):

P = (v — 1)ps, (1.32)

en donde ~; tiene un valor para cada componente.

Materia

El universo se encuentra formado por particulas que se encuentran bastante separadas
entre si, por lo tanto, no hay interacciéon entre ellas, como consecuencia, no ejercen fuerza.
Lo que provoca que la presion sea nula, i.e. Py; = 0; también se le asigna vy, = 1. Usando

la ecuacion de continuidad y sustituyendo el valor de P,

par + 3Hpyr = 0, (1.33)
con H = %
Py _ 3% (1.34)
PM a

asi, la ecuacion de estado estard dada por la siguiente proporcion:
pa o< a® (1.35)

Los tipos de materia que contiene el universo son, materia bariénica y materia oscura.
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La materia bariénica, como bien lo dice su nombre, esta formada por bariones que son
los protones y neutrones. Esta materia forma a las estrellas, galaxias, planetas y todo lo

que se puede observar del universo; también es conocida como materia ordinaria.

La materia oscura, se cree que este tipo de materia es la que mas abunda en el universo
y que tiene interaccion con la materia bariénica por forma gravitacional; sin embargo, no
emite ni absorbe luz. Existen dos tipos de materia oscura, la ”caliente”, que se refiere a
que esta compuesta por particulas relativistas y la "fria"la cual se compone por particulas
no relativistas. La materia oscura es un tema de gran relevancia e incertidumbre en él
mundo de la cosmologia, ya que hasta el momento no se tiene evidencia de su inexistencia,
pero tampoco se ha podido demostrar su existencia, lo que ha generado un gran debate

[28; 133).

Radiacion

En cosmologia, la radiacion se considera como particulas relativistas, por lo tanto, él

valor de v = %, y en este caso, la presion P, = %pr. Entonces, usando la ecuacion de
continuidad [1.30)
_ a 1
pr+3(2)(pr + 3pr) =0, (1.36)
y obtenemos que:
Pr— 42 (1.37)
Pr a

por lo tanto, la ecuacion para la radiacion esta dada por:
pr o< a . (1.38)
Los elementos de la radiacion son:

= Fotones: Los fotones son particulas elementales que transportan a la fuerza electro-

magnética.
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= Neutrinos: Los neutrinos también son particulas elementales. No tienen carga eléc-
trica y su interaccién con la materia es muy débil, pero su energia cinética es muy

grande.

Hasta el momento hemos hablado sobre dos elementos del universo; sin embargo, falta

uno, la ultima componente del universo es la energia oscura.

1.6. Energia Oscura

En el capitulo de relatividad general se hizo menciéon de que Einstein introdujo a la
constante cosmologica A pensando en que el universo era estatico. Anos mas tarde, Edwin
Hubble descubrié que el universo se encontraba en expansion, lo cual provoco que Einstein
pensard que su constante era un total error. Sin embargo, después de algunos anos, se
empez6 a considerar que A no era en error y que su valor no era cero, sino que tenfa un
valor positivo y se asociaba a la expansion que mostraba tener el universo [6} 41].

De este modo, la energia oscura empezd a ser la explicacion al fenémeno de la expansion

del universo y se cree que es la mayor componente que hay en el universo.

Para obtener una ecuacion de estado para esta componente se asume que v = 0,

entonces al sustituir este valor en [1.32]
Py = (1.39)

por lo tanto, la presion de la energia oscura es negativa y al derivar a la densidad con
respecto al tiempo,

pa =0, (1.40)

lo cual indica que la densidad de la energia oscura es constante en el tiempo. Como evi-
dencias de la energia oscura se tienen a las Supernovas Tipo la, el Fondo Cosmico de

Microondas (CMB), el parametro de Hubble y las Oscilaciones Actsticas de Bariones

(BAO) [d].
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1.6.1. La Expansion y la constante A

Recordemos que, en capitulos anteriores llegamos a la ecuacion de Friedmann la
cual involucra a la constante cosmoldgica A, a la densidad p y a la curvatura k, de este
modo la curvatura y el parametro de expansién se encuentran relacionados, y cuando la

curvatura k = 0 se puede definir una densidad critica:

3H?
e = ——, 1.41
pe=g 7 (1.41)
teniendo entonces el pardmetro de densidad
Pi
Q= —, 1.42
Pc ( )

el subindice ¢ indica para qué componente se esta utilizando, ya sea, la radiacion (r), masa

(m), energia oscura (A) o curvatura (k).

Entonces, ahora tenemos un nuevo pardmetro para el cual le asociaremos un pardmetro

de densidad 2,

Siendo asi el parametro de densidad asociado a (A)
Q= —. (1.43)

De acuerdo con lo anterior, la ecuacion paramétrica de Friedmann se expresa de la siguiente
manera:

H2
T2 Qroa_4+QM0a_3+Qk0a_2—l—QAo (144)
HO ’ ’ ’ ’
Por lo tanto, el modelo que plantea Friedmann, esta determinado por los siguientes paré-

metros: Ho, Qar, Q. Qv Qa [24].
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1.7. Modelo ACDM

El modelo ACDM, (Lamdba - Cold Dark Matter) fue propuesto en 1997 [6]. Surge
a partir de la teorfa de la expansion del universo y como un modelo de apoyo a la teoria
del Big Bang. Este modelo propone de una manera general como esta formado el universo,
en donde A describe la parte de la energia oscura y CDM es la componente de la materia

oscura fria [35]. Como la energia oscura es un valor constante, su ecuacion de estado se

define:

PA

W =—1, (1.45)
Estableciendo una relacion entre el corrimiento al rojo y el factor de escala a mediante

la ecuacion [1.2]

1
1 = — 1.46
= (1.46)

Asumiendo un universo plano (k = 0), la ecuacién de Friedmann se expresa en

términos de densidades y corrimiento al rojo de la siguiente manera:

H? = H3[Qro(1 + 2)* + Q) (1.47)

en donde )y es la densidad del universo actual.
El pardmetro 25 o corresponde a la densidad de la energia oscura y tiene un valor de 0.7,
lo cual corresponde a un 70 % que ocupa en el universo y {2/ es la densidad de materia,
la cual tiene un valor de 0.30, en donde 0.25 corresponde a la materia oscura y el 0.05 a
la materia bariénica. Por lo tanto, en el universo hay un 30 % de materia.

Estos dos parametros cumplen:

Qo+ Qo= 1. (1.48)
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Actualmente, este es el modelo estandar de la cosmologia. Sin embargo, un problema
de este modelo es que no explica la naturaleza de la energia oscura y la materia oscura. A
pesar de que es una componente fundamental para este modelo, hasta el momento no se

ha podido obtener evidencia de ella.

1.8. Modelo CPL

En vista de que el modelo ACDM se basa en la existencia de la energia oscura y la
materia oscura, y que hasta el momento no se ha podido confirmar de manera definitiva
su existencia, surgen inconsistencias a pequenas escalas. Esto ha motivado la propuesta

de modelos alternativos para explicar el comportamiento de la energia oscura, como el

modelo CPL.

El modelo CPL, denominado asi por las iniciales de quienes lo propusieron, Chevallier,
Polarski y Linder [6], propone una parametrizacion a la ecuacion de estado w realizando

una expansion de Taylor:

N
wa =Y (1 —a)uw, (1.49)
i=0
con N =1
= (1 —a)= a 1.50
w(a) = wo + wa( a) wg+w(1+z) ( )

con a como el factor de escala, wy representa el valor actual de la ecuacion de estado y w,
es la derivada de w(z) |33} 44]. Esta ecuacion tiene como proposito estar descrita por una

evolucion temporal.

Entonces, la densidad de energia oscura estara descrita por wy, w, vy 2z de la siguiente

forma:
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P Qp(1 4 2)30twotu) o 3525 (1.51)
Pec

Con la parametrizacion de €(z) y p, se reescribe el modelo cosmologico como:

3waz

H(2)? = H2[Quo(1+ 2)° + (1 — Quro) (1 4 z)30Fwoten) (755 (1.52)




Capitulo 2

Observaciones

En el campo de cosmologia se utilizan diversos conjuntos de datos observacionales como
evidencia de la expansiéon del universo.

A continuacién se describirda un poco sobre los usados en el presente proyecto.

2.1. Cronémetros Coésmicos

El parametro de Hubble H(z), que depende de la edad del universo y puede medirse

con ayuda de los cronémetros cosmicos.

Los cronémetros cosmicos son herramientas que nos permiten medir el paso del tiempo
en el universo y se basan en la evolucion de galaxias.
La medicion de estos datos observacionales se lleva a cabo mediante espectroscopia que
permite determinar el corrimiento al rojo (z) de las galaxias. Las galaxias que se utilizan
son rojas, es decir, que son galaxias viejas y elipticas. Se busca observar diferentes corri-
mientos al rojo en estas galaxias que tuvieron un brote temprano en el universo y asi poder
determinar su edad [56].

Este corrimiento al rojo representa un cambio infinitesimal (dz) en la longitud de onda de

17
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la luz debido a la expansion del universo en una diferencial de tiempo (dt) [53].

Estos cronémetros se definen por la funcion:

1 dz
H(z) =— —.
(2) 1+ zdt

(2.1)

En este proyecto se utilizaron 25 datos que corresponden al parametro de Hubble. En

la figura [2.1] se muestran los datos en funciéon del corrimiento al rojo. Estos datos fueron

tomados de [37]

250 A @® Datos de Parametros de Hubble —_

{ | o
N

Lk

50 A

200 A

H(z)(km/s/Mpc)

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
z

Figura 2.1: Cronémetros Cosmicos.
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2.2. Supernovas

Como sabemos, entre los cuerpos celestes del universo se encuentran las estrellas. Estas
son objetos que se forman a partir de nubes de gas y polvo en las cuales abunda él
hidrégeno, tienen brillo propio por proceso de fusién nuclear en su interior [13; 20]. Las
estrellas tienen un ciclo de vida y una fase final dependiendo su masa. Las estrellas de
menos de 8My - 10Mg terminan como una nebulosa planetaria con una enana blanca
central. Las estrellas con masas mayores 8My - 10Mg terminan su vida en una explosion
de supernova con una estrella de neutrones en el centro. Cuando las estrellas tienen masas
mayores a 100M se cree que en vez de formar una estrella de neutrones formaran un
agujero negro. Pero las supernovas no solo provienen de estrellas masivas, también hay
un tipo de supernovas denominadas Snla, cuyo progenitor es una enana blanca que recibe
masa de una companera y el niicleo de carbono de la enana blanca termina explotando
por la acumulacion del material que absorbe de la companera. Los detalles del mecanismo
de la explosion, en este caso no estan bien establecidos, sin embargo, la luminosidad y

evolucion de las Snla es muy regular.

La luminosidad de las supernovas puede llegar hasta una magnitud de 10'° L, [30] y

se pueden clasificar de la siguiente manera:

= Tipo Ia: Como dijimos, este tipo de supernovas, provienen de enanas blancas que
son forzadas a explotar por la acumulaciéon del material. No presentan lineas de

Hidrogeno y Helio en sus espectros, pero si presentan absorciones de silicio ionizado.

= Tipo Ib, Ic: Estas supernovas se forman por el colapso de las estrellas masivas.

Presentan principalmente lineas de emision de helio.

» Tipo II : Al igual que las supernovas tipo Ib y Ic se forman por el colapso estelar,
sin embargo, estas si presentan lineas de hidrégeno y su brillo es menor comparado

con las de tipo I.

Como dijimos, las Supernovas Tipo Ia (Snla), tienen un espectro homogéneo y, ademaés,
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todas las supernovas de este tipo presentan un pico similar en su curva de luz.

El pico de luminosidad de una Snla se define como el momento en que la supernova alcanza
su maximo brillo. A diferencia de otros tipos de supernovas, las Snla presentan un pico de
luminosidad notablemente uniforme. Esto significa que, independientemente de la distancia
a la que se encuentre la supernova, su brillo maximo sera similar. Esta propiedad convierte
a las Snla en Estandares de Luminosidad (Standard Candles) y son indicadores de

distancia utilizando la siguiente relacion:

L
47l

N

dL:(

)2, (2.2)

en donde L es la luminosidad absoluta y [ es la luminosidad aparente. Sin embargo, d;, se

puede reescribir en términos del modelo ACDM vy el corrimiento al rojo (z):

dL(zaH();QM)QA (23)

z dz
)= /0 V@t 2P +

En la figura se observan los datos utilizados que fueron tomados de [31]. Los datos

son corrimiento al rojo (z) contra el modulo de distancia (u(z)), este se define:

11(2) = 5logdr,(2) + o, (2.4)

con iy como el modulo de distancia absoluta.
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Figura 2.2: Datos de Supernovas Tipo Ia.
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Capitulo 3

Programacion Genética

En los dltimos anos, se han producido grandes avances en la aplicacion de técnicas
computacionales. Se han generado nuevas ideas y formas para que una méquina trabaje, e
incluso se puede afirmar que el avance ha sido tan significativo que las maquinas ya pueden
trabajar de forma automatica. El area encargada de esto es el Aprendizaje Automético

(en inglés, Machine Learning).

El Aprendizaje Automatico es una rama de la Inteligencia Artificial (IA), que se dedica
a realizar tareas de manera automatica mediante modelos mateméticos con conjuntos
de datos dados. Dicho de otra manera, con el aprendizaje automético se entrena a una
méaquina mediante un algoritmo para que realice tareas automaticamente [21], por lo mismo
esta técnica tiene la capacidad de aprender distintos tipos de algoritmos computacionales.
Ahora bien, un algoritmo es una serie de pasos, los cuales nos describen un proceso para
darle una solucion a un problema especifico [36]. También se tiene, el concepto de computo
evolutivo en el cual se aplica la teoria de la evolucion y genética natural. Un caso particular

del computo evolutivo es la Programacion Genética.

La historia de la programacion genética comienza alrededor del anio 1950 con el concep-
to de evolucién en una méquina automatizada, el concepto fue propuesto por Alan Turing

[52]. John Holland demostré que el proceso evolutivo podia ayudar a resolver diversos

22
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problemas y desarroll6 los algoritmos genéticos. Mas adelante, John R. Koza, estudiante
de John Holland [51], desarrollé los algoritmos genéticos de tal modo que innové con la
programaciéon genética. El objetivo era que las computadoras tuvieran la capacidad de
resolver problemas con menos restricciones que con los algoritmos genéticos [53]. La pro-
gramacion genética (GP) es una técnica computacional actual que tiene como base a los
algoritmos genéticos. Sin embargo, los algoritmos genéticos son solo un método de opti-
mizacion, mientras que la programacion genética, ademas de la optimizacion, nos permite
descubrir los modelos que mejor describen al fenémeno que se quiere estudiar [36]. Por
lo tanto, para resolver los problemas dados se utilizan modelos computacionales con los
cuales se busca realizar una tarea definida. Estas tareas pueden ser muy sencillas y el
usuario puede conocer inicialmente la solucion o también pueden ser demasiado complejas

en donde el usuario desconoce la estructura de la solucion [36; [38].

El codigo genético estd compuesto por una poblacién en donde cada individuo repre-
senta una solucion favorable para el problema. Conforme hay una reproducciéon, aparecen
nuevos individuos, los cuales se espera que hayan heredado las mejores caracteristicas de
sus ancestros conforme al objetivo del problema a resolver. En los algoritmos genéticos,
la reproduccion implica la seleccion de dos individuos con base en su capacidad de adap-
tacion. Estos individuos pasan a formar parte de la siguiente generaciéon o combinan sus
caracteristicas genéticas para crear descendencia con un cédigo hibrido. En otras palabras,

se produce un intercambio de informacion genética entre los individuos seleccionados [3§].

Para mostrar las soluciones del problema dado, la programaciéon genética ocupa un

diagrama de arbol.

3.1. Diagrama de arbol

Como se menciond, las soluciones estan dadas por diagramas de arbol [51]. Estos diagra-

mas son estructuras que nos muestran la solucién més éptima. Las estructuras se pueden
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utilizar directamente para la regresion de fenomenos [21].

El diagrama de arbol esta formado por nodos que se conocen como argumento cero,
se tiene un nodo principal, de este nodo salen ramificaciones (ramas) o subarboles. En
los nodos interiores se encuentran los operadores, que son las operaciones bésicas como:
suma (+), resta (-), producto (*) y division (/). También pueden ser operadores funciones
como: coseno, seno, exponencial o raiz cuadrada; y los nodos terminales son las variables

o nimeros [51].

Los diagramas de arboles estan formados por nodos que se conocen como argumento
cero. Se tiene un nodo principal, del que salen ramificaciones (ramas) o subérboles. En
los nodos interiores se encuentran los operadores, que son las operaciones bésicas como:
suma (+), resta (-), producto (*) y division (/). También pueden ser operadores funciones
como: coseno, seno, exponencial o raiz cuadrada; y los nodos terminales son las variables

o numeros [51].

Por ejemplo, en la figura observamos que del nodo principal salen dos subarboles y
el nodo del lado izquierdo se vuelve a dividir en donde uno es terminal y tiene la variable
9, mientras que el otro vuelve a ser un nodo interno y tiene al operador /, salen otros dos
nodos los cuales son terminales. Del lado derecho se tiene un nodo que tiene un operador
— vy se divide en dos teniendo un nodo terminal 1, y un nuevo operador sin y tiene el nodo
terminal con la variable x. Por lo tanto, este arbol lo podemos interpretar con la siguiente

funcion: (9 + 5 ) + (1 - sin(x)).

3.2. Seleccion Natural

A lo largo de los anos, hemos podido constatar que, al igual que en el universo, también
existe evolucion en los seres vivos y en los ecosistemas. En efecto, si reflexionamos, todo
cambia con el paso del tiempo. El cientifico que propuso el término de evoluciéon en los

seres vivos fue Charles Darwin.
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Figura 3.1: Ejemplo de la resoluciéon de un diagrama de arbol. La solucion es: (9 + 5 ) +
(1 - sin(x)).

Charles Robert Darwin, cientifico inglés, formulé la teoria de la evolucion, descrita en
su obra El origen de las especies en 1859. En esta obra, propone que la diversidad de las
especies es consecuencia de la evolucion a través de procesos de adaptacion [40]. Sus dos

grandes contribuciones son las siguientes:

= 1. Las especies no son estaticas en el tiempo, evolucionan.

= 2. La seleccion natural es el mecanismo que permite la evolucion.

La selecciéon natural tiene como propoésito explicar el porqué se da la evolucién en las
especies. Darwin daba el ejemplo de las jirafas, estas hace mucho tiempo eran de diferentes
complexiones, conforme pasaba el tiempo tuvieron que evolucionar sobreviviendo las que
tuvieran el cuello y patas mas largas para poder alimentarse de las ramas mas altas de
los arboles en tiempos de escasez [43], en la figura podemos observar el diagrama
de este ejemplo. Efectivamente, la evolucién de una especie esta estrechamente ligada a
su capacidad de adaptacion al entorno en el que habita. En este sentido, la seleccién
natural juega un papel crucial como mecanismo impulsor del cambio evolutivo. Dicho

proceso se caracteriza por una dindmica competitiva entre los individuos de una poblacién,
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donde aquellos con caracteristicas mas favorables para la supervivencia y reproduccion en
un ecosistema determinado tienen mayores probabilidades de transmitir sus genes a las
siguientes generaciones. Con el paso del tiempo, esta seleccion diferencial conduce a un
aumento gradual de las caracteristicas ventajosas en la poblacion, lo que se traduce en un

proceso evolutivo que permite a la especie adaptarse a las condiciones cambiantes de su

entorno 42; 143].

Las jirafas primigenias poseen cueyos de

- p C e . La vegetacion no se encuentra al alcance de las jirafas con
distintos tamafos y distintas complexiones.

cueyos muy cortos. No sobreviven.

Las jirafas que sobreviven se reproducen y heredan El proceso se repite durante generaciones hasta dar lugar a
sus caracteristicas a las siguientes generaciones. las jirafas modernas.

Figura 3.2: Ejemplo de la seleccion natural de las jirafas. Solo van a sobrevi-
vir y a evolucionar aquellas que se adaptaron a su ecosistema.[lmagen tomada de:
https://www.greenteach.es/seleccion-natural-especies-afectada-cambio-climatico|

3.3. Poblacion e individuos

En la programacion genética, la poblacion es el conjunto de datos que se dan en el
problema y cada individuo representa una soluciéon al problema asignado [36].Para crear

nuevas generaciones se aplican a la poblaciéon operadores genéticos con los cuales se busca
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crear nuevos individuos y de este modo encontrar a los individuos candidatos para ser la
mejor solucion. Para cada tipo de problema existe un 6ptimo, ya sea méximo o minimo,

el cual también es conocido como "Fitness"[19].

3.4. Genotipo y Fenotipo

Cada individuo de la poblacion tiene su propia informacion genética, en ella participan
el genotipo y fenotipo. El genotipo se conforma por un conjunto de "genes", en donde estos
contienen la informacion de las cadenas o secuencias del ADN. El fenotipo es la expresion
del genotipo. Es decir, nos va a indicar las caracteristicas morfolégicas como, el color,

longitud, talla, comportamiento [40].

3.5. Funcion Fitness

Cada individuo dentro de una generacion posee un conjunto de genes que define sus ca-
racteristicas hereditarias, lo que se conoce como algoritmo genético. Este conjunto genético
es evaluado en funciéon de su capacidad para conferir a su portador ventajas adaptativas

al entorno en el que habita. Dicha evaluacion recibe el nombre técnico de fitness.

La funcién fitness es aquella funcion indicadora de qué tan buenas o malas son las

soluciones encontradas con el modelo o soluciones encontradas para el problema dado [19].

Para encontrar este valor se toman en cuenta las condiciones de cada problema, pues
no todas las soluciones halladas seran aptas para que el problema sea resuelto. Asi que,
se toman los mejores valores encontrados para cada nueva generacion y a través de un

roceso estadistico se evaltan, encontrando asi al "més 6ptimo"[36].
)
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3.6. Operadores Genéticos

Con el objetivo de generar nuevas generaciones, se emplean operadores genéticos. Estos
operadores, comunmente denominados GO (por sus siglas en inglés), constituyen herra-
mientas fundamentadas en los principios de la evolucién biologica. Su funcién principal
consiste en modificar las caracteristicas de los individuos y de la poblaciéon en general. Los

operadores genéticos basicos son la seleccion, el cruce y la mutacion |36} 39].

s Seleccion

Este operador realiza una busqueda entre los individuos para elegir cuéles podrian
reproducirse y cuales no. Para realizar la clasificacion, el algoritmo da prioridad a
los individuos mas aptos para reproducir. Asi que la elecciéon de un individuo va a
depender de su valor de ajuste. El valor de ajuste es, saber qué tan buenas son las
aptitudes del individuo para el problema. Entre mayor sea este valor, el desempeno
del individuo también es mejor. Sin embargo, los individuos menos aptos no se quedan
de lado, también se ocupan para crear una nueva generacion, pues de otro modo la

poblacién seria muy homogénea [36] 138].

= Mutacion

La mutacion biologica se refiere a un cambio aleatorio en la organizacién del ADN.
Con esto se busca obtener una variacion en las caracteristicas de un ser vivo y no
necesariamente se hereda a la generacion siguiente. Y la mutaciéon como un operador
genético, es un cambio aleatorio sencillo de aplicar, ya que solo se busca cambiar

parte de un genotipo y crear uno nuevo.
Mutacion puntual: Se escoge un nodo y se intercambia por otro del mismo tipo.

Mutacién por subarbol aleatorio: FEn este caso se cambia aleatoriamente toda

una ramificacién del arbol.

En la figura[3.3] podemos observar los dos casos de mutacion; en la parte superior de

la imagen, se tiene el caso de la mutacion por subarbol, en este caso se puede ver que
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Subtree
mutation

Point
mutation

Figura 3.3: En la figura de arriba se tiene el caso de mutaciéon por subérbol y en la parte
inferior se tiene el caso de mutacion puntual. Imagen tomada de [36].

se cambia la ramificacién que contiene al nodo 3, al nodo 6 y al nodo 7 lo eliminé.
En la mutaciéon puntual (caso de abajo en la figura) inicamente se tomé al nodo
nimero 3 de manera aleatoria y se le cambi6 el operador, respetando la jerarquia y

orden que lleva la estructura del arbol.

s Cruce

El cruce es una recombinacion, con la cual se crean nuevos individuos a partir de la
poblacién original que se tiene. Utilizando la informaciéon genética que contiene cada
individuo de la poblacién, se hace dicha combinaciéon. Se toma la mejor informacién
de un padre y una madre para poder obtener un mejor nuevo individuo. De este
modo, se van creando nuevas generaciones, ya que en cada combinacion se toma lo
mejor de los padres, creando un nuevo hijo y asi sucesivamente. En la figura [3.4] se
tiene el ejemplo de como se aplica el operador cruce. En este caso, se mezclan dos
arboles que tienen la funcién de padres, dando como resultado un nuevo arbol con

informacion de ambos arboles.
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Crossover

Figura 3.4: Cruce. En la ilustracion observamos dos érboles que actiian como progenitores.
Estos se combinan mediante un proceso denominado cruce para generar un nuevo arbol
que fungird como descendencia. Imagen tomada de [36].

3.7. Aplicaciones

La Programacion Genética actualmente es una herramienta funcional para diversas
areas. Tomando en cuenta que el proceso para resolver problemas es la optimizacion, algu-
nas de sus aplicaciones son en el drea de finanzas, pues con el algoritmo genético se puede
predecir el modelo econémico y de este modo planificar conociendo los posibles resultados
[45]. Otra aplicacion es en el area biologica, en este caso mediante la programacion genética
se puede hacer la simulacién de como evolucionan los procesos para el descubrimiento de
nuevos medicamentos, y en el caso del area de la salud la programacion genética ayuda
a brindar informacion sobre las células cancerigenas [46]. En el area de astronomia, la
programacion genética es aplicada para modelar y predecir sistemas estelares o conocer
orbitas de cuerpos celestes como asteroides, cometas o satélites [47]. En general, podria
aplicarse a cualquier tipo de problema que sea de optimizacion.

Sin embargo, asi como la programacion genética tiene multiples aplicaciones y que suena
un método favorable para encontrar soluciones o predicciones, el método tambien tiene

desventajas. La programacion genética requiere ajustar varios parametros, como el tama-
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no de la poblacion, las tasas de mutaciéon y cruce y encontrar los valores 6ptimos para
estos parametros puede ser complicado y requiere la realizacion de miltiples pruebas, lo
cual complica y retarda el proceso, también tiene un costo computacional alto lo cual
dependiendo el tamano del problema y de los pardmetros puede dificultar el proceso de

buasqueda.

3.7.1. Programaciéon Genética en Python

Anteriormente, se mencioné que este trabajo fue realizado mediante el método de
programacion genética (GP) en el lenguaje de programacion Python. Utilizando como base
las librerias Symbolic Regression y GPlearn. La libreria Symbolic Regression en espanol,
Regresion Simbolica, tiene como enfoque analizar datos y encontrar patrones y de este
modo descubrir la expresion matematica que mejor describe la relacion entre las variables.
La regresion simbolica nos brinda la ventaja de obtener una representacion transparente
del modelo, lo que permite una mejor comprensiéon del fenémeno en estudio.

GPlearn tiene su algoritmo basado en programacion genética [19]. Esta libreria realiza un
modelo de regresion lineal, y de este modo se obtienen dos variables, una dependiente y
una independiente, f(x) = y. Ademads, en este caso, para cada solucion se debe agregar un

ruido e. Es decir:

fl@)=z+e (3.1)

El ruido € representa datos falsos en nuestro problema para que con ayuda de estos
podamos asemejar un problema con datos reales y no simular un problema ideal, esto
ayudara a evitar que la funciéon converja antes de encontrar a la soluciéon mas 6ptima. En
términos simples, si un algoritmo converge prematuramente, significa que deja de explo-
rar nuevas posibilidades o soluciones antes de haber examinado exhaustivamente todo el
conjunto de soluciones disponibles y en lugar de encontrar la mejor soluciéon global para
un problema, se queda atascado en una solucién que puede ser localmente 6ptima pero no
necesariamente la mejor en todo el espacio de basqueda [19].

Un concepto importante en este proceso es el criterio de convergencia. Este criterio le
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dice al algoritmo en que momento debe detenerse porque su buisqueda ha finalizado. Los

parametros que puede tomar en cuenta son:

= Numero de generaciones. El algoritmo se detiene cuando se han realizado todas las

generaciones.
» Fitness. Si en el fitness no hay algin cambio, el algoritmo se dentedra.

= Stall de generaciones. El algoritmo puede detenerse antes de alcanzar el ntmero de

generaciones establecidas si no hay cambios en la solucion.

Asi, al tener el conjunto de datos, se aplican los siguientes parametros para poder

empezar con la busqueda de soluciones:

Poblacion: Numero de individuos con los que se creara la poblacién, en donde cada

individuo es una solucion.
= Generaciones: Numero de generaciones que se quieren obtener.

= Criterio de convergencia: El valor métrico requerido para detener el programa antes

de tiempo (criterio de convergencia).
= Cruce: Se cruzaran los mejores individuos.
= Mutaciéon: Se mutaran los mejores individuos.

= Conjunto de funciones: Aqui se definen los operadores que se pueden ocupar para

dar un resultado (adicién, sustraccion, cociente, funciones trigonométricas...).

= Coeficiente Parsimonia: La parsimonia se refiere al principio de preferir soluciones
més simples o mas compactas cuando hay multiples soluciones igualmente buenas

para un problema.

A cada parametro se le asigna un valor, dependiendo de la funcién que se busca recons-
truir. Cabe destacar que entre los parametros de cruce, mutacion y parsimonia los valores

asignados corresponden a un porcentaje, lo cual su suma no puede exceder o ser igual a 1.
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Como cada problema tiene su necesidad particular, es necesario ir realizando pruebas con
distintos valores en cada parametro. En el Apéndice A, se encuentra un diagrama de flujo

del codigo utilizado y en el Apéndice B se tiene el codigo.



Capitulo 4

Funciones de prueba

En este capitulo, se presentan reconstrucciones previas realizadas sobre funciones ma-
teméticas simples y conocidas, tales como la linea recta, la parabola y una funcién trigono-
métrica. El objetivo principal es evaluar la eficacia del método de programacion genética
para reconstruir ecuaciones. Posteriormente, este método se aplicaréd a datos observacio-

nales para identificar su forma funcional.

Para trabajar con las funciones matematicas agregamos un ruido de la forma a * €. En
donde a puede tener un valor de 1,2,3...20 el cual se defini6 conforme a las necesidades
de busqueda, mientras que € son 100 puntos aleatorios en un rango de [—10,10] con una

distribucién normal estandar.

La distribucién normal estandar, también conocida como distribucién normal unitaria
o distribucion gaussiana, es fundamental en inferencia estadistica y pruebas de hipotesis.
Esta distribucién proporciona un marco para calcular probabilidades y comparar datos
normalizados. Se representa por una curva simétrica en forma de campana y esta comple-

tamente definida por dos parametros: la media y la desviacién estandar

34
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4.1. Funcién Lineal

El primer caso que realizamos fue una funcién lineal, también conocida como: Linea

Recta. Recordemos que la ecuaciéon de una linea recta es:

f(z) = ma +0, (4.1)

con m = la pendiente y b = ordenada al origen.

Nuestra ecuacion tedrica y que se busca reconstruir, es:

F(z) = 4z + 20, (4.2)

y al agregarle el ruido, tenemos:

flz) =42+ 20+ (a *¢€), (4.3)

en donde a y € € [-10,10] son el ruido agregado.

Para llevar a cabo la reconstrucciéon de la ecuacion, compilamos distintas veces el codigo
variando (axe), es decir, el ruido. Primero elegimos el valor para a. En un rango de 1 a 1000,
empezamos a variar el valor en intervalos de 1 en 1, después de 10 en 10 y de 100 en 100.
Asi estuvimos observando cémo variaban graficamente la distribucion de los 100 puntos y
qué tan dispersos se encontraban con respecto a la funcién original. Pudimos notar que,
con valores muy grandes como 200, 300, 400 en adelante, el orden en que los puntos recrean
la figura de la linea recta se dispersaba mucho con respecto a la funcién teérica, asi que
descarté dichos valores grandes para a, ademas de que el drbol de solucién que se generaba
con estos valores tenia muchas ramificaciones, lo que hace que la soluciéon sea complicada
de interpretar. Para el rango con a entre 1 y 20, obtuve que el diagrama de arbol era
sencillo de interpretar, porque no tenia muchas ramificaciones ni ciclos periédicos; por
lo tanto, la solucién la pudimos interpretar sin ninguna dificultad. Como tltima prueba,
usamos a = 20, 30...100. En estos casos, el diagrama de arbol tenfa una mayor cantidad

de ramificaciones en comparacion con el caso anterior con valores pequenos, entonces al
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resolver el diagrama de arbol, notamos que habia muchas ramas peridédicas nuevamente.
Ya que las ramas son periddicas, también hace que los arboles sean més complicados de
resolver, entonces, entre menos ramas tenga el drbol, también es un factor a considerar,
ya que es mas sencillo trabajar con arboles con un menor nimero de ramas que uno con
muchas. Por lo tanto, concluimos que para trabajar las pruebas si el ruido es mayor a a =
20 da como resultado arboles con muchas ramificaciones y en muchos casos son periodicas,
asi que decidimos trabajar con los valores pequenos (menores de 20) para a. Elegimos un
caso para la ecuacion , cuando a = 5. En la figura se tiene a la funcién tedrica y

los puntos azules dispersos son el ruido agregado a la funcion.

60 - R
—_— fix)r=4x+ 20
40
= 20
9=
o_
—20

T T T
-10.0 -7.5 -5.0 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
X

Figura 4.1: Grafica de la ecuacion teodrica 4x + 20. Los puntos azules son los 100 datos de
valores aleatorios y representan el ruido agregado a la funcion.

Otros pardmetros que se decidieron fueron el nimero de poblacion, cuédntas generaciones
iban a ser y qué porcentaje se aplicaria a los operadores genéticos de cruce, mutacion y
al coeficiente de parsimonia. Para elegir el niimero de poblacion, lo fuimos variando de
manera aleatoria con valores desde 10 individuos hasta 3000, notando que el resultado
no variaba mucho cuando ya se tenia una poblacién con 1000 individuos. Si bien habia
algunas modificaciones en las ramas, al final siempre daba el mismo resultado o uno similar

al resolver el diagrama de arbol. Asi que, el tamano de la poblacion lo tomamos igual a 1000



4.1. FUNCION LINEAL 37

individuos. Las generaciones se eligieron de un modo similar: probamos con valores de 10
hasta 100 generaciones, viendo que las soluciones obtenidas después de las 30 generaciones
ya generaban el mismo valor. Otro factor importante que tomamos para elegir el ntiimero
de generaciones fue el tiempo de computo. Entre mas generaciones, el tiempo era mayor
y al no tener resultados nuevos, no era necesario hacer tantas generaciones, por lo cual se
decidi6 trabajar con 30 generaciones. Los demés parametros, como el cruce, la mutacion y
la parsimonia, los fuimos variando por tamano de magnitud con el propdsito de analizar las
soluciones y conocer el beneficio de tener un cruce, una mutaciéon o parsimonia con un cierto
valor. El tipo de cruce que se utiliza en este caso es un cruce por arbol. Como los individuos
estan representados por diagramas de érbol, el cruce se realiza cambiando subérboles entre
ellos. La mutacion es de tipo subarbol aleatorio, es decir, que va seleccionando ramas de
manera aleatoria del mismo arbol y las va modificando.

Empezamos a trabajar con la ecuacion de la recta , con los parametros fijos men-
cionados anteriormente. El ruido era igual a a*e(—10, 10), con a=5, la poblacién era igual
a 1000, se usaron 30 generaciones y la tasa de cruce se fue variando partiendo de 0.7 (con-
siderado un valor grande) y disminuyendo el orden de magnitud hasta 0.00007 (un valor
pequeno). Se mantuvieron fijos los valores de mutacion (0.01) y parsimonia (0.09). Estos
valores se seleccionaron tomando en cuenta que la suma de los pardmetros no debe ser
mayor a 1 y basandonos en el ejemplo de la pagina de gplearn [51], donde se sugieren estos
valores al realizar un ejemplo de 3 dimensiones.

En la tabla se encuentran las soluciones obtenidas para los valores elegidos. En la
figura[4.2] se observan las soluciones graficas y en la figura[4.3] se encuentra el diagrama de
arbol de la mejor solucion. A cada solucion se le calculé el valor del error (S5?), utilizando
el ajuste de minimos cuadrados. Esta técnica funciona para realizar un ajuste entre los

valores teoricos y los valores predichos por el modelo mediante la siguiente relacion:

N

§2 — Z M’ (4.4)

con x; como el valor de datos teodricos, X el valor de los valores obtenidos o predichos

y N el ntimero de datos.
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El ajuste de datos mediante minimos cuadrados es muy 1util cuando se trabaja con modelos
lineales, pero también puede aplicarse a modelos no lineales ajustando los parametros del
modelo para minimizar la suma de los cuadrados de las diferencias. Entre menor sea el

valor de S?, indica que el modelo es mas efectivo.

Recta, caso cruce.

PG
60 1| __ fixX)r=4x+ 20 i
fix)1, 5~2 = 0.0035
—— fix)2, 572 = 2.099
40— s 572=0932
—— fix)a, 572 = 3.161
— )2, 5°2=1314
20 A
<
g
o =
204 7

-100 -75 5.0 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
X

Figura 4.2: Soluciones obtenidas al variar el cruce de 0.7 a 0.00007 en la ecuaciéon 4z +
20 + a * €[]—10, 10].

f(z) Cruce | Parsimonia | Mutacién | Funciéon Obtenida S?
f(x): 0.7 0.09 0.01 4z +19.940 0.0035
f(2)2 0.07 3.776z 4 19.490 2.099
f(x)s | 0.007 3.879z + 20.629 0.932
F(x)a | 0.0007 3.7152z + 19.567 | 3.161
f(z)s | 0.00007 3.817x + 20.310 1.314

Tabla 4.1: Resultados obtenidos al variar el cruce de 0.7 a 0.00007, la parsimonia y la
mutacion se quedaron con valores fijos para la ecuacion de la rectald.2] La solucion resaltada
fue seleccionada como la mejor.

En este primer analisis, se puede notar que las soluciones que obtuvimos tienen la forma
de la funcién original, aunque existen algunas variantes en el valor de la pendiente y de

la ordenada al origen. Al calcular el valor S? para cada solucion, se encontré que el valor
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Figura 4.3: Diagrama de arbol para la solucion 4x + 19.940 con S? = 0.0035, cuando el
cruce tiene un valor de 0.7
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Mejor solucién, caso cruce.

PG
—_— fiX)r=4x+ 20
60 1 — fx)., 572 = 0.0035

-10.0 -75 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
X

Figura 4.4: En la grafica tenemos la mejor solucion para el caso del cruce. La grafica negra
es la grafica original y la roja es la soluciéon reconstruida f(x);.

mas pequeiio de error, S? =0.0035, se obtiene cuando el cruce tiene un valor igual a 0.7.
Por lo tanto, esta seria nuestra mejor solucion. En la figura [4.2| se tiene la grafica de las
soluciones obtenidas de la tabla [4.1] y en se tiene el diagrama de arbol de la solucién
cuando el cruce tiene un valor igual a 0.7.

En la figura [4.4] podemos observar a la mejor solucion que obtuvimos al ir variando la
magnitud del cruce. Se puede notar que casi todos los puntos de la funcién original y la
solucion reconstruida f(z); coinciden. Esto quiere decir que para el conjunto de datos que
tenemos se necesita que haya mas intercambios de informacion genética entre los individuos
que fueron seleccionados como padres.

El proceso de variar la tasa del cruce lo repetimos, pero en esta ocasiéon estuvimos
variando el valor de la magnitud de la parsimonia de 0.9 a 0.00009, mientras que el valor
del cruce y de la mutacion se dejaron fijos, igual a 0.1 y 0.05 respectivamente. En el caso
del cruce se uso este valor porque si usabamos el valor predeterminado del ejemplo (0.7) la
suma de los parametros daba mayor o igual a 1 y cuando eso sucede el c6digo marca error,

por lo antes mencionado de que los valores de los pardmetros representa una tasa. En la
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Recta, caso parsimonia
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Figura 4.5: En la figura tenemos las graficas de las soluciones obtenidas (ver en la tabla
al ir variando la magnitud de la parsimonia.

tabla se tienen las soluciones con su respectivo valor de S2. Las soluciones en estos
rangos mantienen la forma de la ecuaciéon original solo cambiando el valor de la pendiente
y la ordenada al origen. En la figura|4.5|se observan las graficas de las soluciones obtenidas.
En este caso al realizar la ultima prueba con el valor 0.00009, la solucién que obtuvimos
no se acercaba a la forma de la funcién original; esto pasa porque la parsimonia tiene
como objetivo dar la solucién mas sencilla al problema; sin embargo, cuando se forza a que
haga una biisqueda mayor entre las soluciones y como tal ya no hay una mejor soluciéon
en ese rango empieza a generar soluciones con diferentes ramas en el diagrama de arbol
de manera aleatoria. En este caso de la linea recta, no es necesario una parsimonia con
una magnitud tan pequena como el rango antes mencionado, pero si es necesaria una de
magnitud igual a 0.009, ya que aunque nuestros datos no tienen una forma tan compleja,
para tener una mejor exactitud si se requiere que haya una mejor exploracion entre las
soluciones después de realizar los procesos de cruce y mutacion.

Por lo mismo que el valor de la parsimonia es pequeno y se requieren mas intercambios

de informacién entre las ramas de los arboles, este diagrama de arbol es muy grande y no
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f(z) | Cruce | Parsimonia | Mutacion | Funcion Obtenida | S?
f(z); | 0.1 0.9 0.05 4.629z +20.787 | 15.144
F(2)s 0.09 3.6632 +20.651 | 4.569
f(2)s 0.009 3.78z 4+ 20.976 2.715
fla)a 0.0009 3.6652 +20.976 | 5.067

Tabla 4.2: Resultados obtenidos al variar la parsimonia 0.9 a 0.0009. Los valores del cruce
y la mutacién se quedaron con valores fijos para la ecuacion de la recta La soluciéon
resaltada fue seleccionada como la mejor en base a la magnitud de su error.

Mejor solucién, caso parsimonia.

PG
60 1 — fix)r=4x+20

— fix)3, 572 = 2.716
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-10.0
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Figura 4.6: En la grafica tenemos a la mejor soluciéon obtenida con un valor de parsimonia
igual a 0.009 y un error S? = 2.715 de color rojo y a la funcién teérica con la que estamos

comparando de color negro.

se puede mostrar la imagen del diagrama de la mejor solucion. En la figura se tiene

la mejor solucién encontrada (en rojo) y la funcion original (en negro). Se observa que

al principio las rectas no coinciden en todos sus puntos, pero al final de la recta estas

terminan coincidiendo.

Al final, repetimos el proceso, pero en esta ocasion variamos el parametro de mutacion

de 0.5 a 0.00005. En la tabla|4.3|se muestran los resultados y en la figura4.7|se observan las

graficas correspondientes. En esta ocasion, la mejor solucion se obtuvo cuando la mutacion
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tuvo un valor igual a 0.005 y el valor del error S? = 0.581. Esto nos indica que nuestro caso
necesita una cierta cantidad de valores aleatorios, pero no requiere que sea minima. Por
eso, los valores cuando la mutacion es pequena no son los mejores y cuando la mutacion
es muy grande, como hay mucha variedad de informaciéon genética aleatoria, la solucion se

aleja de la funciéon original.

Recta, caso mutacién
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Figura 4.7: Soluciones obtenidas al variar la mutacién de 0.1 en 0.1 en la ecuacién 4z +
20 * a * €[—10, 10].

f(z) | Cruce | Parsimonia | Mutacion | Funcién Obtenida | S?
f(x) 0.1 0.09 0.5 dx 4+ 17.857 4.592
F(2)s 0.05 dr +21.178 | 1.388
f(z)s3 0.005 4z 4 20.762 0.581
f(z)4 0.0005 4.0121z 4 19.144 | 0.736
F(2)s 0.00005 dr +19.130 | 0.740

Tabla 4.3: Resultados obtenidos al variar la mutacion de 0.5 a 0.00005 con el cruce igual
a 0.1 y parsimonia igual a 0.09 para la ecuacién de la recta La mejor solucién se
encuentra resaltada.

En la figura podemos ver que la funciéon original (negra) y la funcion reconstruida

(roja) se ven muy similares, pero se alcanzan a distinguir ambas rectas.



44 CAPITULO 4. FUNCIONES DE PRUEBA

Figura 4.8: Diagrama de arbol de la mejor solucién cuando la mutacion vale 0.005. El
resultado del diagrama es 4x + 20.762 con S? = 0.581.

La mejor solucion, caso mutacion.

PG
60 4 — fix)r=4x+20
— fix)s, 572 = 0581

f(x)

-10.0 -75 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
X

Figura 4.9: En la grafica tenemos la mejor solucion para el caso del cruce. La grafica negra
es la grafica original y la roja es la soluciéon reconstruida f(z)s.

Analizando los resultados de cada una de las mejores soluciones mediante el valor de
5?2, se puede notar que para este tipo de datos con forma de linea recta se necesitan un

cruce grande donde haya mayor diversidad de informaciéon genética entre los padres, una
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mutacion en la que si haya variacion aleatoria, pero no mucha ni tampoco minima. Por
ultimo, una parsimonia no muy pequena, ya que los datos no requiere una solucién muy

compleja.
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4.2. Funciéon Cuadratica

El siguiente caso que realizamos fue reconstruir una funcién cuadratica de la forma:
f(z) = 2* + 10, (4.5)

la cual describe una parédbola desplazada 10 unidades del origen. A esta funcién le agre-
garemos de igual modo un ruido a * €[—10, 10], con el mismo tipo de distribuciéon normal,

entonces la ecuaciéon nos queda:

y(r) = 2° + 10 + (a * €), (4.6)

con a = 2.
En la figura se observa la grafica de la funcion |4.5/junto con los puntos que representan
el ruido que se esta agregando. Se puede notar que la mayor cantidad de puntos o ruido

de la funcién se encuentra en el vértice de la pardbola.

100 1

80 1
X 60
=

40

20 1

PG
- fix)r=x"2+ 10

-100 -75 -50 -—-25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
X

Figura 4.10: Gréafica de la funcion tedrica a2 + 10. Los puntos azules representan el ruido
agregado a la funcién.

Como en el caso anterior, variamos los hiperparametros de cruce, mutacion y parsimonia
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para reconstruir la ecuacién En la tabla se encuentran las soluciones obtenidas al
variar el cruce de magnitud de 0.7 a 0.00007, manteniendo la mutacion y la parsimonia fijas.
También se incluye el valor de S? para cada funcion resultante. Las soluciones obtenidas
fueron un poco variadas, pues la mayoria de los casos mantuvieron la forma de la funciéon
inicial y en todos los casos se mantuvo el grado del polinomio. La mejor soluciéon de este
primer caso se obtiene cuando el cruce tiene un valor igual a 0.7. La funcién correspondiente

es 22 + 9.88 y su valor de S? = 0.014.

Funcién | Cruce | Parsimonia | Mutacién | Funcion Obtenida S?
f(z)1 0.7 0.09 0.01 2%+ 9.88 0.014
f(z)a 0.07 2% 4+ 9.578 0.178
f(z)s 0.007 1.0512% 4 9.309 4.168
f(z)y 0.0007 1.15722 44.336
f(x)s | 0.00007 1.16222 + 1.307 | 35.613

Tabla 4.4: Resultados al ir variando el parametro cruce 0.7 a en 0.00007 para la ecuacion
2% + 10, con un valor de parsimonia y mutacioén fijos. La mejor solucién se encuentra
resaltada.

En la figura se encuentran las graficas correspondientes a las funciones obtenidas
como solucién. Se puede observar que todas las graficas son similares, ya que tienen la
misma forma. Sin embargo, en algunos casos se encuentran desplazadas hacia el origen con
respecto a la funcion original. Por otro lado, en la figura se tiene el diagrama de arbol
que se obtuvo como la mejor solucion.

En la figura tenemos una comparacion entre la funcion f(z); que fue nuestra
mejor solucion representada por el color rojo y la funcion teorica f(z)r de color negro. Se
puede distinguir que la solucién obtenida coincide practicamente en todos los puntos de
la funcién teodrica. Lo cual nos indica que este conjunto de datos necesita un mayor cruce
o mejor dicho, una mayor diversidad de informaciéon entre los padres para poder dar un
mejor resultado.

Ahora, en la tabla[d.5|tenemos las soluciones de ir variando el parametro de parsimonia,
de 0.9 en 0.0009, mientras el cruce y mutaciéon los mantuvimos fijos con los mismos valores
que en el problema de la linea recta. En este caso, sucedié de manera similar que al correr

el codigo con una parsimonia de magnitud més pequena, la respuesta generada ya no tenia
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Parabola, caso cruce.

120 A PG
—_— fix) =x"2 +10
— fix):,572 =0.014
100 A — fix)2, 572 =0.017
e fix)3, 572 = 4168
fix)s, 52 = 44336
80 — fix)s, 572 =35.613
® 60 A
=
40 -
20 A
o -

-10.0 -75 =50 -25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

Figura 4.11: En la figura (a) se puede observar la gréfica de las soluciones obtenidas de la

tabla

Figura 4.12: En la figura se puede observar la grafica de las soluciones obtenidas de la

tabla
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Parébola. Mejor solucién caso cruce

100 -
80 -
X 60 1
9=
40
204 s
—_— fix) = x*2 + 10
— fix)1,572 =0.014

-10.0 -75 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

(a) Parabola, mejor solucién caso cruce.

Figura 4.13: En esta grafica se tiene a la mejor solucion que fue la funcion f(x; (roja) y
la funcion teorica f(z)r (negra).
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Parébola, caso parsimonia.

120 A PG
—_— fiX)r =x"2+ 10
—— fix)1, 52 = 47.068
100 A — fiX)2, 52 = 0.080
— fix)3, 5°2 = 0.00004
fix)s, 5°2 = 0.0936
80 1
X 60 A
=g
40 -
20 1
0 -

T T T T T

T T T T
-100 -75 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
X

Figura 4.14: En la figura se puede observar la grafica de las soluciones obtenidas de la

tabla

similitud con la funcién original. Las soluciones que tenemos en la tabla mantienen
el grado de la funcién original y siguiendo el anélisis de S? podemos decir que la mejor
soluciéon en este caso es cuando la parsimonia tiene un valor igual a 0.009 y da como
resultado una funcioén 22 + 9.993 con un error S? = 0.00004.

En la figura [4.14] se pueden ver las graficas de las soluciones obtenidas, se distingue que
nuevamente las funciones resultantes tienen la misma tendencia y forma, solo en algunos
casos hay un poco de desplazamiento hacia al origen, muy similar a las gréaficas del caso
del cruce. En este caso no se coloco el diagrama de arbol de la mejor solucion, ya que
como en el caso de la linea recta, al ser una parsimonia pequena el arbol tiene demasiadas
ramificaciones y no se logra obtener por completo la figura del diagrama. En la grafica
de la figura se tiene la gréafica de la mejor soluciéon para el caso de la parsimonia.
Comparando nuevamente con el caso de la linea recta, la mejor solucién otra vez se tuvo
con la misma magnitud igual a 0.009.

Por ultimo caso, la mutacién de igual modo la fuimos variando de 0.5 a 0.00005 dejando

los otros hiperparametros fijos. Las funciones resultantes las podemos observar en la tabla
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Funciéon | Cruce | Parsimonia | Mutacion | Funciéon Obtenida S?
f(z)1 0.1 0.9 0.05 1.186x2 47.068
f(x)s 0.09 % +10.284 0.080
f(z)s 0.009 2% +9.993 0.00004
f(x)4 0.0009 2% 4+ 9.694 0.093

Tabla 4.5: Resultados obtenidos al variar la parsimonia de 0.9 en 0.0009 y el cruce y muta-
ciéon fijos para la ecuacion de la parabola La mejor solucion de las pruebas realizadas
esta resaltada de color amarillo.

Parébola. La mejor solucién caso parsimonia.

100 A
80 -
< 60 A
=
40 A
20 1 PG
—_— fiX)r =x"2+ 10
— f{x)3, 52 = 0.00004

-100 -75 -5.0 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

Figura 4.15: Gréfica de la mejor soluciéon obtenida f(x)3 (rojo) con un error del S? =
0.00004 y de la funcion tedrica f(z)r (negra).

4.6| v sus graficas correspondientes en la figura [4.16
En este caso, cuando la mutaciéon es igual a 0.005 tenemos a la mejor solucion, con
la funcién z% 4+ 10.9.911 y S? = 0.0079. En la figura [4.16] (a) se tienen las graficas de las
soluciones y en la figura se encuentra el diagrama de arbol para la mejor solucion.
Analizando las tres mejores soluciones que obtuvimos para la parabola, podemos afir-
mar que el valor mas pequefio de S? se obtiene cuando la parsimonia tiene un valor igual
a 0.009. Esto nos indica que este conjunto de datos necesita una biisqueda un poco mas

profunda entre las soluciones para poder obtener el mejor resultado que se aproxime a la
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Funcién | Cruce | Parsimonia | Mutacién | Funcién Obtenida S?
f(z)y 0.1 0.09 0.5 1.12% 4 5.529 11.329
f(x)s 0.05 % 4+ 9.94 13.516
f(x)s 0.005 x4+ 9.911 0.0079
flx)y 0.0005 1.17222 45.292
f(x)s 0.00005 1.0822 + 7.129 6.840

Tabla 4.6: Resultados obtenidos al variar la mutacion de 0.5 a 0.00005 con el cruce igual
a 0.1 y parsimonia igual a 0.09. La mejor solucién se encuentra resaltada.

Parabola, caso mutacion.

120 A PG
— fix) = x*2 + 10
— fix)1, 572 =11.329
100 A — fix)2, 572 =13.516
— fix)s, 5°2 = 0.0079
fix)s, S™2 =45.292
80 1 — fix)s, 5°2 = 6.840
X 60 T
5=
40 A
20 1
o -l

-100 -75 -50 -25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

Figura 4.16: En la figura se puede observar la grafica de las soluciones obtenidas de la

tabla

funcion teorica [4.5]

Al comparar los resultados de la linea recta con respecto a la magnitud en este caso de
una funcion cuadrética, se observo que las mismas magnitudes fueron tutiles para resolver
el segundo caso de reconstruccion de la ecuaciéon de una parabola. Esto puede deberse a

que los datos que estamos utilizando tienen una forma simple.
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Figura 4.17: Se tiene el diagrama de arbol para la mejor soluciéon que es cuando la mutacion
vale 0.04, al resolverlo nos da la funciéon z? 4 10.029, con un valor S? = 0.00008.
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4.3. Funcion Trigonométrica

La funcién trigonométrica que reconstruiremos es de la forma :
f(z) = sin®*(z). (4.7)

y a esta funcion se le agregé el siguiente ruido,

€[—2, 2]

flw) = sin?(w) + T

(4.8)

En la figura [4.1§ se muestra la grafica de la funcién junto con el ruido agregado,
representado por los puntos azules. Los puntos se observan muy poco dispersos con respecto
a la funcion original (linea negra), solo en algunas zonas como las partes maximas y
minimas de la funcién, donde se observan més puntos encimados o dispersos. Esto indica

que en esas zonas hay més ruido.

1.0 1

0.8

0.6 T

fix)

0.4

0.2 4

0.0 A PG

—_— fix)r = sin(x)"2

T T T T T

-20 -15 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X

Figura 4.18: En esta figura se tiene la grifica de la funcién f(r) = sin®(z). El ruido se
representa por los puntos azules.

Como en los casos anteriores, variamos el cruce, la mutacion y la parsimonia para

encontrar la mejor solucion de la funcién en funcién de la magnitud del parametro. Man-
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Trigonométrica. Caso cruce

1.0 4

0.8 -

0.6

fix)

0.4 4

0.2 A

0.0

fx)a. 572 = 0.00017

fx)5. 572 = 0.00010

-20 -15 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 4.19: En la figura (a) se pueden observar las soluciones obtenidas al variar el cruce
para la funcién sin?(z).

tuvimos el mismo numero de individuos en la poblacion (1000) y el mismo nimero de
generaciones (30). Al ejecutar el codigo variando el cruce de 0.7 a 0.00007 y dejando fijos
los valores de la mutacion y la parsimonia, los resultados fueron bastante buenos, como
en los casos anteriores. Los resultados se pueden observar en la tabla y las graficas en
la figura [4.19] En la figura se encuentra el diagrama de arbol que se obtuvo como la
mejor solucién para este caso, que se obtiene cuando el cruce tiene un valor de 0.00007
con un valor de S? = 0.00016. Esto significa que este caso necesita un cruce muy pequerio.

Cuando el cruce es muy pequeno, hay muy pocos cambios de genes entre los padres.

Funcién | Cruce | Parsimonia | Mutacion | Funcién Obtenida S?
flz) 0.7 0.09 0.01 sin(0.818x sin(x)) 0.021
f(z)a 0.07 cos(1.624x cos(x)) 0.0002
f(2)s 0.007 sin(z + 0.145) sin(z) |  0.020
f(2)4 0.0007 cos(1.451(cos(z))) 0.00017
f(z)s | 0.00007 cos(1.611 cos(z)) 0.00016

Tabla 4.7: Resultados al variar el cruce de 0.7 a 0.00007 para la ecuacion f(x) = sin*(x),
con un valor de parsimonia y mutacion fijos. Con una poblacién de 1000 individuos y 30
generaciones. La mejor solucion se encuentra resaltada.
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Figura 4.20: Se tiene el diagrama de arbol de la mejor solucion, al resolverlo nos da f(z)s =
cos(1.611 cos(z)) con S? = 0.00016.

Podemos comparar la mejor solucion con la ecuacion tedrica en la figura[d.21] Se puede
notar que la funcién solucion f(z)s (curva roja) no coincide exactamente en todos los
puntos de la funcion teorica (curva negra), sino solo un poco en los maximos, pero aun asi
la funcion reconstruida sigue la forma de la funcién original.

Posteriormente, variamos el pardmetro de parsimonia. Sin embargo, en este caso, el
nimero de generaciones que habiamos establecido no fue adecuado para la resolucion del
problema. Al ejecutar el codigo, la solucion se estancaba y generaba un ntimero cons-
tante o simplemente me mostraba la funcion original. Esto significa que eran muy pocas
generaciones y no habia suficiente informaciéon genética para encontrar una soluciéon al
problema. Dado esto, se decidi6 aumentar las generaciones a 50. Nuevamente, seguimos
el procedimiento de ir variando la magnitud de la parsimonia de 0.9 a 0.00009. Las solu-
ciones se encuentran en la tabla [4.8] y las graficas de dichas soluciones en la figura [4.22]
Se puede observar que todas las soluciones tienen la misma tendencia, solo que algunas
estan desplazadas respecto al origen. La mejor solucion para este caso es cuando la parsi-
monia tiene una magnitud igual a 0.00009 con S? = 0.016, con una solucién de la forma

f(z)s = sin(0.7zsin(z)). La mejor solucion la tenemos en la figura en este caso las
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Trigonométrica. Mejor solucién caso cruce

1.0 A

0.8 1

0.6

fix)

0.4

0.2 A

0.0 A

PG
— fx}r = sin(x)*2
— fix)s, 542 = 0.00016

-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 4.21: Grafica de la mejor solucion f(x)s (roja) y la funcion teorica f(x); (negra).

graficas coinciden en el minimo de la funcion.

Funcion | Cruce | Parsimonia | Mutacion Funcion Obtenida S?
Flr) | 01 0.9 0.05 sin(0.5432%) 0.0103
f(x)s 0.09 cos(cos(z) + 0.262) x cos(sin(cos(z))) | 0.020
f(x)s 0.009 cos®(cos(r)) 0.070
f(2)4 0.0009 sin((z + 0.002) sin(z) — 0.035) 0.0198
f(@)s 0.00009 sin(0.7z sin(x)) 0.016

Tabla 4.8: Resultados obtenidos al variar la magnitud de la parsimonia de 0.9 a 0.00009
con el cruce y mutacion fijos. La mejor soluciéon se encuentra resaltada.

En este problema, nuestro codigo si pudo calcular o encontrar una solucién con una

parsimonia igual a 0.00009, caso que con la linea recta y la parabola no se encontro, lo que

nos indica que los datos de este problema son mas complejos.

Para concluir, realizamos el analisis del caso de la mutacion, variando su valor de 0.5

a 0.00005. Los resultados se encuentran en la tabla y la mejor solucién se obtuvo

cuando la mutacion tiene un valor de 0.5, con un valor de S? =0.0001. Las graficas que




58 CAPITULO 4. FUNCIONES DE PRUEBA
Trigonométrica, caso parsimonia
1.0 1
0.8
0.6
X
=
0.4
G
0.24— fix} = sin(x)*2
— flx), 542 = 0.0193
— fix), 52 = 0.020
w— flx})s, 542 = 0.070
0.0 1 — fx. 572 = 00198
— flx}, 542 = 0.016
-20 -15 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

(a) Trigonométrica. Caso parsimonia. (b) Diagrama de arbol.

Figura 4.22: En la figura (a) se pueden observar las soluciones obtenidas al variar la
parsimonia para la funcién f(x)r = sin®(z). En la figura (b) se tiene el diagrama de arbol
de la mejor solucion f(z)s; = sin(0.7x sin(z)).

Trigonométrica. Mejor solucién caso parsimonia

1.0 A
0.8
0.6
3
=
0.4
0.2
S
0.0 — flx) = sin(x)*2
— fix):,5°2 = 0.016
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X

Figura 4.23: Grafica de la mejor solucion f(z)s (roja) y la funcion tedrica f(x)r.
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Funcién | Cruce | Parsimonia | Mutacién Funcién Obtenida S?
f(@) 0.1 0.09 0.5 0.893 sin(x) * sin(x + 0.027) 0.0001
f(x)s 0.05 sin((x — 0.07) * sin(z)) 0.020
f(x)s 0.005 (sin(0.70222) 0.030
f(x)y 0.0005 sin(sin(x)?) 0.0002
f(x)s 0.00005 | sin((1.3711 — cos(z))(cos(cossin(x))) 1

Tabla 4.9: Resultados obtenidos al variar la mutacion de 0.5 a 0.00005 con el cruce igual

a 0.1 y parsimonia 0.09.

Trigonométrica, caso mutacion.

1.0 A

0.8

0.6 A

fix)

0.4 4

— ) = sin(x)*2
0.2 { — fixh, 542 = 0.0001
— flx}2, 572 = 0.020
— flx):, 52 = 0.030
0.04— fixks, $°2 = 0.0002
— fxh,5%2=1

-20 -15 -1.0

-0.5

Figura 4.24: En la figura se pueden observar las soluciones obtenidas al variar la mutaciéon

para la funcion f(x)y = sin®(z).

corresponden a las soluciones de la mutaciéon se encuentran en la figura y en la

figura se muestra el diagrama de arbol. En este caso, el tamano de la mutacién que

elegimos como la mejor es grande, lo que revela que la forma de los datos necesita mas

datos aleatorios para poder generar nueva informacién genética y asi tener la informacién

genética necesaria para encontrar la mejor solucion.

La grafica de la mejor soluciéon comparada con la funcion teérica se observa en y las

curvas nuevamente coinciden en el minimo y en los maximos se encuentran més dispersos

los datos.

Comparando este resultado con los dos casos anteriores (recta y parabola) se puede
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Figura 4.25: Se tiene el diagrama de arbol de la mejor solucion el cual se lee f(z); =
0.893 sin(z) * sin(x + 0.027) con S? = 0.0001.

Trigonométrica. Mejor solucién caso mutacion

1.0
0.8 -
0.6 -
3
=
0.4 -
0.2
G
0.0 4 = fixkr = sinlx)*2
— flx}:, 542 = 0.0001

-20 -15 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 4.26: Grafica de la mejor solucion f(z); (roja) y de la funcion tedrica (negra).

decir que los datos de este problema tienen una forma més compleja y por esta razéon
necesitan una mayor precision en la informacion genética, es decir un cruce pequeno en
donde no haya tantos cambios aleatorios entre los padres, una mutaciéon grande para poder

producir una informaciéon aleatoria nueva para cada individuo y una exploracién entre las
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soluciones mas profunda para poder encontrar al mejor resultado y no tnicamente al
resultado mas sencillo. Con estas pruebas realizadas, puedo afirmar que el método de
programacion genética si puede reconstruir funciones y que dependiendo la forma sencilla
o compleja de los datos existira un valor para los operadores genéticos con el cual se pueda

encontrar la reconstrucciéon de los datos.
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4.4. Dos variables

En los casos anteriores, utilicé funciones que dependian de una sola variable, es decir,
f(z) con lo cual pude afirmar que el método de programacion genética efectivamente
reconstruia las funciones dadas. Ahora, se busca comprobar si se tiene la misma efectividad
para una funcion que dependa de dos variables, es decir: f(z,y).

La funciéon designada para reconstruir es la siguiente:

flay) =2 -y’ +y—1, (4.9)

esta ecuacion representa a una superficie con la forma de un paraboloide hiperbdlico,
como se muestra en la figura m (superficie negra) y el ruido agregado son los puntos
azules usando lo concluido de los casos anteriores respecto a los operadores genéticos, la

funciéon con ruido agregado queda de la forma:
fla,y) =2" =y +y— 1+ (axe), (4.10)

cone € [-1,1]ya=2.

Los parametros que se utilizaron son los siguientes [4.10}

Funcion | Cruce | Parsimonia | Mutacion Funcion Obtenida
f@,y)r| 0.7 0.001 0.04 | fr(z,y) = y— (—z+y)(z + y)+0.99

Tabla 4.10: Resultados de la mejor solucion para los datos de la figura m

con una poblacion = 100 individuos y generaciones= 20.

La funcion resultante fue:

flx,y)r=y— (—x+y)(z+y)+0.99, (4.11)

con un valor de S2 = —1.569 y S = 0.559.
La soluciéon gréafica la podemos ver en la siguiente figura y el diagrama de arbol
en en la figura
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Ejemplo con dos varibles

Figura 4.27: Superficie de la funciéon

En este caso, el conjunto de datos utiliz6 magnitudes para los parametros similares
a los de la linea recta y la parabola, lo que indica que el conjunto de datos no es muy
complejo. Sin embargo, el tamano de la poblacién se tuvo que disminuir, al igual que el
nimero de generaciones, para que el espacio de busqueda no se expandiera tanto entre
los datos. Esto se debe a que al tener tamanos mas grandes para estos parametros, las
soluciones que se encontraban tenian formas y grados que se alejaban mucho de la forma
original.

Después de haber realizado estas pruebas, se puede afirmar que la programacion gené-
tica puede reconstruir funciones, independientemente del tipo de datos, ya sean muchos o
pocos, y de la forma que tengan (conocida o no). El c6digo nos puede mostrar soluciones
que se asemejan al mejor resultado; sin embargo, para encontrar la mejor solucion, es ne-
cesario manipular el valor de los hiperpardmetros y, de este modo, ir eligiendo el tamano

para encontrar la mejor soluciéon que satisfaga nuestro problema.
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Figura 4.28: Diagrama de arbol obtenido como solucién al problema, al resolverlo la ecua-
cion nos da: fr(z,y) =y — (—z +y)(z + y)+0.99

Resultado de la funcion f(x, y)r

Figura 4.29: En esta figura tenemos la reconstruccion de la superficie con el resultado
fr(z,y) =y — (—z+y)(z+y)+0.99



Capitulo 5

Reconstrucciones

5.1. Cronémetros Coésmicos

Después de las pruebas realizadas con las funciones matematicas, se aplicé el método
de programacion genética a un conjunto de datos cosmolégicos observacionales. El objetivo
es reconstruir el parametro de Hubble H(z) construyendo datos y analizando su forma. Se
utilizara el pardametro y? para medir si el resultado es aceptable como la mejor solucion al
problema.

Recordemos que en el capitulo 1, vimos que el parametro H(z) se define como:

H(2)? = H(Qo(1 + 2)* + Qap), (5.1)

en donde Hy = 70km~*Mpc™!, Qo = 03y Qap = 0.7,

Sustituyendo estos valores en la ecuacion [5.1]
H(2)? = (T0km™ Mpc™)2((0.3)(1 + 2) + (0.7)), (5.2)

esta ecuacion es la que buscamos reconstruir para encontrar la forma de H(z).
Al realizar la grafica de esta funcion tedrica con respecto a los datos observacionales
podemos notar cuél es la tendencia de los datos en la figura [5.1]

Los datos que utilizamos corresponden a los cronémetros césmicos mencionados en el

65
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Figura 5.1: La grafica azul representa a la ecuacion tec’)rica con lo valores Hy = 70,02y, =
0.3 y 24 = 0.7. Los puntos morados representan los datos observacionales asociados al
parametro de Hubble.

capitulo 2. En nuestro cédigo, estos datos tomaron la parte de los niimeros aleatorios y se
les aplicaron los parametros de poblacién, generaciones, cruce, mutacion y parsimonia. Al
igual que en nuestras pruebas del capitulo 4, el tamano de la poblaciéon y el nimero de
generaciones tuvieron un valor fijo de 1000 y 40, respectivamente, mientras que el cruce,
la mutacion y la parsimonia los estuvimos variando.

Para evaluar que tan bueno es una resultado, utilizaremos la prueba de y*:

=Y (M= tay (5.3)

i=1 g
siendo Hr los datos teodricos, Hg los datos reconstruidos y o la varianza.

La prueba de chi-cuadrado (x?) en cosmologia se utiliza para comparar las observacio-
nes con las predicciones tedricas o los modelos sugeridos. Se basa en comparar la diferencia
entre los valores observados y los valores esperados segiin un modelo, calculando una me-
dida de cuan bien se ajustan estos valores. Se calcula la suma de los cuadrados de las

diferencias normalizadas entre los datos observados y los valores predichos por el modelo,
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dividida por las varianzas esperadas para cada punto.

Para empezar a trabajar con nuestros datos, podemos observar en la figura que la
forma de los datos podria tender a una curva. Por lo cual, utilizaremos los mejores resulta-
dos obtenidos del caso de la parabola. Establecimos una poblacién de 100 individuos y 150
generaciones. Tomando como referencia las magnitudes para la parsimonia, la mutacion y
el cruce, partiremos de esos valores para encontrar una solucion. En la tabla[5.1] se muestra

el resultado.

Funcion | Cruce | Parsimonia | Mutacion Funciéon Obtenida x>

HR(z) 0.8 0.009 0.04 1222 + 55.4182 + 67.72 | 18.704

Tabla 5.1: Resultados de la mejor soluciéon para los datos de la figura|5.1

H{(z)
Copn | 14.838
X% n | 18.704

Tabla 5.2: Resultados de la prueba x? para la funcion teorica (xiopys) v la funcion re-
construida (y%) utilizando los datos observacionales.

En la tabla se muestran los valores calculados de la prueba y? tanto para el modelo
teérico ACDM como para el modelo reconstruido. Al comparar ambos resultados, podemos
observar que hay una gran diferencia de magnitud.

Los datos en esta ocasion presentan una forma sencilla, pero que requiere un cruce gran-
de, una mutaciéon con intercambio aleatorio de informacion y un valor de parsimonia que
no implique una exploraciéon profunda entre los datos. Esto indica que la forma de los datos
no es tan compleja. Sin embargo, al ser un conjunto de solo 26 datos, requieren un mayor

intercambio genético, por lo que los valores de cruce y mutacion son relativamente grandes.

Por lo tanto, nuestra funcién es de la forma:

HR(2) = 122* + 55.418z + 67.72, (5.4)
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Al factorizar nos queda:

HR(z) = 67.72((1 + 2)(0.177z + 0.818)), (5.5)

y elevando al cuadrado:

HR(2)* = 67.72%[(1 + 2)(0.177z + 0.818))?, (5.6)
= 67.72%[(1 + 2)%(0.177z + 0.818)?], (5.7)
= 67.72%[(1 + 2)%(0.0282* + 0.28z + 0.67)], (5.8)

asi la ecuacion nos queda de la forma:

HR(2)* = H3[(1+ 2)*(c2® + bz + a)], (5.9)

en donde a = 0.67, b = 0.28 y ¢ = 0.028.
La ecuaciéon que obtuvimos la podemos comparar con nuestra ecuaciéon teorica
[b.1] Asi en nuestra reconstruccion tenemos que H Ry = 67.72. De igual modo al sumar el

término independiente y el termino lineal, nos queda:

0.28 4+ 0.67 = 0.95 ~ 1, (5.10)

y recordando que la teorfa menciona,
Qaro + Qa0 =1, (5.11)

entonces nuestros términos hallados cumplen con lo mencionado antes, asi concluimos que
nuestros valores reconstruidos corresponden a QR0 = 0.28 y QQRA o = 0.67.
Nuestros resultados obtenidos los podemos comparar con la literatura [12], en este trabajo

se encontr6 que H(z) es de la siguiente forma,

H(z) = Ho((1 + 2)(a + bz — ¢2*)?), (5.12)
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con a = 0.65, b =0.22 y ¢ = 0.017.

Ahora, comparando con esta otra literatura [50], aqui los valores que se hallaron son
los siguientes: Hy = 68.365, 270 =0.319 y Q24 o = 0.68.

La forma de HR(z) no alcanzé un término cubico, esto puede deberse a que haya
perdida de informaciéon cuando los valores de z son muy bajos. Sin embargo, los valores
QR y QRA o quedaron con la misma magnitud de los valores que se presentan en las
referencias mencionadas.

Se puede considerar que el modelo obtenido para la forma de H en él modelo ACDM, es
satisfactorio y funcional porque cumple con las condiciones teéricas de la suma de QRy y
QR . También el valor encontrado de la constante de Hubble (Hy) es un valor que entra

en el rango que manejan diversas referencias en las que nos hemos basado (|21} 26} 29} 133]).

En la figura |5.2| podemos observar las graficas de la funciéon reconstruida HR(z) y ¢l
modelo tedrico de ACDM, nuestra curva tiene la misma tendencia que el modelo teérico.
En esta ocasién no pusimos el diagrama de arbol resultante, ya que fue muy grande y no

fue posible ponerlo en el texto.
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Figura 5.2: En esta figura tenemos la gréafica de la soluciéon que obtuvimos (HR = 1222 +
55.418z + 67.72) junto con la grafica del modelo teérico (ACDM).
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5.2. Supernovas

En el segundo caso, utilizaremos datos de Supernovas Tipo Ia. La grafica de dichos
datos se muestra en la figura . En la figura , se presentan los datos en el plano log(z)
vs el modulo de distancia (1) para facilitar la busqueda de la solucion. Al realizar el cambio
de plano, se observo que los datos tienen forma de una linea recta. Por lo tanto, podemos
utilizar los mejores valores obtenidos previamente en el capitulo 4. Sin embargo, en este
caso, fue necesario disminuir el tamano de la poblaciéon a 300 individuos y 600 generaciones.
Esto se debe a que, con los valores iniciales, las soluciones obtenidas contenian bastantes
términos que se alejaban graficamente de la figura deseada. Tras realizar este ajuste en la
poblacién y las generaciones, la solucion se estancaba en una constante. Por ello, se decidio
disminuir el valor de la parsimonia para permitir una mejor exploraciéon de las soluciones.

En la tabla|5.3|se presentan los valores de los parametros utilizados y la funciéon resultante.

46
Datos de SNla
42 T -
40 -

38 1

36 A

_w_‘
oy ¥

34 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
Figura 5.3: En la figura se tienen datos de un conjunto de Supernovas Tipo Ia.

El valor de la parsimonia tuvo que disminuirse en magnitud, lo que nos indica que
la forma de los datos es compleja. El tamano de la poblacién también influye en este

caso, ya que los datos que tenemos son muchos en comparaciéon con los que se utilizaban
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Figura 5.4: Datos de Supernovas Tipo la en el plano log(z) vs el modulo de distancia ().

en las pruebas. Por lo tanto, para realizar la bisqueda de la solucién no se necesita una

poblacion tan grande, pero si es necesario que haya bastantes generaciones para realizar

un mayor nuamero de iteraciones entre los individuos y evitar que el algoritmo se detenga

prematuramente antes de encontrar la mejor solucion.

Funcién

Cruce

Parsimonia

Mutacion

Funcion Obtenida

X2

uR

0.8

0.0001

0.04

2.397z + 43.865

432.45

Tabla 5.3: Resultado obtenido para los datos de Supernovas.

En la figura [5.5 se tiene la grafica de la solucién que obtuvimos, el diagrama de arbol

no fue posible colocarlo por el tamano con el que resulto.

Entonces ahora podemos comparar nuestro resultado con la ecuaciéon tedrica [5.13]

= 5logDy(z) + puo,

mientras que nuestra ecuacion resultante es,

HR = 2.397z 4 43.865,

(5.13)

(5.14)
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Figura 5.5: Mejor solucién obtenida para los datos de Supernovas Tipo Ia.

y tendriamos que pp = 43.865, en la literatura [55] el valor que obtienen de py = 42.38,
nuestro resultado entra en el orden de magnitud que manejan en la literatura, por lo
cual puede ser aceptable y asi nuestro modelo encontrado por el método de programacion

genética si es una posible soluciéon a la forma de los datos observacionales.
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5.3. Parametrizacion

Realizamos un tercer caso, tomamos 20 datos del articulo [48] que corresponden a
observaciones cosmologicas (SNIa,BAO,H(z)). Estos 20 datos son una propuesta de para-
metrizacion libre, es decir, que no se esta asumiendo que tengan una forma en particular.
Se tiene como deseo encontrar como es el comportamiento de estos datos y si se ajus-
tan a una ecuacion de estado w(z). En la figura 5.6} se observan de color verde los datos

propuestos de la parametrizacion libre.

—0.25 1 - T Parametrizacion libre

—0.50 1

=l

—-1.25 1

-1.50 1 J 1

-1.75 L

w(z)
—
p——

}—
I._
|_

~2.00 l+4

T T T T T T T

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
z

Figura 5.6: Datos tomados de [48].

Para trabajar con los datos, tomamos los resultados de las mejores soluciones del caso
de la funcién trigonométrica. Esto se debe a que la forma de los datos que se observan en

la figura puede asemejarse a la de funciones trigonométricas como sin(z) y/o cos(z).

Para buscar la solucion a este conjunto de datos, tomamos en cuenta que solo se trata
de 20 valores. Por lo tanto, el tamano de la poblacién lo establecemos en 1000 individuos y
40 generaciones. Utilizamos un cruce de 0.8 y una mutacion de 0.01, lo que significa que se
deben generar diversos datos aleatorios. La parsimonia se establece en un valor intermedio

de 0.009, ya que los datos no presentan una forma muy especifica y no se requiere una
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parsimonia muy baja.

Cruce | Parsimonia | Mutacién Funcién Obtenida X
wr| 0.8 0.005 0.01 0.322sin(z) cos(z) — 1.145 | 2.576

Tabla 5.4: Resultados obtenidos al variar la parsimonia.

En la tabla se tienen las soluciones que obtuvimos y en la figura la gréafica de la
mejor solucién que fue para wp = 0.322sin(z) cos(z) — 1.145 con un valor de x? = 2.576;
y el diagrama de arbol se encuentra en la figura
Nuestro modelo tiene forma:

wo + asin(z) cos(z), (5.15)

en donde a = 0.322 y wor = —1.145.

H(z)
Y2, | 6.560
X2 | 2.576

Tabla 5.5: Resultados de la prueba y? para el modelo teérico de w y la funcién reconstruida
utilizando los datos observacionales.

Podemos comparar este resultado con la literatura [54] en la Tabla I(c) mencionan un

modelo de la forma:
wp + asin(z), (5.16)
si nosotros aproximamos el valor de z a 0, entonces nuestro modelo obtenido quedaria de

la misma forma que el de la literatura. Esto serfa en el caso de valores de z muy pequenitos.

Ademas, en el capitulo 1, se dijo que el valor de la energia oscura para el modelo ACDM
tiene un valor de wy = —1 entonces nuestro resultado wogr = —1.145 tiene un error del

14.5 %.
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Figura 5.7: En la figura se tiene la grafica de la mejor solucion wR

Figura 5.8: En la figura se tiene el diagrama de arbol obtenido como la mejor solucién
0.322sin(z) cos(z) — 1.145 con x? = 2.576.
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Conclusiones

En el presente trabajo se busca encontrar la forma o solucién a algunos datos observa-
cionales que han sido ttiles en el estudio de la expansion del universo y la energia oscura,
como lo son el parametro de Hubble, el moédulo de distancia de las supernovas y los datos
de la parametrizacion libre. Para ello, se emplea el método de programacion genética y sé

compara la forma de los datos observacionales con la teoria.

Asi que, en primer lugar, con base en las pruebas previas realizadas a las funciones
matematicas, se concluyd que, dependiendo del tipo de distribucion de datos que se tenga,
habra un operador genético que nos ayudara a encontrar la mejor solucion para el proble-
ma.

En el caso del cruce, se concluye que a mayor valor de este, existe una mayor diversidad
genética. Es decir, los padres seleccionados intercambiaran en mayor medida sus mejores
genes, creando mejores soluciones que combinan lo mejor de cada uno. En nuestro trabajo,

siempre fue necesario un cruce de magnitud considerable, entre 0.1 y 0.9.

La mutacion, al ser un parametro donde el intercambio de informacion es aleatorio
consigo mismo, presenta casos donde se requiere una mayor cantidad de datos aleatorios y
otros donde el resultado mejora con menos datos aleatorios, como en el caso de la funcién
trigonométrica. Para funciones sencillas o con datos no tan especificos, una mutacién en

el rango de 0.001 a 0.009 puede ser un buen valor. Sin embargo, conforme aumenta la

7
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complejidad, se puede necesitar un valor mayor o menor.

La parsimonia es el parametro que realiza el trabajo final. Una vez que los datos
han pasado por las operaciones genéticas, la parsimonia decide cual es la mejor solucion,
dependiendo de si los datos tienen una forma sencilla o compleja.

Con base en lo anterior, se implement6 la programaciéon genética como herramienta

para encontrar una forma funcional del parametro de Hubble, la cual resulto ser:

HR(2)* = 67.72%((1 + 2)?(0.0282* + 0.282 + 0.67)). (6.1)

con un valor de x% p = 18.704.
También se pudo reconstruir el moédulo de distancia p para los datos de supernovas, obte-

niendo:

pR = 2.397z + 43.865, (6.2)

con fip = 43.865.
Por 1ultimo, se hall6 un valor para la energia oscura wgr = -1.145, con un error porcentual
del 14.5% y un valor de xZ, = 2.576.

En todos los casos, se logré realizar y encontrar un modelo para los datos observa-
cionales, lo que permite afirmar que la programacion genética es una buena herramienta
computacional.

Entre sus principales ventajas se encuentra su capacidad para realizar reconstrucciones
de datos observacionales. Una de sus desventajas es el tiempo de computo requerido, debido
al gran espacio de buisqueda que debe explorar para encontrar las soluciones mas 6ptimas
o cercanas a ellas. Esto puede generar tiempos de ejecucion prolongados, especialmente

para problemas complejos o conjuntos de datos grandes.



Apéndice A
Diagrama de Flujo

En el siguiente diagrama podemos leer y entender que secuencia sigue el codigo utili-

zado:

} PROGRAMACION
Tamafode o
poblacién GENETICA

N°.de \

Generaciones CrearPoblacién
> Definir _—" l

Pardmetros
Tasadecruce

Seleccién ]

Tasade - » 1
mutacion ceiselels
parsimonia Cruce
Mutacién

l

FunciénFitness

!

Criteriode
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l

Eleccién

l

Solucién

Figura A.1: Diagrama de Flujo del algoritmo de la programacion genética
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Apéndice B

Codigo Python

Listing B.1: Python example

from gplearn.genetic import SymbolicRegressor

from sklearn.utils.random import check random state

rng = check random state(0)
b = 10
m = 2

x = np.arange(—10, 10, 0.1)

X _train = rng.uniform(—10, 10, 100).reshape(—1,1)

y _train = (mx(X _train)+b)*2x1+np.random.randn (100,1)x5
y =(mxx+b)x2

est _gp = SymbolicRegressor (population size=1000,
generations =40,
stopping criteria=0.2,

p_crossover =0.2,

80



p_subtree mutation=0.01,
p_hoist mutation=0.01,
p_point mutation=0.01,
max_samples=0.9,

verbose=1,

parsimony coefficient=0.09,
random state=0

function set=(’add’, ’sub’,

"div’, ’sin’, ’cos’))

est _gp.fit (X train, y_ train)

"mul 7,
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