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Resumen

El propésito principal de este trabajo es mostrar el uso del algoritmo de
optimizacién por enjambre de particulas como un método eficiente para la
estimaciéon de pardmetros cosmolégicos siguiendo el marco de la estadistica
bayesiana. Para ello, es necesario incursionar en varios campos de la ciencia,
como la cosmologia, la estadistica bayesiana y los algoritmos de optimizacion,
en particular los algoritmos de enjambre.

En principio, estas ramas de la ciencia parecerian no tener una conexion
entre si, sin embargo, el desarrollo de la cosmologia depende fuertemente
de las observaciones realizadas, y a su vez, los datos obtenidos deben ser
analizados siguiendo métodos estadisticos y computacionales.

Se han desarrollado diversos modelos cosmologicos que intentan explicar
la expansion acelerada del universo, cada uno de estos modelos constan de
un determinado nimero de pardmetros que en conjunto podrian explicar el
problema de la expansion acelerada y a su vez, acoplarse a los datos observa-
dos. Nos enfocamos en 3 modelos cosmoldgicos, tales como el modelo ACDM,
wCDM y el modelo Chevallier-Polarski-Linder (CPL). Estos modelos pueden
expresarse por medio de la ecuacién de Friedmann, de donde se obtiene la
informacién tedrica necesaria acerca de los pardmetros cosmolégicos. Para
los fines de este trabajo consideramos que el modelo ACDM consta de dos
parametros a estimar, como el parametro de Hubble en la actualidad Hy y
el pardmetro de densidad de materia actual €2, 0, mientras que el modelo
wCDM consta de un pardmetro extra wg. Finalmente, el modelo CPL consta
de 4 parametros: Hy, {20, Wo ¥ Wa.

La estimacion de estos parametros se llevo a cabo minimizando la funcién
Y2, ya que, segin la estadistica bayesiana el valor minimo de x? indica qué tan
bien se ajusta un modelo a los datos obtenidos. Los datos utilizados en este
trabajo para llevar a cabo el test chi-cuadrada consisten de los Cronémetros
Coésmicos (CC) y Supernovas tipo Ia (SNIa), aunque mencionamos que los
datos de Oscilaciones Actusticas Barionicas suelen emplearse en los trabajos
de estimacion de parametros cosmologicos ya que funcionan como reglas

VII
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estandar.

Debido a que cada modelo consta de diferente ntimero de parametros,
utilizamos un método que pueda optimizar funciones de alta dimensionalidad
y de caracteristicas complejas que dificulten el proceso de minimizacion.
Este método consiste en la implementaciéon del algoritmo de optimizacion
por enjambre de particulas, que es un algoritmo de optimizacion estocéastico
inspirado en el comportamiento de aves durante la biisqueda de alimento.
Este algoritmo tiene la capacidad de hallar con gran precisién los valores
optimos de funciones que constan de varios 6ptimos (globales o locales) sin
requerir de mucho coste computacional como los algoritmos de optimizacién
deterministas.

Para la ejecuciéon de este algoritmo se utilizdé una libreria de Python
llamada PySwarms, la cual es facil de implementar y modificar a nuestras
necesidades. Con esta herramienta obtuvimos el minimo de la funcién fitness
(en este caso la funcién x2) y los valores donde se halla este minimo, es decir,
el valor de cada parametro del modelo. El modelo cuyo valor x? fue menor,
considerando datos individuales de Cronémetros Cosmicos y supernovas fue
el modelo CPL. Para los datos compuestos CC+SNIa, el valor x? minimo
también se obtuvo con el modelo CPL.

Finalmente, se utilizaron los criterios de informacion Akaike (AIC) y
Bayesiano (BIC) para hacer una comparacion de modelos. Mientras menor
sea el valor de estos criterios, menor penalizaciéon tendré segiin el ntimero de
pardmetros que contiene. De acuerdo a estos criterios, se obtuvo que el mejor
modelo, considerando los datos de Cronémetros Césmicos y Supernovas fue
el modelo ACDM. Para los datos combinados, también obtuvimos que el
modelo ACDM tiene los valores mas bajos de los criterios AIC y BIC.
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1 Introduccion

A partir de las observaciones de Vesto Slipher y Edwin Hubble se descu-
brié que el universo se expande, sin embargo, tuvieron que pasar décadas de
desarrollo tecnologico para que, a finales de la década de 1990, basandose en
los datos recolectados de la luminosidad de supernovas tipo Ia, se descubriera
que el universo se expande aceleradamente ([1] y [2]). Otras observaciones
que reforzaron este descubrimiento fue la deteccion y analisis de las anisotro-
pias del fondo césmico de microondas (CMB) y las oscilaciones actisticas de
bariones (BAO) [3]. Este importante descubrimiento fue posible debido a la
gran cantidad de datos obtenidos de diversos telescopios y satélites, particu-
larmente de los satélites Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP),
el satélite Planck y el telescopio espacial Hubble. Es asi que la cosmologia
moderna debe afrontar dos problemas. El primero, es explicar la causa de la
expansion acelerada del universo, para lo cual se han propuesto varios mo-
delos cosmolégicos que se pueden dividir en 2 tipos: materia modificada, que
implica alterar y/o considerar nuevas formas de densidad de energia, como
la quinta-esencia, el otro tipo es la gravedad modificada, que implica alterar
la relatividad general, como las teorias f(R) [4]. El segundo, es recolectar e
interpretar una gran cantidad de datos por medio de métodos estadisticos
para ajustar los parametros cosmolégicos de cada modelo a los observables
y establecer algin criterio de validacién entre los modelos cosmologicos y la
informacién obtenida de los datos.

El modelo cosmologico estandar, también conocido como modelo ACDM,
cuyas siglas se refieren a las principales componentes del universo: A (energia
oscura) y CDM (materia oscura fria), este modelo considera que la energia
oscura es la responsable de la expansion acelerada del universo, donde la
constante cosmologica tiene presion negativa [5], y cuya ecuacion de estado
es p = —p, donde p es la densidad de energia. Aunque este modelo se ha
ajustado bien a varias observaciones cosmolégicas como los datos de super-
novas, la edad del universo y el fondo césmico de microondas [6], también
presenta ciertos problemas. El primero de ellos se conoce como el problema



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de la constante cosmoldgica, este se refiere a que el valor de la constante
cosmologica A estimado por los fisicos de particulas es varios 6rdenes de
magnitud més grande que el observado [7]. El otro problema se refiere al
problema de coincidencia, que refiere a que la densidad de energia oscura
Qa v la densidad de materia €2, tienen, en la actualidad, el mismo orden
de magnitud sin ninguna razon fisica aparente [4]. El modelo estandar tam-
bién parece tener problemas a pequenias escalas (~ kpc). Algunos de estos
problemas son la discrepancia que hay entre el nimero de galaxias enanas
observadas, con las predichas por simulaciones cosmolégicas. Otro problema
es el de nucleo cuspide, donde existe una diferencia entre las predicciones de
ACDM respecto al pico de los perfiles de densidad de materia oscura y las
observaciones de galaxias enanas que indican perfiles menos profundos [8].

Una manera de lidiar con estos problemas esté en proponer modelos al-
ternativos al modelo estdndar. Existe una gran variedad de estos modelos,
que se pueden dividir en modelos de quinta-esencia que consideran campos
escalares, modelos de gravedad modificada, el modelo de gas de Chaplygin,
entre otros. Tampoco pueden excluirse los modelos de energia oscura dina-
mica, donde el parametro de la ecuacién de estado w varfa con el tiempo y
no es constante como se propone en el modelo estdndar cosmolégico. En este
trabajo nos enfocamos en restringir el pardmetro w en los modelos wCDM
y el modelo Chevallier-Polarski-Linder (CPL), que considera a w como una
funcion lineal [4].

El modelo ACDM y los modelos wCDM y CPL constan de distintos
parametros cosmolodgicos que deben estimarse a partir de los datos observa-
cionales, la manera usual de hacerlo es por medio del enfoque bayesiano [9],
ya que por el teorema de Bayes, puede asociarse una distribucién de proba-
bilidad posterior (es decir, la probabilidad de obtener los pardmetros dado
un conjunto de datos) con la funciéon de verosimilitud, la cual se encarga de
medir la probabilidad de hallar una medicién u observaciéon cuando se tiene
informacioén acerca de algin pardmetro del modelo.

Una forma de estimar la maxima verosimilitud es por medio del test x?,
que se expresa en la ecuacion (2.44), la cual indica qué tanto se ajusta un
modelo a un conjunto de datos. Es asi que la tarea de estimaciéon de para-
metros se vuelve en un problema de optimizacion [10]. Un método numérico
comiin para la estimaciéon de parametros es el método de Monte Carlo basa-
do en cadenas de Markov (MCMC), que consiste en construir una secuencia
de puntos llamada cadena para evaluar la funcion de verosimilitud [11], tam-
bién existen otros métodos para estimar pardmetros cosmolégicos basados en
técnicas de inteligencia artificial, como redes neuronales [12] y computacion
evolutiva [13].



Actualmente se trabaja con una gran cantidad de datos en diferentes
areas de la ciencia y de la industria, es por ello que se han desarrollado dis-
tintos algoritmos para analizar y procesar grandes cantidades de datos, entre
ellos destacan los algoritmos bio-inspirados. El propésito de los algoritmos
bio-inspirados es resolver problemas especificos con base en el comportamien-
to de diversos fenémenos presentes en la naturaleza [14]. En este trabajo se
pretende contribuir con los métodos de estimacién de parametros desde el
enfoque de la optimizaciéon matematica utilizando un algoritmo bio-inspirado
llamado algoritmo de optimizacion por enjambre de particulas. La razén prin-
cipal de utilizar este algoritmo es que es facil de implementar y puede hallar
minimos locales o globales en funciones que constan de muchos pardmetros,
a un bajo coste computacional [10]. Se espera entonces, que este algoritmo
pueda estimar los pardmetros cosmoldgicos de los diversos modelos mencio-
nados anteriormente con relativa rapidez y considerando conjuntos de datos
individuales y compuestos.

Para la eleccion del modelo cosmoldgico que mejor se haya ajustado a
los datos se deben satisfacer algunos modelos de seleccion estadistica, como
el criterio de informacion Akaike (AIC) y Bayesiano (BIC), los cuales, con
el fin de evitar un sobre ajuste, tienden a favorecer modelos que se hayan
ajustado bien y que no consistan de un gran numero de parametros [4].

La estructura de este trabajo es la siguiente: en el capitulo 2 hacemos
una breve revisiéon histérica de la cosmologia y su evolucién hasta nuestros
dias, pasando por la ecuaciones de campo de Einstein y las observaciones de
Edwin Hubble acerca de la expansion del universo. También mencionamos
las implicaciones del principio cosmolégico, que junto con la teoria de la
relatividad general dan lugar a la métrica Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker y las ecuaciones de Friedmann. Revisamos brevemente 3 modelos
cosmologicos (ACDM, wCDM y CPL), y los parametros que los componen,
asi como el anélisis bayesiano utilizado para la estimaciéon de pardmetros y
los datos observacionales tratados en este trabajo. Mencionamos también los
criterios de informacién Akaike y Bayesiano.

En el capitulo 3 se explica en qué consisten los problemas de optimizaciéon
y los distintos métodos que hay para resolver estos problemas, destacando
los métodos deterministas y estocésticos. Ademés, se dan un par de ejemplos
de algoritmos deterministas. En el capitulo 4 nos enfocamos en los algorit-
mos bio-inspirados y sus dos ramas principales: los algoritmos evolutivos y
de enjambre, dando un ejemplo para cada uno. En el capitulo 5 hablamos
concretamente de uno de los algoritmos de enjambre méas representativos,
a saber, el algoritmo de optimizacion por enjambre de particulas (PSO) y
explicamos las caracteristicas que debe tener este algoritmo para llevar a
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cabo una tarea de optimizacién eficaz. Damos varios ejemplos de funciones
test de una y 2 dimensiones que fueron optimizadas con el algoritmo PSO
utilizando la libreria PySwarms de Python. En el capitulo 6 mostramos los
resultados obtenidos de la optimizacién con PSO para los diferentes conjun-
tos de datos y los resultados de la comparacién de modelos por medio de
los criterios Akaike y Bayesiano. Finalmente, en el capitulo 7 escribimos las
conclusiones de este trabajo, comparando los resultados propios utilizando
PSO con los de otro trabajo, donde utilizaron el algoritmo genético para los
mismos propositos.



2 Cosmologia observacional

Desde que el ser humano tiene razén de su existencia y comenzo6 a con-
templar el cielo durante las noches, fue inevitable tener curiosidad por saber
qué son esas luces brillantes en un cielo oscuro. Mirar al Sol, la Luna y a
las estrellas dio origen a innumerables mitologias e historias que a su vez
trataban de explicar el origen de todo lo que uno pudiera cuestionarse.

Si bien las primeras culturas y civilizaciones no tenian idea del lugar que
ocupa la Tierra en el universo, ni de la lejania que hay entre las estrellas y la
Tierra, su aportacion, por el simple hecho de buscar una respuesta a lo que
observaban es invaluable. Pronto, mirar al cielo no solo inspiraba historias,
sino que empezo a ser de gran utilidad para las técnicas de navegaciéon y
exploracion, por lo que el estudio del cielo empezo a tener relevancia, seriedad
y con ello, progreso. Es asi, que comenzaron a surgir preguntas acerca del
origen del universo, su forma y el lugar que ocupamos en él.

Por lo tanto, es importante hacer una breve revision histérica acerca de
las ideas que contribuyeron al desarrollo de la cosmologia moderna hasta
nuestros dias. Asi como mencionar algunos modelos cosmologicos que pre-
tenden explicar la dinamica y evolucién del universo.

Desde el punto de vista observacional, vale la pena mencionar los con-
juntos de datos que usaremos en este trabajo y los métodos estadisticos que
se utilizaran para hallar los parametros cosmologicos que mejor se ajusten a
ellos, y también los criterios empleados para hallar no solo los mejores para-
metros, sino el mejor modelo cosmologico que explique los datos observados.

2.1. Breve revision historica

Actualmente la cosmologia es una rama de la fisica que estudia el universo
a grandes escalas, considerandolo como un todo, sin embargo, el intento de
estudiar el universo y el lugar que ocupamos en él tiene varios siglos de
desarrollo y se puede dividir en dos categorias: la teoria geocéntrica postulada
por Aristoteles y siendo refinada por Ptolomeo para explicar el movimiento
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de algunos cuerpos celestes, y la teoria heliocéntrica postulada por Nicolas
Copérnico.

En la teoria heliocéntrica de Ptolomeo se proponia que la Tierra es el
centro del universo y que los planetas giraban alrededor de ella en circulos
y, a su vez, estos planetas giraban en circulos a lo largo de su trayectoria.
Por otro lado, en el modelo heliocéntrico de Copérnico publicado en el afio
1543, se consideraba que el Sol es estatico y que la Tierra, asi como los otros
planetas conocidos en aquella época giraban alrededor de él.

Afios después, con las observaciones de Jupiter y sus satélites hechas
por Galileo se empieza a descartar la teoria geocéntrica de Ptolomeo que
anun era fuertemente defendida por la iglesia, ya que pone en evidencia que
otros cuerpos celestes pueden girar alrededor de otros planetas diferentes a
la Tierra [15].

Fue en el ano 1687 que Isaac Newton publica una de las obras mas funda-
mentales en la historia de la ciencia, Philosophiae Naturalis Principia Mathe-
matica en la que se da una explicacion matematicamente elegante para el
movimiento de los planetas y en general, de los cuerpos celestes. Asi, la ra-
z6n de que Galileo observé a los pequenos satélites de Jupiter girando a su
alrededor fue por efecto de la Ley de gravitaciéon universal formulada
como:

myi-msa

F=-G——5—"1,. (2.1)

r

La féormula anterior establece que la fuerza de atracciéon F entre 2 cuerpos,
depende tnicamente de sus respectivas masas mp y mso, y es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia que los separa (r?). El signo menos
indica el caricter atractivo de la fuerza, cuya direccién es la misma que la
del vector unitario i, pero de sentido opuesto. La relacion se convierte en
igualdad gracias a la constante gravitacional G. Considerando esta aporta-
cion de Newton y las aportaciones, tanto de Hipatia como de Kepler acerca
de las orbitas elipticas que hacen los planetas al girar alrededor del Sol, se
concluyd que la gravedad provoca el giro eliptico de la Luna alrededor de la
Tierra y de los planetas alrededor del Sol.

La mecanica Newtoniana fue un éxito para el conocimiento humano ya
que con las ecuaciones de movimiento -derivadas de las 3 Leyes de Newton- se
puede predecir el movimiento de los planetas y en general de cualquier objeto
de dimensiones macroscopicas. Sin embargo, en el universo de Newton el
tiempo es absoluto, esto quiere decir que el tiempo fluye de manera continua
en un espacio que para ¢l era infinito e inmovil [16]. Esta idea de tiempo y
espacio fue, por varios siglos, bien recibida por la comunidad cientifica, ya
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que ademas de intuitiva, funcionaba para resolver diversos problemas por
medio de la mecanica Newtoniana.

2.1.1. Inicio de la cosmologia moderna

La teoria electromagnética de James Clerk Maxwell y los experimentos
de Michelson y Morley, llevaron a que Albert Einstein propusiera en 1905
su teoria de la relatividad especial, en la que concluye que el tiempo no es
absoluto sino que las medidas de tiempo y espacio dependen del observador.

Una década después de publicada esta teoria, Einstein publicé su mas
célebre obra, The foundation of the general theory of relativity, donde se
considera al espacio y el tiempo como un solo concepto: espacio-tiempo.
Ademas, la teoria general de la relatividad da una descripcion gravitacional
diferente a la de Newton, donde la gravedad no es tipicamente una fuerza,
maés bien es una estructura del propio espacio-tiempo que se puede deformar
por la presencia de materia o energia.

Ecuacion de campo de Einstein.

La deformacién del espacio-tiempo da como resultado la interaccién gra-
vitacional que ejercen los cuerpos entre si. Esta relaciéon entre gravedad y
materia se refleja en una de las ecuaciones més importantes de la fisica,
cuya deduccién puede verse en el apéndice A. La ecuacion de campo fue
originalmente expresada como:

1 G
Ry, — §ng, =—"Tuw, (2.2)

e
en el lado izquierdo de la ecuacion (2.2) se encuentra el tensor de Ricci
(Ruv), y el escalar de curvatura de Ricci (R) junto con el tensor métrico
guv- Es decir, el lado izquierdo describe la geometria del espacio-tiempo. Por
otro lado, en el lado derecho se halla el tensor de energia-momento 7}, la
constante gravitacional G y la velocidad de la luz ¢, que en conjunto repre-
sentan la presencia de materia y energia en el espacio-tiempo. En realidad,
las ecuaciones de campo estan conformadas por 10 ecuaciones diferenciales
no lineales y acopladas [17], cuyas soluciones describen la distribucion de
materia en una regiéon del espacio, acarreada por la curvatura local de este.
Este resultado nos indica que el universo es dindmico, sin embargo, se creia
que era estatico, por lo que en 1917 Einstein incluyd una constante, conocida
como la constante A. Esta constante actuaria como un efecto repulsivo que
compense y evite la tendencia gravitacional del colapso, obteniendo asi un
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universo estatico [18]. Por lo tanto, la ecuacion de campo quedé finalmente
expresada como:

1 8rG
RUV - ERgHV + Ag;w == 7Tuy~ (23)

2.2. Universo en expansiéon

2.2.1. Ley de Hubble

A partir de sus observaciones, el astréonomo Vesto Melvin Slipher descu-
bri6 la velocidad radial de la nebulosa de Andrémeda utilizando un espec-
troscopio, donde se revelé un alto corrimiento al rojo (redshift) de las lineas
de absorcion en su espectro [19].

Una forma de medir el corrimiento al rojo de un objeto es considerando
que la luz que un cuerpo emite a un tiempo t tiene una longitud de onda
A, conforme ¢ aumenta, la longitud de onda va aumentar también segiin las
observaciones. Esta razon de cambio se puede expresar como:

s - (2.4)

donde z es el redshift, A, es la longitud de onda de la luz emitida por la
galaxia y Agps €s la longitud de onda de esa misma luz emitida pero medida en
la Tierra [5]. Cuando una galaxia se aleja de nosotros, las lineas de absorcion
del espectro tienen un mayor corrimiento al rojo o un alto redshift, por el
contrario, cuando las galaxias se acercan a nosotros, las lineas de absorciéon
tienen un mayor corrimiento al azul.

Posteriormente, las observaciones del astrénomo Edwin Hubble acerca
del corrimiento al rojo de las galaxias lo llevaron a establecer en el ano 1929
una relacion entre las velocidades radiales de las galaxias (usando el redshift)
y la distancia de separacion que hay entre ellas [20].
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Figura 2.1: Relaciéon de velocidades y distancias de nebulosas extragalacticas
obtenidas por Edwin Hubble. Obtenido de [20].

La grafica 2.1 obtenida por Hubble, muestra que la relaciéon entre la
distancia de separacién de las galaxias y la velocidad radial es lineal. Los
puntos oscuros y la linea sélida representan los resultados usando galaxias
individuales, mientras que los circulos y la linea punteada representan los
resultados combinando las nebulosas en grupos. A partir de esa gréafica se
establece la Ley de Hubble, expresada como:

cz = HyD, (2.5)

donde Hj es la constante de Hubble a tiempo actual ty, y su proposito es
medir el ritmo con el que se expande el espacio, c es la velocidad de la luz y
D es la distancia de separacion entre las galaxias. Este descubrimiento llevo
a que Albert Einstein quitara la constante A de sus ecuaciones.

Con el descubrimiento de que el universo se expande, el sacerdote y as-
trofisico George Lemaitre propone que el origen del universo proviene de
una gran explosion de singularidad finita de energia; esta idea surge de que
si el universo se ha estado expandiendo, entonces en algiin momento el uni-
verso debia estar concentrado en un solo punto, dando lugar a la teoria del
Big Bang. Observaciones posteriores a las de Hubble, donde se consideraron
redshifts mas altos, sugirieron que el universo a grandes escalas es homogéneo
e is6tropo. A esta conclusion se le conoce como “Principio Cosmolégico”.

2.2.2. Principio cosmolégico

El principio cosmolégico asegura que a escalas particularmente grandes
(aproximadamente 100 Mpc [21]), el universo es homogéneo e isotropico.
La homogeneidad del universo asegura que el universo luce igual en cual-
quier punto, mientras que la isotropia establece que el universo luce igual
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en cualquier direccion [5], por lo que no existen ni puntos, ni direcciones
privilegiados.

Debido a que el principio cosmolégico se supone valido para “distancias
muy grandes” se tiene por la teoria de la relatividad general que también
se trata de “tiempos muy largos”, por lo que se define un tiempo ¢ cuya
evolucion refleje la evolucion del universo, a este tiempo se le conoce como
ttempo cosmico.

2.3. Meétrica FLRW y ecuaciones de Friedmann

El desarrollo tedrico de esta secciéon estd inspirado principalmente de
[21], [22], [23] ¥ [5]. La bibliografia complementaria se citara en el mismo
enunciado donde sea requerida.

Como hemos visto, la cosmologia moderna se sustenta de la relatividad
general, de la expansiéon del universo y del principio cosmolégico; esto dio
lugar a buscar una métrica g,, que sea compatible con las ecuaciones de
campo de Einstein, es decir, una métrica que describa la deformaciéon del
espacio tiempo en presencia de materia, ademés de considerar homogeneidad
e isotropia espacial.

Los primeros modelos cosmolégicos consideraron un universo no dindmico
que vive en el espacio de Minkowski con un niimero infinito de particulas de
prueba sin masa y volumen que salieron disparadas a todas direcciones en un
evento unico €. En un sistema de referencia S, este evento ocurre en su origen
a un tiempo t = 0, por lo que todas las particulas se moveran radialmente del
origen a velocidades menores que la de la luz. Esto dio pie a considerar que
en modelos dindmicos, la distribucién de materia y energia tuviera simetria
esférica.

Sin embargo, para tener modelos mas reales, se debe tomar en cuenta
un universo espacialmente homogéneo e isoétropo (a esto se le conoce como
condiciéon de méxima simetria), que evolucione con el tiempo. Para ello tam-
bién es importante considerar las coordenadas coméviles, ya que permiten
que las particulas mantengan sus coordenadas espaciales fijas a medida que
el espacio se expande.

Por lo tanto, una métrica que considere esto tendra la siguiente forma:

ds® = 2dt* — dr* — R?(t)do?, (2.6)

donde R(t) es una funciéon conocida como el factor de escala y o una funcion
espacial definida como:
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do? = g;j(x)dz'dx?,
coni,j =1,2,3y gi; la métrica espacial tal que cumpla la condiciéon de ma-
xima simetria. En estas condiciones acerca de la simetria espacial, el tensor
de Riemann se puede simplificar a una expresién que depende tinicamente
de la métrica Euclideana 3-dimensional:

Riji = k (9irgjt — 9a9jk) »
donde definimos k& como una constante de curvatura. De aqui podemos hallar
el tensor de Ricci y el escalar de Ricci, que son respectivamente R;; = 2kgj;
y R = 6k. Todo esto nos dice que la curvatura depende de la constante k
y nos permite obtener una expresion general de la métrica para describir el
universo, conocida como la métrica FLRW (Friendman-Lemaitre-Robertson-
Walker) y se expresa como:

dr?

1 — kr2

Las coordenadas 0 y ¢ son coordenadas angulares y r la coordenada ra-
dial. El termino a(t) es el factor de escala adimensional, mientras que k es
el factor de curvatura, el cual puede tomar 3 valores: —1,0,+1, correspon-
dientes a geometrias abiertas, planas o cerradas respectivamente (ver imagen
2.2). Veremos més adelante que dichas geometrias dependen de la densidad
de energia p que contenga el universo.

C
=

Figura 2.2: Geometrias espaciales del universo. De arriba hacia abajo: geo-
metria cerrada, abierta y plana. Obtenido de [24].

ds® = cdt® — a*(t) < + r2df* + r* sin2(9)d¢>2> : (2.7)

K=-1
K=0
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El factor de escala a(t) es una funciéon que depende del tiempo y sirve
como un indicador de qué tanto ha variado la distancia entre 2 puntos to-
mando 2 instantes de tiempo distintos. El factor de escala se relaciona con
el redshift como:

ao
1+2= o)’ (2.8)
donde ag es el factor de escala en la actualidad (¢t = 0) y toma el valor
de uno, mientras que en las primeras épocas del universo a(t) < 1. Algo
importante a recalcar es que si uno estudia la evolucién del factor de escala
estaria estudiando directamente la evolucién del universo.

Una vez introducido el factor de escala es posible definir 2 tipos de dis-
tancias: la distancia comdvil y la distancia propia, cuyas descripciones
pueden verse en el Apéndice B.

Para resolver la ecuacion (2.3) con la métrica FLRW es necesario tener
una expresion del tensor de energia-momento 7, el cual describe el flujo de
energia y momento lineal de una distribucién continua de materia. Si consi-
deramos que el flujo es producido por un fluido perfecto (es decir, un fluido
que carece de viscosidad, homogéneo, no conduce calor y cuya velocidad es
constante en el tiempo), se debe cumplir para un observador comoévil, que
las componentes del tensor satisfacen Tog = p,To; = 0 y Tj; = pdy;. Asi, el
tensor de energia momento se puede expresar en términos de la densidad de
energfa p, la presion del fluido p y la cuadrivelocidad w,:

p
Tuu = (P + 072) UpUy — PYuv-

Se suele decir que la ecuaciéon anterior esti expresada en coordenadas
comoéviles y esto es justo de la suposicion de un universo homogéneo e is6-
tropo [25]. Mas adelante detallaremos brevemente acerca del significado de
las expresiones p y p.

Dado que el fluido solo depende del tiempo, la tinica componente de la
cuadrivelocidad es la componente temporal, u, = (1,0,0,0) y recordando las
condiciones de los elementos del tensor 7}, se obtiene facilmente que T}, =
diag(p,p,p,p). Introduciendo esta forma del tensor de energia momento en
la ecuacion (2.3) obtenemos:

1
Ry — §R9uu + Agup = 8mGpuy . (2.9)

Al resolver las ecuaciones de Einstein con la métrica FLRW y susti-
tuyendo las componentes del tensor métrico se obtienen las ecuaciones de
Friedmann:
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LN\ 2 2 2
a 8tGp ke Ac
<a> o kLI (2.10)
a A 4nG 5
= == . 2.11
<a> 3 5~ (p+3p/c) (2.11)

La ecuacion (2.10) muestra que el cambio en la expansion del universo
depende de la densidad de energia p y que esta razén de cambio incrementa
conforme el valor de p. Mientras que la ecuacion (2.11) describe la acele-
raciéon con la que se expande el universo. Esta aceleraciéon depende de la
presion p y la densidad p, ademés debido al signo negativo, se entiende que
la aceleracion de la expansién disminuye cuando la densidad de materia y la
presion incrementan.

Las ecuaciones de Friedmann describen cémo cambia el factor de escala
a(t) con base en p(t), p y A. El término de densidad de energia p esta
asociado con el tipo de materia contenida en el universo, el término de presiéon
p es justamente la presiéon de dicho contenido de materia y finalmente, la
constante cosmologica A representa la energia oscura y esté estrechamente
relacionada con la expansiéon del universo debido a que corresponde a una
presion negativa.

La evolucién del universo depende de como ha cambiado la energia conte-
nida en él, por lo que seré ttil buscar una relacién explicita entre la densidad
de energia y el factor de escala. Para encontrar esta relacién usaremos la ecua-
cion de continuidad (2.12), la cual describe qué tanto cambia la densidad de
energia del universo conforme evoluciona a(t). Para deducir esta ecuacion
debemos tomar la divergencia covariante del tensor energia-momento y asu-
mir que dicha cantidad es cero, de lo contrario se interpretaria que hay un
cambio de energia en el sistema.

v, TH = 0.

Dado que la componente 7% = ¢2p(t) es la la que describe la energia,
podemos expresar la conservaciéon como V#T“O = 0 y fijarnos que la tdnica
componente distinta de cero es la componente T%. Por lo que usando la
definicién de divergencia covariante se llega a la siguiente igualdad:

o _ aft) p(t)
v,T 0 = j(t) +3a(t) <p(t) + 2 ) , (2.12)

=0.
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El lado derecho de la igualdad es la ecuaciéon de continuidad y es vélida
para todas las formas de energia: radiacién, materia y energia oscura.

Para conocer qué tipo de energia predominé en el universo durante un
tiempo t se propone una ecuaciéon de estado constante:

p(t) = wp(t). (2.13)

Donde p es la presion de energia y p la densidad de energia. A w se le
conoce como pardmetro de la ecuacion de estado y contiene la informacién
necesaria del tipo de energia con la que evoluciona el factor de escala. Pa-
ra comprobar esto, sustituiremos la ecuaciéon de estado en la ecuacién de
continuidad (2.12) y escogiendo ¢ = 1 obtendremos el siguiente resultado:

D n(o(0)) + 301+ ) In(a(t)) = 0.

Que al integrarlo resulta en:

In(p(t)) + 3(1 + w) In(a(t)) + cte = 0,
In(p(t)) + In <a(t)3(1+“)) + cte = 0,

p(t) - a(t)>F) exp(cte) = 1.
De esta manera obtenemos la siguiente relacion:

p(t) o< a(t) 30+, (2.14)

La expresién anterior indica que a medida que el universo se expande,
la densidad de energia se diluye a diferentes potencias del factor de escala
y esto aplica para la densidad de energia de la materia, radiacién y energia
oscura |26].

A continuacién mostraremos una lista de como se relaciona la densidad
de energia para diferentes valores de w con el factor de escala, es decir, coémo
se diluyen los tipos de densidad de energia a diferentes potencias de a(t):

» Para radiacion: w = 1/3 — p < a™?.

» Para materia: w =0 — p oc a3,

= Para energia de vacio: w = —1 — p « cte.

Si usamos la ecuacion (2.10) se puede estudiar la evolucion del factor de
escala. Para ello, sea po = pa®11%) la solucion a la ecuacion (2.12), donde py
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es la densidad de energia actual [17], se reescribe la ecuacion de Friedmann
en términos de la densidad actual como:

.\ 2
a 8tG  po k
<a> =3 i g (2.15)

Hemos omitido el término donde se encuentra la constante A ya que este
no depende del factor de escala. La ecuacion (2.15) nos ayuda a obtener las

siguientes equivalencias:

-\ 2
<a) x p o poa_3(1+“).
a

La equivalencia anterior nos conduce al siguiente resultado:

Una vez mas tenemos una relaciéon que depende del parametro w por lo
que si sustituimos los valores asociados a los tipos de energia y resolvemos
la ecuacion diferencial obtendremos los siguientes resultados:

= Para radiacion: w = 1/3 — a(t) o t'/2,
» Para materia: w = 0 — a(t) o t2/3.

» Para energia del vacio: w = —1 — a(t) x €.

(] 1 : 1 —~
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Figura 2.3: Evolucion del factor de escala a lo largo del tiempo cdsmico.

Obtenido de [22].
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La figura 2.3 muestra el contenido energético del universo a diferentes
etapas del universo a lo largo del tiempo. Al inicio, el universo estaba domi-
nado por radiacion y el factor de escala aumentaba a razon de t1/2, despueés
la materia fue dominante y el factor de escala se relacionaba con el tiempo
por el factor t2/3.

2.4. Parametros Cosmolégicos

Una vez obtenido un niimero suficiente de ecuaciones y relaciones, queda
una tarea aun mas importante: obtener cantidades que se puedan medir. Para
ello necesitamos definir pardmetros en funciéon de constantes conocidas o que
por su propia definicién se puedan medir con relativa sencillez.

Dentro de las ecuaciones de Friedmann se encuentra definido el primer
parametro a considerar, el cual es el parametro de Hubble:

H=12

a
Las mediciones de anisotropias del fondo césmico de microondas (CMB)
realizadas por el satélite Planck concluyeron que el valor actual del para-
metro de Hubble es de Hy =(67.4 + 0.5) kms~*Mpc™! (][27]), mientras que
las observaciones de estrellas cefeidas variables realizadas por el telescopio
Hubble estimaron un valor de Hy =(72 + 8) kms™'Mpc™! ([28]). Sin em-
bargo, también se han estimado valores intermedios ([29] y [30]), como en

[31], donde:

Hy = (70 &+ 2)km s~ "Mpc™!. (2.16)

Dado que la geometria del universo se determina por la densidad de
energia que contiene, es conveniente definir un pardmetro que relacione estos
conceptos en funcién de un valor critico. Con esto en mente definimos el
pardmetro de densidad €):

0==r, (2.17)

La densidad critica p. se obtiene al asumir que el universo es plano (k = 0)
y sin considerar A [5], por lo que de la ecuacion (2.10) se obtiene:

3H?(t)
87G

Cuyo valor actualmente es pc,o:1.88h2 x1072°kgm~3, donde h es un ni-
mero adimensional, cuyo valor es Hy/100. Se pueden obtener las geometrias

pe = (2.18)



2.4. PARAMETROS COSMOLOGICOS 17

del universo en funcion del contenido de energia actual. Si 2 > 1 (es decir,
si la densidad actual es mayor que la densidad critica) el universo tendra la
suficiente cantidad de materia para que la expansion se frene, el resultado
de ello es un universo cerrado (una esfera). Si 2 < 1 la densidad de materia
no seréa lo suficientemente grande para detener la expansién por lo que el
universo serd abierto (hiperboloide). Finalmente, si Q2 = 1 la densidad de
materia sera similar a la densidad critica, densidad para la cual el universo
es plano y se encuentra en expansion.

Se pueden reescribir las ecuaciones de Friedmann en términos de los pa-
rametros de densidad, para ello hay que definir previamente el parametro de
densidad de la constante cosmoldgica |5] como:

A
Op = ——. 2.19
EYCE (2.19)
De esta manera:
o2 8nGp kA
3 a2 3’
&G k A
=0 - 5+ 2,
g e a3
_ 8nG 3H? B ﬁ é
3 81G a2 3
Dividiendo entre H2:
k A
I=0- a?H? + 3H?’
=0 g T
Donde es posible definir un “parametro de densidad” asociado a la cur-
vatura:
k

Por lo que la ecuacion de Friedmann (2.10) queda reescrita en términos
de los parametros cosmolégicos como:

Qm + Q + Q4 = 1. (2.21)
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Donde €2, es el parametro de densidad de materia. Los distintos para-
metros de densidad se pueden expresar en términos de sus valores actuales a
tiempo ¢ = 0, y se suelen denotar como §2,,, o para el pardmetro de densidad
actual, €1 o para el parametro de curvatura actual y €25 o para el parametro
de densidad de energfa oscura.

Suele considerarse que la densidad de energia total depende de la materia
y de la radiacion, es decir, p = pp+pr. Por lo que, andlogamente al parametro
de densidad de materia se define el parametro de densidad de radiacién como:

81Gpy
Q, = ST

(2.22)

Asi, la expresion completa de la ecuacion de Friedmann en términos de
los parametros de densidad es:

Q + Q0 +Qp +Qp = 1. (2.23)

Esta expresion simplificada de la ecuaciéon de Friedmann expresa la evo-
lucién del universo en términos de parametros de densidad.

Ecuaciones de Friedmann en términos del corrimiento al rojo

Los parametros de densidad expresados en la ecuacion (2.23) nos dan
informacion valiosa acerca de la distribucién de contenido energético en el
universo, por lo que es necesario conocer sus valores. Podemos medir estos
parametros en la edad actual del universo (sustituyendo t = ty) y expresar
la ecuacion de Friedmann en estas condiciones.

Primero, notemos que a partir de la definicion (2.17) podemos obtener
pi = Qipe, con i = {m,r, k, A}. Con esto, podemos escribir la ecuacion (2.10)
como:

8¢
H2(2) = =5= (pr + pm + pr + pa) - (2.24)

Sin embargo sabemos que existe una razén de proporcionalidad entre las
densidades p para materia, radiacion y el factor A, y de la ecuacion (2.20)
también podemos relacionar py o< a~2(t). Diremos que la igualdad se va a
obtener si:
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pr(t) = pro
pm(t) = Pm, 00 -3
pi(t) = proa?
PA(t) = pa,

Por lo que podemos sustituir los pardmetros de densidad p; con i =
{r,m, k, A} utilizando las expresiones anteriores, y sustituyendo también la
expresion de la densidad critica actual p. o obtenemos:

HQ

H2(») = 110 a a3+ o oa2 4 ’
(2) oot (pro Pm o Pk,0 PA0) (2.25)

= Hg (Qr7oa_4 + Qm,ga_3 + Qkpa_g + QA,O) .

Finalmente, de la expresion (2.8), considerando ag = 1 obtendremos:

H2(2) = H? (Q,,O (14 2) 4 Qo (142> + Qo (14 2)2 + QA,O) . (2.26)

De esta manera, hemos obtenido una expresiéon en términos de para-
metros medibles, como la constante de Hubble Hy, cuyo valor se mencion6
anteriormente (ver 2.16).

Los resultados de estos parametros se obtuvieron de las mediciones del
espectro de anisotropias del fondo césmico de microondas (CMB por sus
siglas en inglés) obtenidas por el satélite Planck [27], cuyos resultados son:

Qo = 0.315 £ 0.007.
Qo = 0.001 = 0.002.
Q0 = 0.684 = 0.007.

La densidad de radiacién €. se puede medir a partir de la radiacion
de fondo de microondas, el experimento COBE Far Infrared Absolute Spec-
trophotometer (FIRAS) obtuvo un valor para este parametro de QT,th =
2.47 x 1075 [32].

De estos resultados se pude observar que el pardmetro de densidad de
curvatura contribuye practicamente con un 0% de la energia del universo,
esto quiere decir que la curvatura espacial del universo es plana. Por otro
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lado, el parametro de densidad de materia contribuye con un 32 % de la
energia del universo, sin embargo esta contribucién se divide para dos tipos
de materia: materia oscura no-relativista 2. y materia bariénica §2;, la cual
contribuye con aproximadamente 5% del contenido de energia mientras que
la materia oscura contribuye con el 27 % del contenido energético. Finalmen-
te, el resto de la densidad de energia actual en el universo estd dada por la
energia de vacio, cuya contribucion es de aproximadamente 68 %.

La energia de vacio o energia oscura es un misterio al dia de hoy, por lo
que se han tenido que proponer diversos modelos cosmolégicos que traten de
explicar la expansion acelerada de universo. Algunos modelos cosmoldgicos,
entre ellos, el modelo cosmologico estandar consideran que la materia oscura,
estd ampliamente contenida en el universo, por lo que es importante dar una
breve explicacion de este concepto.

2.4.1. Materia Oscura

La naturaleza de la materia oscura es un misterio, incluso su existencia
es debatible. Dado que la materia oscura no interactia con la radiacién
electromagnética, es sumamente dificil tener observaciones directas de su
existencia, sin embargo, la manera en que sabemos que esta ahi es debido a
sus efectos gravitacionales.

Uno de los efectos gravitacionales més importantes observados que so-
portan la existencia de la materia oscura son las observaciones de curvas de
rotacion de galaxias espirales.

Se ha observado que en el centro de las galaxias espirales hay visiblemente
una mayor cantidad de materia que disminuye conforme se aleja del centro
por lo que se espera que la velocidad de las estrellas mas lejanas al centro de

la galaxia [33] sea:
o(R) = ,/G'Z‘;(R), (2.27)

donde M(R) es la masa total contenida en una esfera de radio R. Asi, la
relacion entre la velocidad y el radio viene dada por v(R) R~'2 por lo
que la velocidad disminuye conforme el radio aumenta.

Sin embargo, se ha observado que para este tipo de galaxias la velocidad
de las estrellas se vuelve constante a distancias lejanas del centro (ver imagen
2.4). Este resultado conlleva a que, para una velocidad constante vg, la masa
contenida dentro de una esfera de radio R es:
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_ Rig
-

Por lo tanto, la masa incrementa conforme uno se aleje mas alla del disco
visible [33]. Esto quiere decir que hay un tipo de materia que contribuye

con la masa total de la galaxia pero que no aparece visiblemente en las
observaciones.

M(R) (2.28)

v (km/s) i\ Velocidad T
\ Kepleriana Observado 2 S,

‘ \ .l Pt et
| ot
100 \ i
: e
> Esperado a partir de
Rl la materia luminosa
8 10 R{kpc)

Figura 2.4: Los puntos representan la curva de rotacion de la galaxia M33 [34]
y la linea continua representa el mejor ajuste. La linea punteada representa
la curva de rotaciéon esperada siguiendo la dindmica Newtoniana. Obtenido
de [35].

Debido a que la materia oscura interactiia sélo gravitacionalmente es pro-
bable que las particulas que la constituyen no colisionen entre si. Es por ello
que si la materia oscura esti constituida por un nuevo tipo de particulas,
estas tendran que clasificarse de acuerdo a su velocidad relativista y no re-
lativista como materia oscura caliente (hot dark matter) y materia oscura
fria (cold dark matter), respectivamente.

2.5. Modelos Cosmolégicos

El modelo ACDM o modelo cosmologico estandar es el modelo cosmologi-
co mayormente aceptado debido a la concordancia teérica y observacional de
los parametros que lo describen. Sin embargo, este modelo consta de algunos
problemas como el problema de la constante cosmoldgica en el cual, valor
de la constante A es mucho mas pequeiio de lo esperado. Ademaés, el modelo
ACDM tiene fallas a escalas més pequenas, dentro de las galaxias. Una de
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estas se debe a que los perfiles de densidad predicho por CDM aumentan
abruptamente en la densidad central en contraste con las curvas de rotacion
de galaxias pequenas [306].

Algunos modelos cosmologicos alternativos a ACDM son el modelo wCDM
y el modelo CPL, sin embargo, en este trabajo no excluiremos a ACDM de-
bido a la concordancia que tiene con los datos observacionales. Para nuestro
analisis omitiremos estimar el parametro de radiacion €2, y el parametro de
curvatura 2. La razéon de esto es que, para el parametro de densidad de
radiacién se han realizado mediciones con bastante precisiéon, por lo que no
vale la pena ajustar este parametro [11], mientras que para el parametro de

densidad de curvatura se han estimado valores muy préximos a cero, como
en [27].

2.5.1. Modelo ACDM

A lo largo de la seccién pasada hemos estado describiendo el modelo es-
tandar, sin embargo, a manera de resumen, denominamos al modelo estandar
como el modelo que mejor describa la dinamica del universo a partir de las
siguientes hipotesis: homogeneidad e isotropia espacial, validez de la relati-
vidad general y densidades de energia que persisten durante toda la historia
del universo [7].

Como resultado de esto, se considera que el modelo consta de una cons-
tante cosmologica A, que es responsable de la expansion acelerada del uni-
verso, y la ecuaciéon de estado que obedece es considerando a w = —1 para
toda la historia del universo. La ecuacion de Friedmann para este modelo en
términos de z es:

2
}2{(22) = Qo1 +2)* + (1 — Qo). (2.29)
0

Donde Q50 = 1 — 4, 0. Por lo que los pardmetros a estimar son la
constante de Hubble Hy y €2, o, el cual consiste mayoritariamente de materia
oscura fria, mientras que €25 ¢ acune a la presencia de densidad de energia
de vacio o energia oscura, y se puede determinar a partir del parametro de
densidad de materia.

2.5.2. Modelo wCDM

A diferencia del modelo ACDM que asume que el parametro de estado es
constante (w = —1), el modelo wCDM propone que dicho parametro w debe
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tener un valor wp que se ajuste a los datos observacionales [4]. La ecuacion
de Friedmann de este modelo es:

@—Q (14 2)% 4+ (1 = Qo) (14 2)30+w0) (2.30)
Hg — im0 m,0 . .

La ecuacién anterior sugiere que la densidad de energia de vacio viene
encapsulada por el pardmetro w y no exclusivamente por A cuando w = —1,
como lo sugiere el modelo 2.5.1. Sin embargo, ambos modelos concuerdan en
la existencia de materia oscura y energia oscura.

El modelo wCDM consta de 3 parametros principales a estimar: Hy, €2,
Yy wo-

2.5.3. Modelo Chevallier-Polarski-Linder (CPL)

Este modelo consiste en considerar una parametrizaciéon de w en términos
del factor de escala, cuyo propoésito sea modelar la evolucién temporal de
w(z(t)) con base en datos observacionales [37]. Para ello, se parte de una
aproximaciéon por series de Taylor alrededor de a = 1:

N
wla) =) (1 —a)w.
i=0
El caso N =1 resulta en:
w=wy+we(1—a(t)), (2.31)

o bien, en funciéon del corrimiento al rojo z [38|:

w(z) = wo + wq (2.32)

142
donde wy y w, son constantes. Esta parametrizacion de la constante w varia
con el tiempo, de tal manera que se pueda describir el valor de w desde
el inicio (con a(t) = 0), obteniendo w = wp + w, hasta la actualidad en
que a(t) = 1, resultando en w = wyp. Por lo tanto, podemos afirmar que el
modelo CPL describe la evolucion de la energia oscura a lo largo del tiempo
en términos del corrimiento al rojo z.

El parametro w, se expresa como w, = dﬁ(zo), cuyo signo indica si w
aumenta o decrece con el corrimiento al rojo z [38].

La ecuacién de Friedmann para un parametro de estado variable en el
tiempo se expresa como:
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H?(z)
Hj

(2.33)

= Qo1+ 2)* + (1 — Qo) - exp [3 /0 H“’(Z’)} .

14+ 2

Sustituyendo la expresion (2.32) en la ecuacion de Friedmann anterior se
obtiene como resultado:

H?(2)
Hj

1+ 2
(2.34)

A diferencia de los modelos ACDM y wCDM, el modelo CPL consta de
4 parametros principales: Hy, Qp,.0, wa ¥ wo [4].

-3 o
= Qo1 4 2)% 4+ (1 — Q) (1 + 2)30Fwotwe) Loxp <wz> |

2.6. Estimacion de parametros cosmolégicos

Un modelo es un marco teérico que se asume como verdadero y que
consta de un conjunto de parametros € que deben determinarse 9] a partir
de datos x recolectados. Una herramienta matematica ttil para lograr esto
es la estadistica Bayesiana, por lo que daremos un breve resumen acerca de
los conceptos que conforman esta area. Para ello, seguiremos principalmente
la siguiente bibliografia [11], [39], [9] y [40].

2.6.1. Estadistica Bayesiana

La principal diferencia entre la estadistica Bayesiana y la estadistica cla-
sica (o frecuentista) recae en la nocion de probabilidad que cada una de ellas
adopta. La probabilidad, segiin la estadistica frecuentista, esta asociada con
la frecuencia de resultados de acuerdo a:

n

pP= N (2.35)
donde n es el niimero de resultados u ocurrencias de un evento y IV el ntimero
de ensayos realizados. Sin embargo, esta nociéon de probabilidad no es del
todo 1til para cierto tipo de problemas més complejos, por ejemplo: ;Cual
es la probabilidad de que el dia de manana el cielo esté nublado?. Este tipo de
problemas responden a otra nocién de probabilidad, usada en la estadistica
bayesiana, en la cual la probabilidad expresa un grado de creencia basada
en el conocimiento del experimentador [39].

Sin embargo existen algunas reglas que la estadistica frecuentista y ba-
yesiana obedecen, tales como:



2.6. ESTIMACION DE PARAMETROS COSMOLOGICOS 25

1. La probabilidad P(x) > 0 Vz € . Donde (2 es el espacio muestral.

2. Regla de la suma de probabilidades:

P(.%'l U xg) = P(l‘l) + P(J}Q)

3. Probabilidad conjunta, es la probabilidad de que 2 eventos x1 y w2
ocurran simultdneamente:

P(a:l, .732) = P(a:1|x2)P(a:2).

Donde P(z1|z2) denota la probabilidad condicional, es decir, la pro-
babilidad de que ocurra x; una vez ocurrido xo

A las variables x se les llama variables aleatorias (rv) y son funciones que
mapean el espacio muestral {2 a los niimeros reales:

z: O —R.

A las variables aleatorias se les puede asociar una distribucion de proba-
bilidad p(z), la cual da la probabilidad de cada resultado en un intervalo x
y « + dx. La distribucién de probabilidad debe cumplir:

/OO p(x)dr = 1.

—0o0
Del inciso (3) se puede deducir el Teorema de Bayes. De la definicion de
probabilidad conjunta se puede concluir que P(z1,z2) = P(x2,21) (por la
simultaneidad), esto da como resultado:

Puag) = T,
_ PBIAP(A)

P(B)

Para la estimaciéon de parametros cosmologicos es necesario contar con
un conjunto de observaciones representada por un conjunto de datos X =
{Z1,Z2,...,2N}, la meta de estos datos es que puedan interpretarse en térmi-
nos de un modelo [9] que consta de parametros 6. En la estadistica Bayesiana
es natural asociar distribuciones de probabilidad a los parametros 6 [11] da~
do un conjunto de datos X, es decir, queremos encontrar la probabilidad
condicional P(0|X).
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Siguiendo el teorema de Bayes obtenemos dicha probabilidad condicional
como:

P(X[0)P(0)

POIX) = =Py

(2.36)
donde P(6|X) es la distribucion de probabilidad posterior de los pardametros
y como mencionamos anteriormente, encapsula la probabilidad de que los
parametros tomen ciertos valores después de hacer el experimento [9]. El
término P(X|0) es la funcién de verosimilitud o likelihood, P () es el prior
o la informacién disponible que tenemos de los parametros antes de obtener
los datos. Finalmente, el término P(X) expresa la evidencia.

La existencia de los modelos cosmologicos nos dan cierta informacion
tedrica previa que es util para nuestras observaciones. Ademas, han existi-
do varias observaciones cosmologicas que arrojaron informaciéon acerca de
la distribucién de probabilidad de diferentes parametros cosmolégicos. Es-
tos resultados teoéricos y observacionales actiian como hipétesis sobre los
pardmetros. De acuerdo a esto escribiremos la distribucién de probabilidad
posterior de los parametros partiendo de una hipétesis o modelo I, de tal
modo que todas las probabilidades sean condicionales de esta:

P(X|0,1)P(|I)
P(X|I)

PO|IX,I)= (2.37)

Si antes de obtener los datos no existe alguna informacién previa del mo-
delo, entonces se puede tomar un prior que sea proporcional a una constante
k, esto es:

P(O|I) = P(0) x k. (2.38)

La interpretacion de esta equivalencia es que si no existe algin cono-
cimiento previo del modelo, el valor de cada parametro tiene, a priori, la
misma probabilidad [11]. Por otro lado, el término de evidencia o eviden-
cia Bayesiana P(X|I) juega un papel de normalizacion cuando se trata de
estimacién de parametros:

P(X|I) = /P(X]H,I)P(0|I) ave,

donde N es el nimero de pardmetros 6 que conforman al modelo. Como la
evidencia no depende de los parametros 6, suele despreciarse en la tarea de
estimacién de parametros.
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Considerando que el prior es proporcional a una constante y que la evi-
dencia es despreciable, concluimos que la distribucién de probabilidad poste-
rior serd proporcional al likelihood, (denotada cominmente como L£(X16)),
esto es:

PO|X, 1) « L(X]0). (2.39)

Maxima verosimilitud

El hecho de que la distribucién de probabilidad posterior sea equivalente
a la verosimilitud implica hallar el pico maximo de la distribucién para la
estimacion de parametros. Por lo tanto, la tarea de estimaciéon de parametros
cosmologicos se convierte en un problema de optimizacion [10].

Podemos expresar las ideas anteriores formalizando los conceptos de fun-
cion de verosimilitud y maxima verosimilitud por medio de la siguientes
definiciones, obtenidas de [39].

Definition 2.6.1 (Funcién de verosimilitud) Dada una distribucion de
probabilidad P(x|0), donde x representa una variable aleatoria y 6 una colec-
cton de pardmetros que describen la forma de la distribucion de probabilidad
y los datos observados X = {Z1,%2,...,2N}, la funcion de verosimilitud L se
define como:

L£(0) = P(x = X|0). (2.40)

Definition 2.6.2 (Maxima verosimilitud) El principio de mdzima vero-
similitud indica que, dada la funcion de verosimilitud L£(6) y buscando el pa-
rametro 0, debemos hallar el valor de 6 de tal manera que el valor de L sea
mdaximo. A este valor de 0 que cumple dichas condiciones se le llama esti-
mador de mdzima verosimilitud (maximum likelihood) denotado por Oprr,:

max L(0) = Opr

Una vez entendido el papel que juega la funcién de verosimilitud en la
estimaciéon de parametros, es necesario expresar explicitamente la funcién
L en términos de 6. Para ello, asumamos que tenemos una distribucién que
consta solamente de un pico, de tal manera que denotemos la media de dicha
distribucién como 6:
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é:/waymw
Denotamos como 6y al valor esperado de 0:

Esto quiere decir que el modelo esta bien definido y que el valor esperado
de 6 corresponde al valor real (pico de la distribucion) 6y =677, [11].

Cerca del pico podemos aproximar a la funciéon de verosimilitud por me-
dio de una serie de Taylor del logaritmo de L:

?InL
00,00,

donde A; = 0; — 0p; y A; = 0; — 0y;. Aplicando la funciéon exponencial a la
ecuacion (2.41) obtenemos:

In £(X|0) = maX%H—A (2.41)

1
LX) = £X160) -exp |~ Auttg (2.42)
donde H;; es la matriz Hessiana:
o _82 InL
v 90,00’

esta matriz nos dice si las estimaciones de distintos pardmetros 60;, 0; de
un modelo estan correlacionados o no.
Chi cuadrada (x?)

La expresion (2.42) resulta en que la funcion de verosimilitud se puede
aproximar por una distribuciéon Gaussiana, esto tiene ciertas implicaciones,
una de ellas es que maximizar la funcién £ implica minimizar la cantidad
x2. Donde x? se expresa como:

X2 = AHjA,. (2.43)
Por lo tanto, la funcién de verosimilitud se relaciona con y? como:
2
L =Ly exp <—2> . (2.44)

Una definicién mas practica de la cantidad x? se puede apreciar con el
siguiente ejemplo obtenido de [39]:
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Ejemplo. Supongamos que tenemos N mediciones independientes de una
cantidad distribuida de manera Gaussiana, denotemos estas mediciones por
{Z1,Z2,...,2N}. Los pardmetros que nos interesan determinar son la media
de la distribucién p y la desviacion estandar de la distribucion o, por lo tanto
0 = {p,0}. Asi, la funcion de verosimilitud esta dado por:

N
. 1 1(.@, - M)2
E(:u‘ﬁ U) - 7];[1 \/ﬂO’ exp < 2 0_2 ’

donde la x? se define como:

~

(@i — i) ;Zﬂi)Z. (2.45)

2
X
i=1

Obteniendo asf a £ en términos de y?:

2
L=1Ly-exp (—X2> .

En conclusiéon, para la estimacion de parametros cosmologicos seré nece-
sario minimizar la cantidad x?. El modelo que mejor se acople a los datos

observacionales (2.8) sera aquél con los pardmetros que mejor dan la prueba

X2

2.7. Criterios de informaciéon

Como se menciond anteriormente, la prueba y? no es suficiente para
saber qué modelo es el mejor de todos ya que pueden existir modelos que
se ajusten a los datos pero que tienen muchos pardmetros y otros que se
ajusten bien con pocos pardmetros, para hacer esta exclusiéon se utilizan los
criterios de informacion (IC’s) que son modelos de seleccion estadisticos [4].
En cosmologia los criterios de informacion més utilizados son el criterio de
informacion Akaike (AIC) y el criterio de informacion Bayesiana (BIC). El
AIC se expresa como:

AIC = =210 Loy + 2k, (2.46)

donde k es el nimero de parametros v L4z €s la verosimilitud maxima. Por
su parte el BIC se expresa:

BIC = —21n Lyeq + kIn(N), (2.47)
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donde N es el nimero de datos observados. Utilizando estos criterios se
concluye que el mejor modelo es aquel que minimice los criterios BIC y AIC.

2.8. Observaciones y datos

Actualmente la cosmologia consta de varias observaciones y de varios
experimentos que han aprovechado el avance tecnologico, con el fin de tener
telescopios y satélites que proporcionen datos confiables.

En esta seccién se pretende dar una descripcién de las observaciones
cosmolbgicas utilizadas en este trabajo para la estimaciéon de parametros,
asi como dar a conocer los proyectos observacionales que hicieron posible la
toma de datos y sus correspondientes resultados obtenidos.

2.8.1. CronOmetros coésmicos

Uno de los parametros a estimar, ademas de los parametros de densidad
2, es el parametro de Hubble H(z). Para lograr esto es util utilizar el método
de edad diferencial [41] ya que se pueden hacer mediciones directas de H(z)
considerando la siguiente relacion:

1 dz
14z dt’
1 Az
14z At

H(z) =

(2.48)

%

Como la cantidad Az ha sido bien estudiada y su proceso de medicion es
precisa, solo queda por determinar At dada una cantidad infinitesimal del
corrimiento al rojo.

Por lo tanto, como se menciona en [41] es necesario obtener mediciones
de la diferencia de edad (At) entre dos galaxias de evolucion pasiva, que se
formaron al mismo tiempo pero estan separadas por una cantidad Az. Varios
estudios han revelado que este tipo de galaxias se han formado a redshifts
muy altos (z > 2) en escalas de tiempo cortas (< 1Gyr), agotando casi por
completo su reserva de gas en las primeras etapas de su vida, provocando
que evolucionen pasivamente hasta el presente [42].

Para los propésitos de este trabajo utilizaremos un conjunto de 26 me-
diciones del parametro de Hubble obtenido de [43] considerando un rango
de 0.09 < z < 2. El grafico de los datos se puede observar en la imagen de
abajo.
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Figura 2.5: Datos obtenidos del parametro de Hubble H(z) en funcién del
corrimiento al rojo z en un intervalo 0.09 < z < 2.

2.8.2. Supernovas

Las SNIa son una clase de supernovas que ocurren en sistemas binarios
de estrellas, donde una enana blanca altamente densa atrae masa de la ca-
pa externa de otra estrella (una gigante roja en particular), volviendo a la
enana blanca mas masiva. Esto provoca que surjan reacciones nucleares en
la superficie de la enana blanca, y cuando alcance una masa limite (masa
Chandrasekhar) equivalente a 1.4 masas solares, la enana blanca explotara.

Este tipo de supernovas emiten aproximadamente la misma cantidad de
luz al estallar por lo que pueden estandarizarse y asi, ser usadas como can-
delas estindar [11]. Una candela estandar es un objeto que produce una
luminosidad conocida y se usan para medir distancias muy grandes. Pode-
mos determinar la distancia que hay entre un objeto que emite luz y la Tierra
a partir de su brillo, usando la ecuacién:

L L
— Dy =1/ —— 2.49
47TD% L ( )

A F’

donde F es la potencia recibida por unidad de area, L es la luminosidad de
la fuente y Dy, es la distancia entre la Tierra y dicha fuente.



32 CAPITULO 2. COSMOLOGIA OBSERVACIONAL

Para los datos de SNIa utilizamos la compilacién de 31 puntos del pro-
yecto Joint Light-Curve Analysis (JLA) [44]. La relaciéon entre estos datos
observacionales y los parametros cosmologicos se obtiene de la siguiente for-
mula [11]:

Dy = Dy (1 + 2), (2.50)

donde Dj; es el didmetro de distancia angular comévil, el cual se puede
relacionar con la ecuaciéon de Friedmann (ver apéndice B), obteniendo asi:

c(l+2) Hy

Dy = ——=si 7,d/ . 2.51
L= “““<0H<z> > (251)

Con

sinh(x/Qkx)/\/Qk, si Q. > 0,

sinn(z) = x, si Qp =0,

sin<\/—7(2k:1:)/\/—7§2k, si Q, < 0.

Como convencién para las observaciones cosmologicas se define el moédulo

() = 5tog (200,

El moédulo de distancia representa la diferencia de magnitud luminosa
entre un objeto observado y si el objeto observado a una distancia de 10 pc
[45]. De esta manera definimos al médulo de distancia como una diferencia
entre magnitud aparente y magnitud absoluta:

de distancia g como:

u(z) =m — M. (2.52)

Los resultados obtenidos de la compilacion Union2.1 se muestra en la
figura 2.6
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Figura 2.6: Diagrama de Hubble para la compilacion Union2.1. La linea
sOlida representa el mejor ajuste de un modelo ACDM para un universo
plano. Obtenido de [46].

2.8.3. Otros datos: Oscilaciones Acusticas de Bariones

Debido a la gran temperatura a la que se encontraba el universo unos
instantes después del Big Bang, el universo primigenio estaba compuesto por
un plasma de radiacion electromagnética y materia barionica. La radiacién
electromagnética era lo suficientemente energética como para prevenir la for-
macion de atomos neutros [47| permitiendo que los electrones libres actien
como un pegamento entre los fotones y los bariones. Por otra parte, los fo-
tones arrastran a los electrones por dispersiéon Thomson y viceversa, y los
electrones arrastran a los bariones mediante atracciéon electrostatica y vice-
versa [7]|. Esta competencia entre presion de radiacion y gravedad generaron
ondas esféricas (también llamadas ondas acusticas) en el plasma [11], cuyas
oscilaciones provocaron que haya regiones con mayor densidad. La materia
oscura, al no interactuar con los fotones y por ende, no ser afectada por la
presion de radiacién, se acumulé entorno a las inhomogeneidades iniciales
del plasma por efectos puramente gravitacionales [47], [48].

Posteriormente, con la expansién y enfriamento del universo, la tempera-
tura del plasma disminuy6, provocando que se formaran los primeros dtomos
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de hidrogeno, helio y litio (etapa de recombinacion). Como consecuencia del
inicio de la recombinacion, las sobre-densidades de materia oscura concentra-
das debido a las inhomogenidades iniciales del plasma y las zonas concentra-
das de materia barionica arrastradas por la onda acustica [47] solo crecieron
debido a la inestabilidad gravitatoria [7]. El resultado de esta interaccion
instantes antes del desacople, se puede observar actualmente. Debido a que
los bariones fueron arrastrados por las ondas de sonido, estos se encuentran,
ahora en forma de galaxias, en la frontera de varios cascarones esféricos, to-
dos de radio constante r4 (ver imagen 2.7), llamado horizonte sénico y en
cuyo centro hay una sobre-densidad de materia oscura, sin embargo, debido
a efectos gravitacionales también se pueden hallar algunas galaxias en los
centros de estos cascarones.

Figura 2.7: Imagen demostrativa de los cascarones esféricos, en cuya frontera
se encuentra materia bariénica y en el centro, sobre-densidades de materia
oscura, junto con materia bariénica. Créditos: proyecto Baryon Oscillation
Spectroscopic Survey (BOSS).

El horizonte sénico funge como una regla caracteristica ya que representa
las zonas conectadas causalmente por ondas de presion en lugar de luz [7]
y cuyo valor es aproximadamente 150 Mpc [48]. Esta regla caracteristica se
expresa como:

dz, (2.53)

2

1 1 _ 3m
conc; =3y R=7"

dpy
Dado que las oscilaciones acusticas de bariones (BAO por sus siglas en

inglés) determinan la distribucion de zonas donde queda una mayor densidad
de galaxias, sus mediciones a partir de catdlogos de galaxias pueden ser
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utiles para medir la geometria del universo a través de la relaciéon distancia-
redshift [49]. Ademaés, de los resultados obtenidos del proyecto SDSS [48],
las BAO’s pueden ser usadas para medir parametros cosmologicos. Para ello
es necesario que las mediciones BAO tengan influencia a través del radio de
horizonte sénico rg4, asi como de la distancia de Hubble Dy (z), el didmetro de
distancia angular comovil Dy (2) y la distancia angular volumétrica Dy (z).

La siguiente figura 2.8 muestra las mediciones BAO de los distintos pro-
yectos observacionales mostrados en la leyenda.

30 :
+  6dFGS
A MGS
o SDSS—1I
0 WiggleZ
|§ v  LOWZ
< 20k ¢ CMASS
% ® Ly auto
é *  Lya cross 5
.2
— Dy(2)/ravz=
10} — Dv(e)/ravE
— 2Dy(2)/rav/z
0.1 0.2 0.5 1.0 2.0

P

Figura 2.8: Mediciones BAO determinadas de la relacién distancia-redshift.
Los puntos de colores azul, rojo y verde muestran las mediciones BAO de
Dy (2)/ra,Dnr(2)/ray 2D (z)/rq, respectivamente, a partir de los proyectos
mostrados en la leyenda. Obtenido de [50].
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3 Optimizaciéon

La idea principal de la optimizacién es encontrar, de entre toda una gama
de soluciones a un problema, la mejor solucién de este.

Inherentemente los seres humanos y algunos grupos de animales buscan
optimizar algiin proceso que les traiga cierto beneficio, en este sentido, opti-
mizar es tomar decisiones y tomar las mejores decisiones conllevan a mejores
beneficios. Sin embargo, para la toma de decisiones es necesario modelar el
problema para el cual se obtendra la mejor solucién, el campo encargado de
modelar estos problemas es la optimizacion matemdtica, ya que se encarga
de modelar por medio de ecuaciones un problema dadas ciertas restricciones.
Un ejemplo clasico de la optimizacién matematica es el de disminuir el coste
de produccién de un producto considerando restricciones en la cantidad o
coste de materiales para la elaboracién de dicho producto, de tal manera
que la produccién, la ganancia o ambas sea lo més eficaz posible.

La optimizaciéon matemética tiene diversas aplicaciones en la industria,
ciencia, finanzas y por su puesto en el ajuste de datos [51|. Debido a es-
ta gran cantidad de aplicaciones se han desarrollado diversos métodos de
optimizacién, adaptados a la complejidad del problema en cuestiéon. Entre
ellos se destacan la optimizacién estocastica, optimizacién no estocéstica,
optimizacion continua y optimizacion discreta, entre otras [52].

En este trabajo nos enfocaremos principalmente en los algoritmos es-
tocésticos y no estocasticos para justificar el uso del algoritmo PSO como
algoritmo de optimizacién estocéstico en la cosmologia.

3.1. Analisis de los problemas de optimizacién

Para entender con mayor claridad la optimizacién matematica es nece-
sario ahondar en algunas definiciones clave de esta &area. El primer paso
para resolver un problema de optimizacién es, una vez entendido el proble-
ma, modelarlo por medio de una funciéon matematica, digamos: f(x). A esta
funcion se le conoce como funcidn objetivo y depende de valores vectoria-

37
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les x=(x1, xg, ..., x,) € R" llamadas variables, las entradas de estos vectores
representan caracteristicas cuantitativas del problema planteado. Asi, el ob-
jetivo de resolver un problema de optimizacién es maximizar o minimizar
una funcién f con el fin de encontrar los valores de las variables donde se
hallen dichos 6ptimos [52].

Dependiendo de la naturaleza del problema a optimizar, es comin que se
consideren ciertas restricciones en la funcién objetivo que son representadas
por ecuaciones o desigualdades, es decir, una funcién objetivo puede estar
sujeta a funciones del tipo h(x) =0 o g(x) < 0.

El esquema 3.1 representa las curvas de nivel de una funcion (f(x) =cte)
restringida por funciones ¢;(x), ¢ € {1,2}. A los puntos que satisfacen las
restricciones se les llama solucion factible.

x2

)

<

feasible
region :
e X

S Xy

Figura 3.1: Ejemplificacion geométrica de una funcion f(x) restringida por
funciones ¢;(x). Obtenido de [52].

Asi, un punto x es solucién factible si cumple:

gi(x) =0,i €T,
gi(x) <0,ieJ.

Donde Z y J son conjuntos de indices asociados al niimero de funciones
de restriccion a considerar. A la regién 2 que consta de todos los puntos
que son solucién factible se le conoce como region factible. La region factible
representa a lo que llamamos anteriormente como soluciones eficaces, sin
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embargo en un problema de optimizacién se busca encontrar un punto x* €
Q) que sea la mejor de las soluciones factibles.

El criterio de la mejor solucién factible depende de maximizar o minimi-
zar la funcién objetivo segiin el problema. En este sentido, un mdzimo global
es una solucion factible x* € Q tal que f(x*) > f(x) para toda x € Q,
x # x*. Similarmente, un minimo global es una solucion factible x* € Q
tal que f(x*) < f(x) para toda x € Q, x # x*. A los méximos y minimos
globales se les conoce como soluciones dptimas ya que representan el mejor
resultado posible segtin los criterios del problema y van de acuerdo a si el
problema consiste en minimizar o maximizar la funcién objetivo.

La evaluacion de las soluciones 6ptimas en la funcién objetivo f garantiza
la obtencién de un wvalor dptimo.

Por practicidad suele ser mas ttil encontrar soluciones 6ptimas locales en
lugar de soluciones 6ptimas globales como las mencionadas anteriormente.
De esta manera se dice que x* € Q es un minimo local si existe una vecindad
V centrada en x* tal que f(x*) < f(x) para todo x € V. Similarmente, se
dice que x* es un mdzrimo local si existe una vecindad V centrada en x* tal
que f(x*) > f(x) para todo x € V. Computacionalmente es recomendable
encontrar maximos o minimos locales (extremos locales) en lugar de extremos
globales debido a que la mayoria de algoritmos de optimizacién no pueden
recorrer todos los puntos de una funcién objetivo pero si ciertas regiones de
la funcion.

Con estos conceptos fundamentales que se consideran en los problemas
de optimizacién se tiene una idea més clara de los criterios que se deben
tomar en cuenta para resolver esta clase de problemas. Sin embargo, aiin
no hemos mencionado de qué manera se pueden resolver, para ello veremos
algunos métodos de optimizaciéon comtinmente utilizados en la resolucién de
estos problemas ya que no existe una forma tnica de resolverlos, si no que
hay métodos més 6ptimos para una clase de problemas que para otros.

3.2. Meétodos de optimizacién

Las definiciones mostradas anteriormente son muy generales ya que sobre
ellas se construye todo el campo de la optimizaciéon matematica, esto significa
que de estas definiciones se despliegan muchos otros conceptos que han dado
lugar a la existencia de diversos métodos de optimizacion. Sin embargo, para
propositos de este trabajo podemos clasificar varios de estos métodos en dos:
optimizacién determinista y optimizacién estocastica.
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3.2.1. Optimizacion determinista y optimizacion estocastica

Los métodos de optimizaciéon determinista tienen la capacidad de encon-
trar el mejor resultado global de un problema de optimizacion [53], es decir,
esta clase de algoritmos garantizan que al menos se encontrard un 6ptimo
global. Estos algoritmos se aplican a problemas cuyo modelo tiene caracte-
risticas (variables) fijas, por lo que las componentes del vector x no cambian
con el tiempo. Para que estos algoritmos logren su cometido deben cumplir
requisitos de robustez, eficiencia y precision [52].

fix, y) = 20 + x2 — 10cos(2mx) + y? — 10cos(2my)

Figura 3.2: La funcion Rastrigin consta de multiples extremos locales.

En el caso de funciones con alta dimensionalidad o que constan de un
gran numero de extremos locales, los algoritmos deterministas pueden no ser
eficaces desde el punto de vista computacional, ya que el tiempo de compu-
to para encontrar los 6ptimos globales puede incrementar de acuerdo a la
complejidad de la funcién, un ejemplo de este tipo de funciones es la funcién
Rastrigin mostrada en 3.2. Es por ello, que para esta clase de problemas
se empez6 a estudiar la optimizacién estocéstica, la cual busca encontrar
soluciones adecuadas empleando procesos aleatorios, esto ayuda a conocer
la probabilidad de diferentes escenarios posibles de un problema de coste
incierto. La ventaja de la optimizacion estocastica recae en la busqueda de
una solucion 6ptima considerando parametros desconocidos [54], lo que am-
plia el espacio de busqueda. Sin embargo, pese a que existe la probabilidad
de encontrar un 6ptimo global, la optimizacién estocastica no asegura al
100 % encontrarlo, esto depende una vez mas del tiempo de computo y de
la complejidad del problema. Dado que la optimizacién estocastica no so-
lo depende de las variables x consideradas en el problema de optimizacién
sino que también depende de variables aleatorias w;, se garantiza que los
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algoritmos estocasticos no queden intrincados en algtn 6ptimo local. Por lo
tanto, los algoritmos de optimizacién estocéstica no garantizan hallar el 6p-
timo global pero si garantizan hallar una buena solucién con un menor coste
computacional que los algoritmos deterministas.

3.2.2. Meétodos heuristicos y meta-heuristicos

Los algoritmos de optimizacién estocéstica pertenecen a una clase de
métodos conocidos como heuristicos y meta-heuristicos. La heuristica es un
método de aproximacion que asegura una solucion de confianza [55] y utiliza
técnicas basadas en experiencia y aprendizaje para la solucién de proble-
mas. En la optimizacién matematica, una heuristica es una técnica disenada
para resolver problemas més rapidamente cuando los métodos clasicos son
muy lentos, o bien, para hallar una solucién aproximada cuando los métodos
cléasicos fallan en hallar la solucion exacta [56]. Algunas técnicas heuristicas
consisten de los siguientes algoritmos:

» Algoritmo de recocido simulado (Simulated annealing).
» Busqueda tabu (Tabu search).

= Redes neuronales (Neural networks).

Por su parte, los métodos meta-heuristicos se definen como métodos de
exploracién y busqueda.

Las técnicas metaheuristicas son una mejora en los procesos heuristicos
ya que prometen resolver diversos problemas de optimizacion utilizando el
método heuristico previo existente a dicho problema. Los algoritmos meta-
heuristicos hacen pocas o incluso ninguna suposiciéon del problema a opti-
mizar, ademas, estos algoritmos se pueden clasificar en métodos basados en
poblacion y basados en trayectoria [57], los cuales utilizan técnicas de explo-
raciéon y busqueda, por lo que pueden buscar en espacios que contengan un
gran namero de soluciones candidatas [56]. Algunas técnicas meta-heuristicas
consisten de los siguientes algoritmos:

» Algoritmo genético (genetic algorithm).
» Colonia de abejas artificiales (artifical bee colony).

» Optimizacién por enjambre de particulas (particle swarm optimiza-
tion).
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Algo sumamente interesante de los métodos heuristicos y meta-heuristicos
es que adoptan conceptos de varios campos de la ciencia como la fisica, la
biologia, entre otros. A la mayoria de los algoritmos que adoptan conceptos
de la biologia se les conoce como algoritmos bio-inspirados.

3.2.3. Ejemplos de optimizaciéon determinista

En el siguiente capitulo explicaremos con mayor detalle los algoritmos
bio-inspirados, que como mencionamos anteriormente, pertenecen a la clase
de algoritmos estocésticos. Por lo tanto, vale la pena concluir esta seccién con
dos métodos de optimizaciéon deterministas que han sido ampliamente estu-
diados y eficaces, como el método de programacion lineal (algoritmo simplex)
y el método de gradientes (algoritmo de gradiente descendente determinista).

Descenso de gradiente determinista

Algunos algoritmos de optimizacién determinista son algoritmos iterati-
vos cuyo desarrollo estd inspirado en métodos analiticos desarrollados por el
célculo diferencial para la obtencién de méaximos y minimos de una funcion,
un ejemplo analitico de esto es el método de multiplicadores de Lagrange [58],
ya que estos retoman algunos conceptos matemaéaticos como el gradiente.

El método de descenso de gradiente, es una de las primeras técnicas
utilizadas para la minimizacion de funciones objetivo multidimensionales [59]
por lo que ha sido ampliamente estudiado, convirtiéndolo en un método
base para otros algoritmos més sofisticados como el método de descenso de
gradiente estocastico.

El descenso de gradiente es un algoritmo que busca encontrar las variables
para las cuales se halla un minimo, y la forma de hallarlas es por medio de
pasos, donde cada paso apunta en la direcciéon donde la funcién decrece. Se
parte un punto inicial X9 y se ocupa un método iterativo sobre este vector
para hallar la solucion 6ptima x* [59]. Dicho método iterativo esta expresado
por:

xFH = xk — oV f(xF), (3.1)

donde k expresa el nimero de iteraciones generadas, a representa el tamano
de cada paso y V f(x) representa (por definicion de gradiente) la direccion
donde la funcion objetivo decrece y con ello garantizar que f(xFT1) < f(x*).

La forma en que se calcula el gradiente es por métodos numéricos. Para
ello es necesario implementar otro vector x; € R” cuya entrada i-ésima x; se
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sustituye por x; + h, asi X; = (1,22, ...,2; + h,...,x,). Con ello se procede
a calcular el gradiente de f en el punto x; mediante la férmula:

El proposito de este algoritmo es que el valor de V f(x*) tienda a cero
en cada una de sus entradas para asegurar que se ha alcanzado un minimo,
por ello se debe implementar una condicién de parada considerando que la
norma del gradiente en la k-ésima iteraciéon sea menor o igual a un ntmero
arbitrariamente pequenio S:

IVf(x5)] < 8.

El pseudocodigo que ejemplifica la implementacion de este algoritmo se
muestra abajo.

Algorithm 1 Descenso de gradiente determinista

Require: inicializa: f,2° = xini € RY, stop=>S5.
1: while £ > 0 do

2 oFtl = 2F — oV f(xF)
3 if |[Vf(x¥)|| < S then
4: break

5 else

6
7

pass

return z*

El descenso de gradiente es un algoritmo muy utilizado para hallar mini-
mos de funciones no lineales debido a la sencilla implementacion del algorit-
mo (ver 1). Sin embargo, la precision y el tiempo de convergencia depende
del pardametro a que puede tomar un valor constante positivo durante toda
la ejecucion del programa o ser recalculado en cada iteracion (ay) [60]. Para
ambos casos existen diferentes técnicas de como obtener un parametro a o ay
adecuado para que el tiempo de convergencia no sea tan extenso y para que
no exista una divergencia en el tamano del paso al estar cerca del minimo.
Mas informacion relacionada al calculo de ay se puede hallar en [52].

Programacion lineal - Método Simplex

La programacion lineal es el nombre de una rama de las matematicas
aplicadas que lidian con los problemas de optimizacién de una forma par-
ticular [61] ya que, si los métodos de gradientes utilizan herramientas del
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calculo diferencial, la programaciéon lineal utiliza herramientas del algebra
lineal.

La programacién lineal se encarga de hallar méximos y minimos de fun-
ciones objetivo lineales cuyas constricciones estan expresadas como desigual-
dades. La forma canoénica de expresar un problema de este tipo es usando la
notacién matricial dada por el algebra lineal:

maximizar f(x) = c’x
sujeto a Ax <b, (3.2)
x > 0.

Donde A es una matriz de m x n, X es el vector solucién al problema, b es
el vector de restricciones para el sistema de inecuaciones y ¢ es un vector de
coeficientes. Podemos reescribir la expresién anterior en términos de sumas:

n
Ty — o
c'x = E CjT;,
j=1

n
AXSb%Zaijijbh
J
x>0—=x; >20.

Con i € {1,...,m},j € {1,...,n}. El primer paso para resolver un proble-
ma de programacion lineal es llevar la expresion (3.2.3) a la forma estandar,
esto se hace anadiendo variables de holgura a las restricciones para obte-
ner una igualdad estricta. Asi, la expresion para resolver un problema de
programacion lineal queda expresada como:

C
maximizar 2z = E Cix;
Jj=1

n
sujeto a Zaijxj + s; = b;, (3.3)
j=1
z; >0,
S; > 0.
En caso de que la restriccion sea del tipo > se deberan restar las va-
riables de holgura s;. Otra consideracién para obtener la forma estandar
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de un problema de programacién lineal es considerando la restricciéon de no
negatividad para todas las variables, es decir, z; > 0Vj € {1,...,n} [62].

Cualquier vector x que satisfaga las restricciones del problema de progra-
macion lineal se le conoce como solucidn factible del problema. Cabe resaltar
que un conjunto de soluciones factibles de cualquier problema de programa-
cion lineal se puede representar mediante un poliedro convexo y mas atun,
la solucién 6ptima se encuentra en un vértice de dicho poliedro, para ello es
necesario también que la solucién factible sea acotada. Estas afirmaciones
son resultados de 2 teoremas que se pueden consultar en [63].

Teniendo en cuenta lo anterior, el primer paso para resolver un proble-
ma de programacion lineal es obtener la forma estdndar del problema, una
vez hecho eso es posible implementar el algoritmo Simplex. Este algoritmo
recorre iterativamente algunos vértices del poliedro (conjunto factible) de
tal manera que en cada iteracion o recorrido haya una mejora en la funciéon
objetivo (ver 3.3), para ello es necesario evaluar la funcién objetivo en ca-
da solucién factible. La mejora depende de si el propdsito es maximizar o
minimizar la funcion.

7=
N\

Figura 3.3: Evolucion de la optimizaciéon del algoritmo Simplex. Obtenido
de [64].

El punto de partida del algoritmo Simplex es considerando la soluciéon
trivial x=0, para lo cual se obtendrén soluciones a las variables de holgura:
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a1y + ... + cipxp + 181 + 082... + OSm == bl,
42121 + ... + aonxy, + 081 + 1so... + 05y, = bo,

121 F . + GnTn + 081 + 0s9... + 15,, = by,

Es claro que con esta solucién, la funcién objetivo toma el valor z =
0. La iteracion se realiza entonces encontrando una variable que se pueda
incrementar a expensas de que otra variable del problema (en su version
estandar) disminuya con el fin de que se produzca una mejora general en la
funcién objetivo [61].

La condicién de parada se obtiene cuando la funcién objetivo no incre-
menta al evaluar la solucién factible obtenida de alguna iteracién, es asi que
se ha encontrado la solucién 6ptima. Se puede encontrar informacion mas
detallada de la programacion lineal y del algoritmo simplex en [65] y [62].

La programacioén lineal tiene aplicaciones en la economia, en la industria
aérea y militar, entre otras, por lo que dentro del campo de la optimizacion, la
programacion lineal ha sido fuertemente estudiada a lo largo de los anos desde
su implementacion en 1947, por lo que desde el punto de vista computacional
el método simplex se ha convertido en una herramienta eficaz para resolver
problemas de programacion lineal [66].



4 Algoritmos bio-inspirados

Debido a que la optimizacién matematica es Gtil en muchas ramas de
la ciencia y de la industria, existe un desarrollo amplio en los problemas
y soluciones que este campo puede tratar. Es por ello que los problemas
de optimizaciéon son cada vez mas complicados de resolver con los métodos
y/o algoritmos mas comunes. Considerando este inevitable problema, los
investigadores de la optimizacion han volteado a ver hacia la naturaleza, ya
que si de optimizacién se trata, la naturaleza es capaz de encontrar la mejor
solucioén posible.

Hablar del comportamiento de la naturaleza puede ser algo ambiguo de-
bido a la complejidad, extension y falta de conocimiento o comprensiéon de
esta, por lo que uno se puede preguntar: ;De qué forma la optimizacion se ha
inspirado de la naturaleza para implementar algoritmos de optimizaciéon que
resuelvan problemas complejos?. Pues bien, principalmente la optimizacion
bio-inspirada busca emular la manera en que la naturaleza resuelve proble-
mas que involucren la supervivencia y adaptabilidad de los seres vivos.
Es asi, que los algoritmos bio-inspirados se pueden dividir en 2 principales
bloques: algoritmos evolutivos y algoritmos de enjambre, el primero inspira-
do en la evolucién natural y el segundo en el comportamiento que tienen los
grupos de animales para sobrevivir [67].

Los algoritmos evolutivos y los algoritmos de enjambre se consideran
meta-heuristicos ya que su implementacién e iteraciéon requieren de alea-
toriedad, teniendo asi un amplio espacio de blisqueda y mayor rapidez en
encontrar soluciones locales de las cuales alguna de ellas puede ser el 6p-
timo global. Dado que los algoritmos meta-heuristicos utilizan una funcién
heuristica, su exploracion se basa en el aprendizaje y experiencia [14] [68],
pudiendo asi emular el comportamiento de animales o procesos evolutivos
[69].

En lo que resta del capitulo veremos de manera mas detallada la consis-
tencia de los algoritmos evolutivos y los algoritmos de enjambre junto con
un breve ejemplo para cada uno de ellos.
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4.1. Algoritmos evolutivos

La teoria evolutiva de Darwin ha servido como fuente de inspiracion para
la creacién de un grupo de algoritmos bio-inspirados, los algoritmos evolu-
tivos, ya que desde el punto de vista de la optimizacién, hallar la mejor
soluciéon a un problema seria el equivalente a obtener los individuos mejor
adaptados a un ambiente. Para emular este proceso se tiene que inicializar
aleatoriamente un conjunto de puntos en el espacio de soluciones (una po-
blacion), y por medio de métodos de seleccion, mutacion y recombinacion
obtener una evolucién de los individuos hasta llegar a los mejores adaptados
al problema. Aunque algunos de estos métodos mencionados anteriormente
no los comparten todos los algoritmos evolutivos, la idea de utilizar procesos
para obtener mejores soluciones a partir de una poblacién inicializada esto-
casticamente, prevalece [67]. La idea general para implementar un algoritmo
evolutivo es la siguiente:

= Generar aleatoriamente un conjunto de soluciones, es decir, un conjun-
to factible 2. Dado que cada elemento del conjunto es una solucién
factible se debe cuantificar la calidad de dicha solucion, para ello se
aplica una funcién fitness al conjunto €2. El valor del fitness incre-
mentaré en cada elemento conforme su fitness se acerque al de un valor
6ptimo. El valor de la funcién fitness puede depender del entorno y pa-
ra ello se considera la diferencia que tiene el valor fitness en un punto
del espacio con respecto a un 6ptimo [70].

» El proceso de seleccion escoge los individuos (elementos) con mejor fit-
ness y usando los procesos de mutacién y recombinacion se obtiene
una nueva generacién de individuos mejor adaptados, o bien, con un
fitness mayor que los de la generacién pasada. El proceso de recombi-
nacién se aplica como un operador binario R que toma 2 individuos
del conjunto factible (padres) y da lugar a un nuevo individuo (hijo).
Por otro lado, el proceso de mutacién se aplica como un operador uni-
tario M sobre un solo individuo y de igual manera da lugar a un nuevo
individuo (hijo) [71].

= Dado que el proceso es iterativo se obtendran diferentes generaciones
de soluciones, donde cada nueva generacién de individuos tendra un
mejor valor fitness que la anterior. El proceso termina considerando un
criterio de término, como fijar un ntimero de iteraciones o un tiempo
maximo de calculo.
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Existe toda una familia de algoritmos evolutivos como el Algoritmo Ge-
nético (AG), Programacion Genética (PG), Programacion Evolutiva (PE),
entre otras. Cada uno de estos algoritmos ocupan el mismo principio men-
cionado anteriormente, sin embargo sus principales diferencias recaen en la
estructura de su implementacion. Esto conlleva a su vez una preferencia para
ocupar un determinado algoritmo en la resolucién de problemas especificos.

4.1.1. Ejemplo: algoritmo genético

Los articulos [67], [72], [70], [14] y [73] sirvieron como inspiraciéon para este
apartado, se pueden consultar para obtener més informacién del algoritmo
genético y otros algoritmos evolutivos.

Los algoritmos genéticos son probablemente los algoritmos evolutivos mas
famosos. Fue Jhon Holland quien, en los 70’s se dedicaba al estudio de los
procesos adaptativos generales, concentrandose en la idea de que un siste-
ma recibe entradas sensoriales del medio ambiente por medio de detectores
binarios [70].

Los algoritmos genéticos originales comienzan inicializando una pobla-
cion de soluciones (individuos), su representacion se expresa como un bit
vectorial [67] de longitud fija I, es decir, I = {0,1}!. Luego, para cada in-
dividuo se evaliia una funcion fitness ® apropiada para el problema. Para
aplicar los algoritmos genéticos candnicos a problemas de optimizacion de la
forma:

n
f: H[ui,vi] — R,

i=1
con u; < v;. Se debe dividir el bit vectorial en n segmentos, usualmente
de misma longitud (I = n - [;), asi, cada segmento es interpretado como el
codigo binario de la correspondiente variable x; € [u;, v;]. Cada segmento de
bit se puede descodificar de diferentes maneras. Normalmente, una funcién
de decodificacion {0, 1} — [u;, v;] tiene la siguiente forma:

Iy

T (a1 .air,) = u; + ;;x _u{ > a2 (4.1)
j=1

donde (a;1...a;, ) denota el i-ésimo segmento de un individuo @ = (a1y...an;,) €

I'. En términos genéticos, llamamos cromosomas a la poblacién de solucio-

nes y podemos asociar cada segmento de bit con el genotipo del individuo y

obtener el fenotipo por medio de un mapeo sobre el espacio de pardmetros.
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Los tres principales operadores en el algoritmo genético involucran se-
leccién, combinacién y mutaciéon para dar lugar a un nuevo conjunto de
soluciones.

La probabilidad de que un cromosoma sea seleccionado para la combi-
nacion depende de su fitness ®(@). Una vez seleccionado a los mejores cro-
mosomas, se utiliza el operador de combinacién, en el que se intercambian
fragmentos de vectores entre cromosomas. El operador de mutaciéon cam-
bia aleatoriamente los valores de los cromosomas. Finalmente, se forma una
nueva generaciéon de cromosomas como resultado y el proceso se repite hasta
obtener una generacion de soluciones 6ptimas. Esta informacién se encapsula
en el pseudocodigo 2.

Algorithm 2 Algoritmo genético

Require: inicializa: t = 0, P(0), evaluar P(0), funcion _fitness=®.
1: while not (condicién de término) do
2 P’(t) =seleccionar(P(t)) usando ®
3: P’(t) =aplicar operadores de cruce (P(t))
4: P(t + 1) = reemplazar (P(t), P'(t))
5 evaluar P(t + 1)
6 t=t+1
7: return Mejor solucién encontrada

El algoritmo genético es eficaz cuando se tiene poca informaciéon del espa-
cio de biisqueda o cuando el espacio es muy complejo, ya que obtiene buenas
soluciones en poco tiempo. Si bien este algoritmo es til cuando no se tie-
ne un anélisis matematico del problema, las matematicas asociadas a este
algoritmo pueden llegar a ser complejas (ver [70]).

Un par de inconvenientes del algoritmo genético es que no es directa-
mente adecuado para resolver problemas de optimizacién con restricciones
ya que su proposito inicial fue para busqueda adaptativa y disefio de siste-
mas adaptativos [71]. Otro problema es que el algoritmo genético tiende a
converger en Optimos locales en lugar del 6ptimo global si la funcién fitness
no se define apropiadamente.

4.2. Algoritmos de enjambre

El comportamiento de algunos insectos o grupos de animales en la natu-
raleza, tales como las colonias de hormigas, parvadas de aves, enjambre de
abejas o bancos de peces han llamado la atencién de varios investigadores
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para resolver diferentes problemas en ciencia e ingenieria [69]. Del estudio
de estos comportamientos nacen las técnicas de inteligencia de enjambre,
las cuales se basan en el comportamiento colectivo de esta clase de indivi-
duos. En particular, son algunos grupos de insectos, como las hormigas y
abejas, quienes pueden resolver de manera flexible y robusta los problemas
cotidianos que enfrentan, tales como la bisqueda de comida, construccién
de hormigueros o panales y la reparaciéon de estos, haciendo una divisiéon
de trabajo eficiente |74]. Con esto se asegura cumplir tareas de busqueda,
recoleccion y comunicacion. Otras caracteristicas representativas de estos al-
goritmos son la rapidez, posiciéon del individuo, adaptabilidad, escalabilidad
y auto organizacién, ya que cada individuo es responsable de una tarea en
particular.

Existen dos familias de algoritmos que destacan dentro de los métodos
de inteligencia de enjambre, uno es el algoritmo de optimizacién por colo-
nia de hormigas (ACO por sus siglas en inglés) y el otro es el algoritmo de
optimizacion por enjambre de particulas (PSO por sus siglas en inglés). La
primer familia estd inspirada por el rastro de feromonas, siguiendo el com-
portamiento de especies de hormigas. La otra estd inspirada de los rebanos
y su comportamiento colectivo [75].

El término “enjambre” acufie al movimiento irregular de las particulas en
el espacio de busqueda, por lo que es necesario que los métodos de inteligencia
de enjambre cumplan ciertos principios (obtenidos de [67]):

1. Principio de proximidad: Los individuos del enjambre deben ser ca-
paces de realizar calculos simples relacionados con el entorno que los
rodea.

2. Principio de calidad: los individuos deben ser capaces de responder a
factores de calidad en el entorno, tales como comida y seguridad.

3. Principio de respuesta diversa: los individuos no deben realizar sus
actividades en regiones estrechas.

4. Principio de estabilidad y adaptabilidad: los individuos no deben adap-
tarse cada vez que el entorno cambie ya que su cambio de comporta-
miento tiene un costo computacional.

La inteligencia de enjambre tiene ventajas sobre los algoritmos evolutivos,
ya que su implementacion consta de menos parametros, menos operadores y
son mas faciles de implementar [68].



52 CAPITULO 4. ALGORITMOS BIO-INSPIRADOS

4.2.1. Optimizacion por colonia de hormigas

En este apartado discutiremos brevemente el algoritmo ACO, ya que
representa uno de los algoritmos de enjambre més importantes, para ello
ocuparemos como inspiracion los siguientes articulos [67], [76] y el libro [77].

Como su nombre lo indica, el algoritmo de optimizaciéon por colonia de
hormigas esta inspirado en el comportamiento que realizan las colonias de
hormigas para la biisqueda de alimento, creacién y proteccién de hormigue-
ros. Para lograr esta coordinacién colectiva, las hormigas hacen uso de una
forma de comunicacién indirecta llamada estigmergia. Esta forma de comu-
nicaciéon se produce al modificar el entorno dejando rastros de feromonas
desde la colonia hasta el lugar donde haya fuentes de alimento.

La importancia de la estigmergia se debe a que las hormigas que recorran
caminos mas cortos para hallar alimento dejardn un mayor rastro de fero-
monas debido a que el tiempo de recorrido también es menor. Asi, mientras
mayor sea el rastro de feromonas, mayor seré la eleccion de las hormigas por
seguir ese camino como se puede ver en la imagen 4.1. Esta habilidad hace
que las hormigas sean capaces de encontrar siempre el camino més corto
entre su colonia y la fuente de alimento, un claro ejemplo de optimizacion.

Food Food

Figura 4.1: Ilustraciéon del camino de feronomas seguido por las hormigas
considerando 2 caminos distintos, uno mas corto que otro. Obtenido de [77].

Este algoritmo de optimizacion se estructura en cuatro funciones princi-
pales:

= AntSolutionsConstruct: esta funciéon construye distintas soluciones, don-
de cada hormiga se mueve entre diferentes puntos del problema siguien-
do reglas de transicién, construyendo diferentes soluciones de forma
iterativa.
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= PheromoneUpdate: esta funcién actualiza el rastro de feromonas. Se
puede realizar una vez que todas las hormigas hayan recorrido todos
los puntos o actualizarse en cada recorrido/iteracion.

= EvaporationUpdate: se incluye una funcién de evaporacion, la cual se
encarga de reducir los rastros de feromonas y evitar que las hormigas
se concentren en malas soluciones.

= DeamonAction: es una funcién opcional, cuyo objetivo es hacer un
refuerzo de feromonas en la mejor solucion.

El siguiente pseudocodigo obtenido de [78] ejemplifica la implementacion
del algoritmo ACO clasico. Los parametros definidos en el pseudocodigo 3
se pueden revisar en [77].

Algorithm 3 Algoritmo de optimizacion por colonia de hormigas

Require: inicializa: t = 0, namero de hormigas (N), parametros ACO

(1,0, By ).

1: while not (condicién de término) do

2 for k=0 to ntmero de hormigas do

3 la hormiga k escoge un nodo de inicio.

4 while la solucién no esté construida do

5: la hormiga k selecciona el nodo de mayor probabilidad.

6 end while

7 end for

8 Actualiza el rastro de feromonas.

9: end while
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5 Optimizaciéon por enjambre de par-
ticulas

El algoritmo de optimizacion por enjambre de particulas (PSO) fue pro-
puesto en el ano 1995 por Kennedy y Eberhart [79] como un método para
optimizar funciones continuas no lineales. Como se ha mencionado anterior-
mente, este algoritmo es el mayor representante de los algoritmos de enjambre
inspirados en rebanos y comportamientos sociales.

Este algoritmo esté inspirado principalmente en el comportamiento social
que tienen las parvadas de aves para buscar alimento. El vuelo aparentemente
aleatorio de las parvadas de aves tiene un propdsito importante, cada miem-
bro del grupo puede hacer hallazgos propios y compartirlos con el resto de la
parvada. Por ello, en este algoritmo se resaltan los descubrimientos persona-
les y la comunicacién entre los miembros de la parvada para lograr réapida y
eficientemente un objetivo comiin, en este caso, encontrar alguna fuente de
comida [10].

A diferencia de otros algoritmos bio-inspirados o de algunos otros méto-
dos de optimizacion, el PSO es un algoritmo que se ha estudiado y aplicado
ampliamente debido a su sencilla implementacién y comprensiéon del algorit-
mo. Por ejemplo, se puede simular con relativa sencillez y precisiéon el vuelo
de una parvada de aves, simplemente manteniendo una distancia objetivo
entre cada ave y sus vecinos inmediatos [80]. Por supuesto, en condiciones
reales o no simuladas, esto se convierte en un sistema complejo ya que influye
el razonamiento personal de cada individuo.

Las diversas aplicaciones del algoritmo de optimizacién por enjambre de
particulas y sus posteriores variantes abarcan diversos campos, tales como el
de la inteligencia artificial ya que el PSO puede ser tutil para entrenar redes
neuronales y apoyar en el diagnéstico de enfermedades degenerativas como
el Parkinson [81]. También es tutil en area de ingenieria, metalurgia y eco-
nomfia. En fisica, el algoritmo PSO ha mostrado tener diversas aplicaciones,
particularmente en astrofisica y cosmologia ([82], [10], [83] y [84]).
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5.1. Descripciéon del algoritmo PSO

Para desarrollar el algoritmo PSO debemos empezar por definir el espa-
cio de bisqueda del enjambre. Se debe comenzar por definir un nimero de
particulas inicial, la posicién de cada particula debe ser inicializada aleato-
riamente, en particular para los casos en que el problema no aporte algu-
na informacion previa [85]. Debido a que la informacion debe transmitirse,
asignaremos velocidades de desplazamiento a las particulas, dichas velocida-
des iniciales también se implementan aleatoriamente y se irdn ajustando de
acuerdo a la dindmica del movimiento de las particulas.

La intencion del PSO consiste en encontrar el 6ptimo global partiendo
de una cierta comunicacién entre cada una de las particulas generadas, co-
municando la posicién en la que estan y qué tan buena es esta posicion. Una
forma tradicional de modelar esta red de comunicacién entre los individuos
es por medio de un grafo, donde cada vértice representa un individuo y el
arco que los conecta representa el enlace de informacion entre los individuos.
Asi, podemos ver a este conjunto de particulas conectadas por enlaces de
informacién como un grupo de receptores de informaciéon [85]. Cabe resal-
tar que cada particula puede pertenecer de forma simultanea a diferentes
grupos de informacién, de esta manera, cada particula se comunicaria con
diferentes informantes acerca de los mejores o peores sitios. Por lo tanto, es
importante definir un método para que las particulas se desplacen una vez
que la informacién haya sido transmitida.

5.1.1. Dinamica de las particulas

Para que la comunicacion entre particulas sea efectiva, es necesario definir
una funcién llamada funcién fitness, que evaluara la calidad de la posicion
actual donde se encuentre la particula. Para que las particulas calculen su
siguiente desplazamiento, deben ser influenciadas por la mejor posicién en-
contrada hasta el momento por cada una de ellas individualmente, y debido
al factor del ntimero de informantes que tiene cada particula, también influira
la mejor posicion encontrada por sus vecinos [85].

Podemos formalizar matematicamente el proposito del algoritmo PSO
(inspirado de [82] ) para hallar el minimo global de una funcién escalar f(Z),
Z € D C R™. D representa el espacio de busqueda y si implementamos N par-
ticulas de enjambre, podemos asociar a cada una con la posicién que ocupe.
Para una particula arbitraria este vector se expresa como: ¥; = (xﬂ, ey xm),
coni € {1,2,..,N}, donde N es un parametro fijo y representa el nimero de
particula, mientras que n representa la dimensién del espacio.
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Para el proceso iterativo del algoritmo, fijamos el ntiimero de iteraciones
t. Para cambiar la posiciéon de la particula de una iteraciéon o tiempo t — 1
a t anadimos el factor de velocidad ¥ a la posicién actual que lleve cada
particula, esto es:

fz(t) = i‘}(t — 1) + Uz(t) (5.1)

Durante cada iteraciéon se evaluaré el fitness en la posicion actual de cada
particula. También, cada particula tienen asociado un resultado histérico
de la posicién donde ha encontrado el mejor valor fitness a lo largo de su
trayectoria. A este resultado se le conoce como personal best denotado por
pbest o pi(t):

_minS(@G) = FE(0). (52
J=t,t—1,...,0
Por otro lado, debido a la interaccién colectiva de las particulas se puede
obtener un resultado histérico de la mejor posiciéon hallada por todas las
particulas en una determinada iteracién t. A este resultado se le conoce
como general best denotado por gbest o g(t).

min f(p;(t)) = f(g(t))- (5.3)
j=1,...,.N
Con estas definiciones podemos escribir la ecuacién para actualizar la
velocidad e implementarla en (5.1):

Ui(t) =wv;(t — 1) + req [pi(t — 1) — Z(t — 1)] +

roco [g(t — 1) — Z;(t — 1)], (5'4)

donde ¢y y co representan coeficientes de aceleraciéon positivos, r1 y 72 son
valores aleatorios uniformes en el rango [0, 1], de tal manera que el producto
r;p; sea, en esencia, menor a 1. Mientras que al parametro w se le conoce
como peso de inercia de las particulas.

Coeficientes de aceleracion

Los coeficientes de aceleracion c¢; y ¢z, también conocidos como parame-
tros cognitivo y social respectivamente [80], son factores de peso, es decir que
pueden afectar la habilidad de busqueda de PSO. El parametro cognitivo se



58CAPITULO 5. OPTIMIZACION POR ENJAMBRE DE PARTICULAS

encarga de controlar cuanta importancia debe tener el resultado de bisque-
da individual de la particula, mientras que el pardmetro social se encarga
de cuanta importancia debe tener el resultado de la busqueda de todo el
enjambre.

La eleccién de estos valores dependeréa de si se requiere una buena explo-
racion global o una precisa buisqueda local alrededor de las mejores posiciones
obtenidas. Para el primer caso se recomiendan valores grandes de c¢1 y co,
mientras que para el segundo se deben elegir valores pequeiios. Para funcio-
nes objetivo unimodales convexas es més efectivo definir los coeficientes de
aceleracion de tal manera que se le dé peso al vector gbest, es decir ¢y > ¢;
y para funciones multimodales mas complejas es mejor utilizar una compo-
nente cognitiva mayor, c¢; > ca.

Kennedy ha estudiado los efectos de estas variables en las trayectorias de
las particulas y concluyo que si ¢; + co > 4, las velocidades y posiciones van
hacia infinito [77].

Peso de inercia

El parametro conocido como peso de inercia w controla la influencia de
la velocidad previa (U;(t — 1)) sobre la velocidad actualizada #;(t). El peso
de inercia es un parametro que se debe fijar, se ha demostrado que si el
valor de w > 1, la velocidad de las particulas puede aumentar y por lo tanto
el enjambre podria diverger. Por otro lado, si w < 1, la exploraciéon de las
particulas podria concentrarse en regiones pequenas. Se ha demostrado que
para asegurar la convergencia (5.1.1) se debe cumplir la siguiente relacion:

1
w > 5(61 +c2) — 1, (5.5)

ya que segin algunos estudios, la convergencia no se asegura para cualquier
combinacién de estos pardmetros, exhibiendo comportamientos ciclicos o di-
vergentes [77].

Velocidad maxima

La velocidad maxima es un pardmetro que previene que las particulas
se muevan rapidamente a través del espacio de busqueda e impulsando su
divergencia.

— —

. Vmaza si Ul(t) > Vmaxu
(t)= .
— Vmazx, Sl Ui(t) < _Vmax-
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Es comun que la velocidad maxima me sea proporcional al rango de la
funcion. Por ejemplo, si el rango es [—50, 50], entonces Vinaz o 50. Sin em-
bargo, se ha demostrado [86] que la implementacion de la velocidad méaxima
no es necesario si se cumple:

Ui(t) =r{wti(t — 1) + p1 [Pi(t — 1) — Z(t — 1)] +

N - (5.6)
p2[g(t = 1) = Zi(t = D]},
donde p1 = ric1, p2 =r2c2 ¥
K = 1— 1 + 7\/|p2_4p|
p 2
Con p = p1 + p2 > 4. Al factor k se le conoce como coeficiente de
constriccion.
Convergencia

Para que el algoritmo PSO logre la convergencia en algtin punto o el fin
de su busqueda, se debe fijar un ntiimero méximo de iteraciones. Otro criterio
de término es mediante el cambio en las velocidades de todas las particulas.
Si el cambio tiende a cero significa que ninguna particula estd moviéndose
maés, por lo que se asegura que las particulas han alcanzado algin punto.

5.1.2. Topologia de vecindades

El parametro w y los coeficientes c1, o tienen el proposito de garantizar
la convergencia del algoritmo PSO si se implementan de acuerdo a los cri-
terios mencionados anteriormente. Sin embargo, esto no es suficiente para
incrementar la eficiencia del algoritmo en problemas més complejos donde
el espacio de busqueda sea amplio y multimodal. Este tipo de funciones,
al ser multimodales, constan de un gran namero de 6ptimos locales y la
exploraciéon del enjambre podria no abarcar todo el espacio y concentrarse
Unicamente en regiones locales. En este caso, la convergencia se podria dar
en una vecindad donde se halle la mejor de todas las posiciones de dicha
region. A cada particula se le asocia un conjunto de particulas vecinas y en
cada iteracion se comunica la mejor posiciéon sélo a este grupo de particulas
vecinas y posteriormente al resto de los conjuntos vecinos [80].

Es importante entonces, discutir la configuracién de las vecindades ya
que sus caracteristicas tienen un impacto en la dindmica del enjambre [53].
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Concepto de vecindad

Sea x; la i-ésima particula del enjambre S = {x1, z2,...,xx}. Se dice que
una vecindad de z; es el subconjunto:

B; =A{xn,, Tnys oy tn,} C D,

donde {ny,ng,...,ns} C {1,2,..., N} es el conjunto de indices de las vecin-
dades [80]. El estudio de la topologia esta fuertemente relacionado con el
concepto de vecindad, por lo que al estudio de las vecindades de cada par-
ticula se le conoce como topologia de vecindad. Las topologias de vecindad
pueden determinarse de dos maneras, la primera es por medio de los indices
de las particulas, esta forma no requiere de ningiin concepto de distancia. La
otra se determina de acuerdo con la distancia topolégica entre las particulas
considerando alguna métrica.

En este apartado nos enfocaremos en tres principales tipos de topolo-
gias de vecindad que se han estudiado, todas ellas consideran los indices de
las particulas sin ninguna informacion acerca de las distancias que hay en-
tre ellas para llevar a cabo la comunicacion y diversificacion del enjambre.
Utilizaremos como guia a |77].

= Topologia estrella: en este tipo de estructura, todas las particulas es-
tan intercomunicadas por lo que es posible que cada una de ellas pueda
comunicarse con el resto (ver imagen 5.1). En este caso, cada particula
estd atraida hacia la mejor solucién encontrada por el resto del en-
jambre. El algoritmo PSO implementado siguiendo esta topologia dio
lugar al gbest PSO. Es ttil y eficaz para problemas unimodales y ha
mostrado tener una rapida convergencia en comparaciéon con otras es-
tructuras topologicas. Sin embargo, es susceptible a que las particulas
queden atrapadas en minimo locales.

Figura 5.1: Ejemplo de la estructura de topologia estrella. Obtenido de [77].

= Topologfa anillo: cada particula puede comunicarse con su nimero n
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de vecinos mas cercanos. En la imagen 5.2 se tiene como ejemplo el
caso n = 2, por lo que cada particula se comunica con sus 2 vecinos
inmediatos, esto da lugar a que cada particula se mueva cerca de la
particula que haya encontrado la mejor posicion. La imagen mostrada
abajo tiene una forma circular, la ventaja de esta geometria es la de
abarcar la mayor cantidad de area a costa de una convergencia lenta.
El algoritmo PSO implementado siguiendo esta topologia dio lugar al
lbest PSO.

Figura 5.2: Ejemplo de la estructura de topologia anillo. Obtenido de [77].

= Topologia rueda: la estructura rueda consiste en que una particula, lla-
mada particula principal esté conectada al resto, tal como se observa
en la imagen 5.3. Esto permite que toda la informacion pase a través
de la particula principal y lo que hace esta particula es comparar los
resultados del resto de particulas vecinas y modificar su posicion hacia
una particula con mejor desempenio. Si la nueva posiciéon de la parti-
cula principal resulta en un mejor fitness se le comunicaré al resto de
particulas vecinas. La estructura rueda permite una propagaciéon lenta
del enjambre.

Figura 5.3: Ejemplo de la estructura de topologia rueda. Obtenido de [77].

Una de las razones por las que se prefiere utilizar vecindades basadas
en indices y no en distancias es que no es computacionalmente costoso. Por
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ejemplo, el calculo de la distancia Euclideana tiene complejidad O(n?) por
lo que el costo computacional incrementa si se quiere implementar para for-
mar vecindades entre todos los pares de particulas. Ademés de que ayuda a
promover la propagaciéon de informacién acerca de las mejores soluciones a
todas las particulas sin importar la posicion actual de las particulas [75].

5.1.3. Busqueda global y local
Global best

Para hallar la mejor posicion global (Global best), la vecindad de cada
particula es el enjambre entero (topologia estrella) y la ecuacion de velocidad
se sigue de (5.4). Los pasos para implementar este algoritmo pueden ser
deducidos de la seccién 5.1.1, sin embargo, en este apartado los escribiremos
explicitamente:

1. Inicializamos el enjambre de particulas P(t) considerando que la posi-
cion inicial #;(t) de cada particula P; es aleatoria en el hiperespacio.

2. Evaluamos la funciéon fitness F' en cada particula usando como para-
metro la posicion actual Z;(t) de dicha particula.

3. Si la funcion fitness es tal que F(Z;(t)) < pbest; entonces de manera
recurrente sucederd que pbest; = F(&;(t)) y la posicion pasara a ser:
Di = Ti(t)

4. Comparamos el fitness de cada particula con el promedio del mejor
valor anterior de la poblacién. Si el valor actual es mejor que el gbest,
se reajusta el gbest al valor del fitness de la particula actual [77]. Esto
es, F(Z;(t)) = gbest y la posicion § = Z;(t).

5. Cambiamos el vector velocidad para cada particula de acuerdo a la
ecuacion:

Gi(t) = vt - 1)‘+§1(ﬁi —#(t) (5.7)

+ p2(G — i (1)

6. Movemos cada particula a una nueva posicion usando la ecuacion (5.1),
con el cambio t =1t + 1.

7. Se regresa al paso 2 y se repite el proceso hasta obtener la convergencia.
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Algorithm 4 Algoritmo Global Best, obtenido de [75].

Require: inicializa: Tamano de la poblaciéon n. Namero maximo de itera-
ciones mazx__iter.

1: while not (condicién de término) do

2 fori= (1ton) do

3 Z; < inicializa la posicion de la i-ésima particula.
4 if f(Z;) < f(p;) then

o: D = &

6 end if

7 if f(pi) < f(g)) then

8 p; = g « establecer la mejor posicion global.
9: end if

10: end for

11: fori= (1ton) do

12: U; < inicializa la velocidad de la i-ésima particula usando 5.4.
13: fl(t) = fl(t — 1) +

14: end for

15: until se cumpla la condicién de término

Local Best

Para la busqueda local del algoritmo PSO (Local best) se definen pe-
quenias vecindades para cada particula (topologia anillo), intercambiando
informacién dentro de la vecindad, que se refleja en un conocimiento local
del espacio [75]. A diferencia de la busqueda global, la ecuacion de velocidad
para este algoritmo es:

i(t) =wii(t — 1) + ricr [pi(t — 1) — Tt — 1)] +
roca [Gi(t — 1) — &(t — 1),

donde el factor g; representa la mejor posiciéon encontrada por la vecindad
de la i-ésima particula. Es decir, la diferencia que hay entre las ecuaciones de
velocidad para la busqueda global (5.4) y local (5.8), esta en que la primera
no requiere del subindice i en ¢ mientras que la otra si. La mejor posicion g;
de una vecindad B; se define como [75]:

(5.8)

Gi(t) € (Bl F(Gi(t) = min{ f(#)}.V7 € B}
La diferencia principal entre el algoritmo Global best y el algoritmo Local
best estd en la manera en que cada particula se relaciona con el enjambre.
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En el global best, cada particula compara su fitness con el mejor fitness
hallado por alguna particula del enjambre, promoviendo la biisqueda cercana
a esa particula y por lo tanto, a ese valor. En el local best, cada particula
perteneciente a una vecindad compara su fitness con el resto de particulas
vecinas, esto da lugar a que en la implementacién de este algoritmo se deba
inicializar un nimero k de vecindades, que en su totalidad contengan a todas
las particulas, por lo que k debe ser menor que el ntimero de particulas
iniciadas [87].

Los pasos para la implementacion de este algoritmo se siguen de los
mostrados en 5.1.3, con la diferencia de que en los pasos 4 y 5 cambiemos
gbest por lbest y ¢ por g;.

Algorithm 5 Algoritmo Local Best, obtenido de [75].

Require: inicializa: Tamano de la poblaciéon n. Numero de vecindades k.
Nimero méximo de iteraciones max _iter.

1: while not (condiciéon de término) do

2 fori= (1ton) do

3 Z; + inicializa la posicion de la i-ésima particula.

4 if f(Z;) < f(p;) then

5: D = T;

6

7

8

9

end if
if f(pi) < f(gi)) then

—

p; = g; + establecer la mejor posicion de la vecindad.
: end if

10: end for

11: fori= (1ton) do

12: U; +— inicializa la velocidad de la i-ésima particula usando 5.8.
13: fz(t) = fz(t — 1) + v;
14: end for

15: until se cumpla la condicién de término

Mencionamos que tanto para la bisqueda local como la busqueda global,
la implementacién de topologia de vecindades es por medio de los indices de
particulas. Sin embargo, no hay que confundir este concepto con la vecindad
de una particula, las topologias de vecindad definen una estructura para que
la comuniacién de las particulas pueda diversificarse mientras que la vecindad
de una particula se puede definir de la siguiente manera: una particula P,
pertenece a la vecindad de una particula P, si
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|70 — @] <, (5.9)

donde ¥, y I representan las posiciones de las particulas y e representa
un numero apropiado mayor que cero. En algunos trabajos, como el de Su-
ganthan [88], la eleccion de € se considera a partir de:

. 3t + 0,6tmax
tmaaﬂ .

Considerando a t,,,4; como el nimero maximo de iteraciones. De esta ma-
nera, el tamano de las vecindades incrementan conforme aumenta el niimero
de iteraciones hasta que cada vecindad contenga a todas las particulas del
enjambre.

La ecuacion (5.9) muestra la utilidad de implementar una métrica que
calcule la distancia que hay entre una particula y los vecinos més cercanos
a ella para definir la estructura de su comuniacién.

5.1.4. ;Global best o Local best?

Hacer una comparacion entre las dos clases de algoritmos PSO, es hacer
una comparacion entre las topologias que ambas requieren para transmitir
la informacion de las particulas. En el articulo [89] se hace una revision de
distintos articulos que pusieron a prueba a los algoritmos PSO Global best
y PSO Local best a diferentes problemas de optimizacién, en su mayoria
se concluye que el algoritmo Global best converge prematuramente en 6p-
timos que no son los deseados. Se sugiere que la razén de esto es porque
la comunicacién entre las particulas se da tan rapido, que suelen atraerse
hacia una tdnica buena posicién. A diferencia del algoritmo Local best, cuya
convergencia es més lenta a costa de una mayor exploracion del espacio.

Sin embargo, en ese mismo articulo se hace un anélisis empirico entre
estos dos algoritmos, comparando cada uno de ellos con diferentes funciones
test y concluyendo que Global best puede converger mas lentamente que
Local best para menos de la mitad de las funciones test. Acerca de la precision
de soluciones, Global best proporcioné soluciones més precisas para tantas
funciones como hizo Local best. Por estas razones se considera que ninguno
de los algoritmos podria considerarse mejor que otro.

5.2. Implementacion de PSO en Python

Actualmente existen variaciones y modificaciones del algoritmo PSO, esto
conlleva que existan diferentes formas de implementarlo en distintos lengua-
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jes de programaciéon. Sin embargo, en este trabajo utilizaremos una libreria
de Python llamada PySwarms, cuya documentacion puede revisarse en [87].
Utilizar PySwarms facilita la implementacion del algoritmo PSO, ya que
cuenta con modulos para la visualizacion de funciones en 2 y 3 dimensiones,
también cuenta con diferentes topologias de vecindad (mencionadas en 5.1.2)
y la visualizacion del historial de coste (cost history) el cuél representa la
convergencia de las particulas hacia el 6ptimo a lo largo de las iteraciones.
Otra caracteristica importante es que el algoritmo PSO implementado en
PySwarms se puede poner a prueba por medio de las funciones test mul-
tidimensionales, sin embargo, se puede modificar esta libreria para definir
funciones test unidimensionales.

5.2.1. Funciones test

Debido a la necesidad de aplicar diferentes métodos mateméticos o al-
goritmos encargados de encontrar el 6ptimo global de funciones objetivo, es
importante considerar los diferentes retos que deben superar estos métodos
de optimizacién. En general, en problemas del mundo real, los problemas de
optimizaciéon son multimodales, esto quiere decir que en una regiéon dada de
la funcién pueden existir muchos éptimos locales. Las funciones multimoda-
les funcionan como un filtro para varios algoritmos de optimizacién ya que
varios de ellos fracasan al momento de buscar un 6ptimo global, y es por esa
razén que se consideran como funciones test, sin embargo las funciones test
pueden tener otras caracteristicas como no suavidad y discontinuidades.

Este tipo de funciones marcan una bandera roja o verde para muchos
métodos de optimizaciéon debido a que varios de ellos no son capaces de
lograr resolver el problema de manera eficaz. Por lo tanto, considerando las
caracteristicas necesarias que deben afrentar los algoritmos de optimizacion,
se clasificaron ciertas funciones de optimizacién segin sus caracteristicas y
formas especificas [90]. Las funciones test han sido ampliamente estudiadas,
por lo que son bien conocidos el valor del éptimo global y la posicién de este.
En esta secciéon pondremos a prueba al algoritmo PSO con funciones test
1-dimensional y 2-dimensional.

Funciones unidimensionales

Primeramente, utilizaremos PySwarms para optimizar cuatro funciones
unidimensionales usando el algoritmo Global Best, posteriormente haremos
lo mismo usando el algoritmo Local Best y compararemos los resultados de la
busqueda. La elecciéon de la topologia se escogera de acuerdo a lo mencionado
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en la seccion 5.1.2, donde se recomienda usar la topologia estrella para Global
Best y la topologia anillo para Local Best, de hecho PySwarms considera esto
en la implementacién de cada uno de los algoritmos. Por otro lado, la elecciéon
de los parametros del algoritmo se seguiran de los criterios mencionados en
la seccién 5.1.1.

A continuacién definimos las cuatro funciones test unidimensionales y
sus graficas se muestran en la imagen 5.4.

filz) = z2.

Con 6ptimo global en x* = 0 y valor fi(z*) = 0.

fa(x) = sin(z) + sin((10/3)x).

Con 6ptimo global en z* = 5,14735 y valor fao(x*) = —1,9.

2—x, siz<l1.

2 .
f3($):{ 9, sixz > 1,

Con 6ptimo global en x* =1 y valor f3(z*) = 1.

fa(z) = (z + (randn - 0,3z))>.

Con 6ptimo global en z* = 0 y valor f4(z*) = 0.
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Figura 5.4: Funciones test unidimensionales. La recta vertical roja senala la
posicién donde se encuentra el 6ptimo global.

Resultados Global best y Local best para funciones unidimensio-
nales

En las tablas 5.1 y 5.2 mostraremos respectivamente los parametros de-
finidos para la implementaciéon Global best y Local best de PySwarms, y en
la tabla 5.3 mostramos los resultados obtenidos de cada algoritmo.

Para el algoritmo Local best, PySwarms tiene la opcién de escoger un tipo
de distancia, a saber, la distancia valor absoluto o la distancia Euclideana.
Por lo tanto, el algoritmo Local best requiere de 2 parametros extra que el
Global best, estos son: k que representa el niimero de vecindades y p, que
representa el tipo de distancia (p = 1 para valor absoluto y p = 2 para
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Global best. Topologia estrella.

Funcién | ¢; | ¢ w | Iteraciones | Particulas
fi(x) 0.3]05 |04 20 10
fa(x) 0.71031]09 30 90
f3(x) 0.21]0.7|0.7 20 25
fa(x) 0.51051]09 15 55
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Cuadro 5.1: Parametros algoritmo Global best para optimizar funciones test

1D.

Local best. Topologia anillo.

Funcién | ¢ | c2 | w | Iteraciones | Particulas | Vecindades (k) | Distancia (p)
fi(x) 102[05]05 30 20 5 Euclideana
fo(x) 108(0.3]05 112 20 10 Euclideana
fa(x) 10410907 33 10 7 Valor absoluto
fa(x) 10.810.3]09 50 10 5 Valor absoluto

Cuadro 5.2: Parametros algoritmo Local best para optimizar funciones test
1D.

distancia Euclideana).

Los resultados mostrados en la tabla 5.3, nos muestran que el algoritmo
PSO es eficaz en hallar el 6ptimo global para funciones suaves y convexas
como fi, asi como de funciones multimodales (f2), no suaves (f3) y una com-
binacion de ambas (f4). Ademas, se puede apreciar que, al menos para esta
clase de funciones, no hay gran diferencia entre usar los algoritmos Global
best o Local best, ya que los resultados son muy aproximados entre si, y en
algunos casos ambos algoritmos hallan el mismo fitness y la misma posiciéon
de este. La diferencia principal entre estos algoritmos radica principalmente
en la eleccién de iteraciones y ntmero de particulas. Por ejemplo, el algo-
ritmo Local best requiere de un menor niimero de particulas, pero de mas
iteraciones a diferencia del Global best, esto va de la mano conque su con-
vergencia, debido a la estructura topologica que define este algoritmo, sea
maés lenta.

Una comparacion visual entre estos dos algoritmos se muestra en la fi-
gura 5.5, donde se graficaron los historiales de costo utilizando el moddulo
cost_history de Pyswarms.
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Resultados Global best vs Local best.

Funcion | Algoritmo | Mejor posicion | Mejor fitness
fi(z) | Global best | -6.0493 x107° | 3.6594 x10~1!
Local best | 6.1944 x1075 | 3.8371 x10~ !
fa(x) | Global best 5.1461 -1.8996
Local best 5.1457 -1.8996
fa(x) | Global best 0.9999 1.0000
Local best 0.9999 1.0000
f1(x) | Global best 0.1293 7.9225 x10~7
Local best 0.0789 2.07564x107°

Cuadro 5.3: Resultados obtenidos del algoritmo Global best y Local best
implementados en PySwarms para las 4 funciones test 1D.

Funciones multidimensionales

Una vez probado el algoritmo PSO en funciones unidimensionales es na-
tural probar dicho algoritmo en funciones de prueba de mas dimensiones.
Este tipo de funciones son por lo general mayormente utilizadas para pro-
bar los diversos algoritmos de optimizacién debido a que su complejidad es
mucho mayor que con las funciones test unidimensionales por lo que, si un
algoritmo es capaz de encontrar el 6ptimo de una o méas funciones de es-
te tipo, seria un buen candidato para usarlo en problemas de optimizacion
aplicados a problemas reales.

Particularmente, las funciones test 2-dimensionales también tienen un
caracter visual muy importante, ya que al ser funciones del tipo z = f(z,y),
sus gréaficas se representan como superficies en un espacio 3-Dimensional y
de esta manera es visualmente intuitivo encontrar el 6ptimo global, e incluso
representarlas como curvas de nivel o mapas de calor, lo que ayudaria a
representar los 6ptimos locales y/o globales como colinas o valles.

Para esta clase de funciones también haremos una comparacion entre los
algoritmos Global best y Local best PSO, con el fin de intentar hallar una
diferencia atin mas significativa en cuanto a precision y convergencia de los
dos algoritmos, y con ello obtener nuestra propia conclusién en cuanto a
qué algoritmo puede ser el mas adecuado para nuestro proposito, el cuél es
minimizar la x? de diferentes modelos cosmolégicos.

Escogeremos 3 funciones multidimensionales de diferente complejidad ca-
da una (ver imagen 5.6), las cuales son:
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f5(x) = a® + ¢,
Con 6ptimo global en x* = (0,0) y valor f5(x*) = 0.

fs(x) = — cos(x) - cos(y) exp(— (@ — )% — (y - 7)?).

Con 6ptimo global en x* = (7, 7) y valor fg(x*) = —1.

fr(x) = 20 + (2% — 10 cos(27z) + > — 10 cos(27y)).
Con 6ptimo global en x* = (0,0) y valor f7(x*) =0.

Grafico de la funcion Rastrigin

Grafico de la funcion Easom

Graéfico de la funcion Sphere

70
60

S8 8y

10

S 4 6

Figura 5.6: Funciones test 2-dimensionales.
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Global best. Topologia estrella.

Funcién | ¢ | e¢9 w | Iteraciones | Particulas
Sphere | 0.3 | 0.6 | 0.7 60 30
Easom | 0.3 0.9 0.9 73 20

Rastrigin | 0.8 | 0.4 | 0.9 150 50

Cuadro 5.4: Parametros del algoritmo Global best para optimizar funciones

test 2D.
Local best. Topologia anillo.
Funcion | ¢; | ¢ | w | Iteraciones | Particulas | Vecindades (k) | Distancia (p)
Sphere | 0.3 | 0.6 | 0.7 30 20 5 Euclideana
Easom | 0.5 ] 0.8 | 0.7 45 30 9 Valor absoluto
Rastrigin | 0.8 | 0.4 | 0.7 200 45 15 Euclideana

Cuadro 5.5: Parametros del algoritmo Local best para optimizar funciones

2D.

Resultados Global best y Local best para funciones 2-dimensionales

Al igual que en el caso de las funciones test unidimensionales, mostra-
remos en las tablas 5.4 y 5.5 los parametros utilizados para cada funciéon y
algoritmo respectivamente, posteriormente, en la tabla 5.6 mostraremos el
resultado de la mejor posicién y mejor fitness obtenido.

La tabla 5.6 muestra, de igual manera que el algoritmo PSO es eficaz en
hallar el 6ptimo global de cada una de las funciones test 2-dimensiones. Puede
notarse que para una funcién unimodal convexa, como la funcién Sphere,

Resultados Global best vs Local best.

Funcion | Algoritmo Mejor posicién Mejor fitness
Sphere Gbest (5.5544 x10~7,6.3143 x10~7) | 7.0611 x10~13
Lbest (0.0003,-0.0003) 1.9899 <107
Easom Gbest (3.1441,3.1416) -0.9999
Lbest (3.1416,3.1415) -0.9999
Rastrigin | Gbest | (-4.3188 x1076,3.0282 x10=°) | 1.8563 x10~"
Lbest (-3.2772 x1077,6.3069 x10~?) 0

Cuadro 5.6: Resultados obtenidos del algoritmo Global best y Local best
para funciones 2D utilizando PySwarms.
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la precision es mayor utilizando Global best, mientras que para una funciéon
multimodal como la funcién Rastrigin se tiene una mejor precision utilizando
Local best. Respecto a las posiciones halladas tanto en x como en y, también
se tiene una mayor precision en la funcién Sphere utilizando Global best,
mientras que para el resto de funciones es mejor con Local best. Aunque en
algunos casos, la precision del resultado de mejor fitness difiere en algunos
6rdenes de magnitud, el resultado general sigue siendo bastante 6éptimo a lo
requerido, por ejemplo, si el mejor fitness para la funcion Rastrigin f7(x*)
es igual a cero, y el algoritmo Local best fue capaz de hallar este valor pero
Global best hall6 un valor proporcional a 10~7, podriamos considerar ambos
resultados como validos y tener en cuenta entonces otros factores como el
tiempo de convergencia para escoger qué algoritmo conviene utilizar. Por
supuesto, hay problemas donde se requiere una mayor precision, es decir,
que los 6rdenes de magnitud del fitness sea mayor que en otros problemas
donde puede que un orden de magnitud pequeno sea suficiente, por lo que
la eleccion del algoritmo PSO Global best o Local best dependera de las
caracteristicas del problema.

También podemos destacar que el niimero de iteraciones y particulas im-
plementadas son mayores para esta clase de funciones que para las funciones
unidimensionales, sin embargo, no se presenté ninguna complicacién durante
la ejecucion de PySwarms para la optimizacion de funciones 2D. A continua-
cion presentamos una comparacion visual (ver imagen 5.8) de los historiales
de costo de cada algoritmo para cada funcién. Como mencionamos anterior-
mente, PySwarms permite visualizar el movimiento de las particulas sobre
la funcién objetivo, en este caso, la imagen 5.7 ejemplifica esto, mostrando
el movimiento de las particulas sobre la funcién Rastrigin.

La manera en que escogimos los pardmetros de diseno para hallar los
optimos globales de las funciones test se siguieron de acuerdo a la forma
de su grafica. Esto nos dio una idea de como deberia ser ¢; respecto a co
y viceversa. Por otro lado, la elecciéon de w también esté inspirada de su
grafica, por ejemplo, para funciones complejas, el valor de este valor era
méas grande que para funciones més sencillas. Para el caso particular del
algoritmo Local best, se siguieron los mismos criterios de los parametros cy,
c2 v w, sin embargo, la elecciéon del ntmero de vecindades fue tal, que sea
menor al nimero de particulas. Estas funciones nos ayudan a explorar una
manera de elegir los parametros de disefio con base en sus caracteristicas
geométricas, y como resultado de ello, obtuvimos valores precisos del 6ptimo
teodrico que tiene cada funcién. Notamos también que, asumiendo un nimero
de particulas e iteraciones adecuados al problema, y mientras se cumplan
las condiciones que tienen c¢; y c¢o para cada funcion, los valores del 6ptimo
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no divergiran de la vecindad donde se encuentra el 6ptimo global teérico.
Lo que podria cambiar en este caso son otros aspectos como el tiempo de
convergencia. Esto significa que dados otros valores de ¢; o co, los valores
hallados deben ser cercanos al 6ptimo.

Figura 5.7: De izquierda a derecha: particulas de enjambre moviéndose a
través de la funcidon Rastrigin hasta alcanzar el valor de mejor fitness marcado
con una X.

5.2.2. Datos sintéticos para una recta

Ya que hemos aplicado el algoritmo PSO a funciones de una y mas di-
mensiones, procedemos a aplicarlo a un conjunto de datos sintéticos, es decir,
datos que podemos generar nosotros mismos y que pueden imitar ciertos com-
portamientos. En este caso, generamos una recta (y = maz +b) de 30 puntos,
y a cada punto le asociamos ruido con el fin de emular datos dispersados.
El proposito de este test es minimizar la funcién x? de la recta para hallar
los valores de la pendiente m y la ordenada al origen b que logren el mejor
ajuste de los datos.

La funciéon x? en este ejemplo se expresa como sigue:

30 2
2 [(mx + b)teo - ydatai]
X = Z ) )
i=1 i
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donde o representa la desviacion estandar, en este caso, el ruido asociado a
los datos, ygata representa el conjunto de 30 puntos de los datos sintéticos y
la expresion (mx + b)teo representa la recta teorica, es decir, nuestro modelo.
La funcion x? depende de los parametros m y b, por lo que al minimizar
esta funciéon, podremos hallar los valores de m y b donde se halle el minimo
y con ellos, los valores més 6ptimos de los pardmetros para obtener el mejor
ajuste.

Para inicializar con los datos sintéticos, generamos una recta de 30 pun-
tos, cuya ecuacion es de la forma y = 2x + 7, donde m = 2 y b = 7. Sin
embargo, para que esta recta pueda considerarse como datos sintéticos, nece-
sitamos generar ruido aleatoriamente a cada punto de la recta. El resultado
de esto se puede ver en la imagen 5.9 junto con las barras de error en cada
punto.

Datos sintéticos

N Wt
40 1 + '

b |
20+++*++++'

10 4

Figura 5.9: Datos sintéticos de una recta, con errores asociados a cada punto.

Debido al ruido asociado a los datos, la recta que mejor se ajuste a ellos
ya no serd la implementada originalmente, por lo que procedemos a utilizar
PySwarms para optimizar la funcion (5.2.2) y hallar los valores 6ptimos de
m y b. Para llevar a cabo la optimizacion, utilizaremos el algoritmo Global
best, ya que de los resultados anteriores vemos que la diferencia entre este
algoritmo y el algoritmo Local best ha sido, por el momento, insignificante.
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A diferencia de los ejemplos anteriores, en este caso (y en adelante) conside-
raremos un parametro extra en el algoritmo PSO que también se encuentra
implementado en PySwarms. Este nuevo parametro conocido como bounds
se encarga de acotar el espacio de busqueda.

Para tener una idea de cémo elegir los pardmetros del algoritmo PSO,
podemos graficar la funcién x? y saber si es unimodal, multimodal, o si tiene
alguna otra caracteristica que nos de informacién para la eleccién adecuada
de pardmetros. Lo tnico que sabemos por el momento es que la funcién es
continua y 2-dimensional.

Gréfica de la funcion y? para la recta

350
300
2508
o
200%
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Figura 5.10: Grafico de la funciéon 5.2.2; en el espacio de pardmetros.

La figura 5.10 nos ayuda a visualizar que la funcién es unimodal, por lo
que, en primera instancia podriamos utilizar unos coeficientes de aceleracion
similares a los de la funcién Sphere.

En la tabla 5.7 se muestran los parametros implementados en PySwarms
para optimizar la funciéon (5.2.2).

Como resultado, obtenemos que las mejores posiciones donde se halla el
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Parametros del algoritmo PSO para la funcién 2.

Funcién ¢;  ¢9 w  Iteraciones Particulas Limites
x> 04 0.6 0.9 70 100 [-10,10] x [—10, 10]

Cuadro 5.7: Parametros del algoritmo Global best PSO, para optimizar la
funcion x2.

mejor fitness son: (m, b)=(2.06,6.06). El mejor fitness, es: x2. =28.60. Con
estos resultados podemos mostrar una vez mas el historial de costo y también,
sustituyendo los resultados hallados de m y b, podemos graficar la recta
y =2.062+6.06. Estas graficas se muestran en la figura 5.11. Si bien la funcién
x? es unimodal, requiere de un mayor ntimero de iteraciones y particulas que
la funcién Sphere y Easom, esto puede deberse a que consideramos un rango
de bsqueda méas amplio. Por otro lado, también vemos que los parametros de
aceleracion y el peso de inercia no difieren significativamente a las funciones
anteriores.

Este test nos permite tener una idea mas clara de cémo seré el proceso
para optimizar la funcién y? con los datos cosmolégicos mencionados en la
seccion 2.8. Ademas, los resultados de las diferentes pruebas realizadas en
esta seccion nos podran ayudar bastante en la eleccién de los parametros
del algoritmo PSO. Hasta el momento, algo con lo que podemos concluir
para la siguiente seccién es que tanto el algoritmo Global best PSO como
el algoritmo Local best PSO son eficaces en minimizar las funciones, por lo
que utilizaremos en principio el algoritmo Global best, y especificaremos con
base en nuestro anélisis, si es necesario el uso del algoritmo Local best.

En el ejemplo de los datos sintéticos, al igual que en las funciones test
analiticas, nos fiamos de la grafica de la funcién x? para la eleccion de paré-
metros, pero al tener datos dispersos, el ntimero de particulas implementadas
fue mayor que en el caso de las funciones 2-dimensionales. La eleccion de ¢q
y ¢2, se escogié de tal manera que dada la condicion ¢ > ¢; (para funciones
unimodales), no arroje valores que diverjan del 6ptimo. Los coeficientes de
aceleracion especificos mostrados en la tabla 5.7 fueron con los que se hallo
la x? mas pequeila, sin embargo, otra eleccion de estos parametros, consi-
derando el mismo nimero de iteraciones, particulas y peso de inercia, dan
resultados similares.
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(Global best: historial de costo de fa funcidn fi(x)

(a) Historial de costo Gbest para f.

Global best: historial de costo de fa funcidn f(x)

(c) Historial de costo Gbest para f.

Giobal best: historial de costo de la funcion fix)

(e) Historial de costo Gbest para f3

y (Global best: historial de costo de fa funcidn f(x)

(g) Historial de costo Gbest para f4

(d) Historial de costo Lbest para f.

Local best: historial de costo de fa funcidn f;0x)

(h) Historial de costo Lbest para f4.

Figura 5.5: Comparaciéon de los historiales de costo para funciones test uni-

dimensionales.
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Global best: historial de costo de la funcién Sphere Local best: historial de costo de la funcién Sphere
— st co7 — Costo
L\R 001

(a) Historial de costo Gbest para Sphere.  (b) Historial de costo Lbest para Sphere.

Global best: historial de costo de la funcién Easom Local best: historial de costo de la funcién Easom
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(c) Historial de costo Gbest para Easom. (d) Historial de costo Lbest para Easom.

Global best: historial de costo de la funcion Rastrigin Local best: historial de costo de fa funcion Rastrigin
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(e) Historial de costo Gbest para Rastrigin. (f) Historial de costo Lbest para Rastrigin

Figura 5.8: Comparacion de los historiales de costo para funciones test 2-
dimensionales.
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Recta que mejor se ajusta a los datos
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40 4
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(a) Recta que mejor se ajusta a los datos sintéticos utilizando los resulta-
dos de PSO, m=2.06 y b=6.06.

Historial de costo de la funcién x?

= Costo

Costo

40 4
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b) Historial de costo de la funcién x2 a lo largo de 70 iteraciones.
X g

Figura 5.11: Resultados de la optimizacion.



6 Resultados

Los resultados de este trabajo se pueden dividir en dos categorias: re-
sultados de la estimacion de parametros para cada modelo y resultados del
mejor modelo con base en los criterios AIC y BIC. A su vez, los resultados
de la estimacién de parametros se obtienen de cada uno de los conjuntos de
datos utilizados y para cada modelo. Iniciaremos este capitulo con los datos
de Crondmetros cosmicos debido a su relativa sencillez, ya que estos datos
relacionan el parametro de Hubble H(z) con z de manera directa, por lo que
la funciéon y? a optimizar se puede definir facilmente. Posteriormente, usa-
remos los datos de Supernovas que requieren de un tratamiento ligeramente
mas complicado al momento de definir la funcién x? debido a la integral de
la distancia de luminosidad Dy,.

6.0.1. Datos de cronémetros Cosmicos

Este conjunto de datos consta de 26 mediciones del parametro de Hubble,
tal como se muestra en la figura 2.5 . Las barras de error asociadas en cada
punto representan la desviaciéon estandar en nuestra formula para y2. Por lo
tanto, para la estimacién de pardmetros, consideramos directamente como
nuestro modelo teorico a las ecuaciones de Friedmann (2.29), (2.30) y (2.34)
asociadas a cada modelo.

Modelo ACDM

El modelo més sencillo, es decir, el que consta de menos parametros es
el modelo ACDM, donde utilizamos la ecuacion de Friedmann (2.29) y los
datos de Crondémetros Cosmicos para definir nuestra funciéon a optimizar.
Los datos tedricos los representamos por:

H(2)ieo = Hoy/Qmo(1+ 2 + (1~ Q). (6.1)

Por lo que, la funcién x? queda como:

81
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Caso 1.Parametros del algoritmo PSO para la funcién X?\CDM'
Funciéon ¢; ¢ w  Iteraciones Particulas Limites
X?&CDM 04 0.8 0.9 30 100 [0, 1]

Cuadro 6.1: Parametros de disefio para optimizar la funciéon X?\CDM, consi-
derando que Hy=67.4.

26 . 5 2
XAcDM = Z H(Zreo UgH( Jobs) (6.2)
i=1 i

Dado que este modelo solo consta de dos pardmetros a estimar, podemos
hacer una sencilla comparacion entre hallar €2, o dejando a Hj fijo, o hallar
ambos valores variables. Por ejemplo, si fijamos Hy de acuerdo a (2.16), el
algoritmo PSO estimaré un valor para €2, 0. Posteriormente, si consideramos
a Hp como otro parametro a estimar, esperariamos que el valor de 2, o no
diverja tanto del primer valor hallado.

Caso 1. Para este primer resultado consideramos que Hj tiene un valor
de 67.4, correspondiente a un analisis reciente de la misiéon Planck. Como el
problema de optimizacion solo consta de un parametro, podemos graficar la
funcién (6.2), con valores de 0 a 1 para el parametro €2,, g. Cabe resaltar que
para la optimizacién no se definié ningtn vector de valores para el parame-
tro de densidad, ya que el algoritmo se encarga precisamente de buscar en el
espacio de parametros el valor donde se halle el minimo de y2, sin embargo,
para el grafico es necesario hacerlo. La imagen 6.1 muestra la funcién a opti-
mizar junto con los resultados obtenidos. Vemos que la grafica es unimodal
convexa, por lo que los pardmetros elegidos pueden considerarse analogos a
los de la funcién fi(z) = 22, estos pardmetros se muestran en la tabla 6.1.

Como se observa en la figura 6.1, los resultados son:

= Kl mejor fitness, es decir, el minimo de X12XCDM es: 14.461.

» La mejor posicion, es decir, el valor de €2, 9 que minimiza la funciéon
fitness es: 0.332.

» Recordando que Q49 =1 — €, 0, obtenemos que €25 o—0.668.

Este valor de X?\CDM fue el valor méas pequeno hallado en una serie de 10
ejecuciones del programa, este método implica que podemos hallar un pro-
medio y una desviacion estandar de las cantidad x? y Q0. Estos resultados
se pueden observar en el apéndice D.
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Gréafico de la funcién y? con Ho = 67.4
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Figura 6.1: Parametro €,, vs x2. Modelo ACDM usando los datos de crono-
metros césmicos y una constante de Hubble fija, Hy=67.4. Las lineas puntea-
das en rojo senalan la posiciéon del 6ptimo y sus coordenadas en color verde.

El resultado de €2, entra dentro de la incertidumbre de los resultados
hallados en los articulos [91] y [92].

Caso 2. Para esta situacion, el propésito es estimar los parametros Hy
y .0, por lo que la funcién fitness X?XCDM consta de dos variables, es decir
que el espacio de pardmetros es 2-dimensional, pero como vimos en la seccién
anterior, el algoritmo PSO puede hallar el 6ptimo para esta clase de funciones
sin mayor problema.

Las consideraciones ahora son diferentes, en primer lugar la busqueda
de las particulas se hara en el rectangulo [60,80] x [0, 1], donde el intervalo
[60, 80] representa un limite inferior y superior para el parametro de Hubble.
Por otro lado, hemos mencionado anteriormente que una ventaja de los al-
goritmos bio-inspirados, es que pueden hallar el minimo de una funcién sin
conocer ciertas caracteristicas, como su forma o geometria. Es importante
tener esto en cuenta, ya que para funciones que dependen de més de dos
parametros, sus graficas no pueden llevarse a cabo, y la eleccion de los para-
metros de PSO no se siguen tan facilmente como lo fue con las funciones test.
Es por ello, que en este caso no graficaremos la funcién fitness, en su lugar,
seguiremos los pasos mostrados en el apéndice C, que de manera resumida,
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Caso 2.Parametros del algoritmo PSO para la funcion X?\CDM'
Funciéon ¢ ¢ w Iteraciones Particulas Limites
X?&CDM 09 03 1 950 600 [60, 80] x [0, 1]

Cuadro 6.2: Parametros de disefio para optimizar la funciéon X?\CDM, consi-
derando que Hy no es fija.

consta de fijar primero el nimero de iteraciones, el nimero de particulas y
el peso de inercia w para asegurar una buena exploraciéon del enjambre. Una
vez hallados y fijados estos valores, se espera que con cualquier combinacién
de los parametros c; y co, los resultados 6ptimos de la funcién fitness no
diverjan entre si.

Los pardmetros de disenio que dieron los resultados de X%\CDM mas 6p-
timos se encuentran en la tabla 6.2. Esto dio como resultado los siguientes
valores de los parametros del modelo ACDM y de la funcién fitness x?:

» El mejor fitness fue: x? =14.395.

» Las mejores posiciones halladas fueron: Hyp=68.187 y €, 0—0.318.

» Considerando el valor de €2;, ¢, obtenemos que el valor de €24 ¢ es: 0.682.

En esta segunda situacion, el valor de 2, ¢ tiene un valor que entra den-
tro de la incertidumbre del valor obtenido en [|27], a diferencia del primer
caso. Por otro lado, el valor de Hy se encuentra entre los valores intermedios
hallados en la literatura, tal como se mencioné en la seccién 2.4, particular-
mente, es comparable con lo que se estimé en [29] y [30].

Finalmente, en la imagen 6.2 se muestra el ajuste del modelo ACDM a
los datos de Cronémetros Cosmicos considerando el caso en que Hy es fijo y
variable. En ella puede observarse que el ajuste entre estos dos casos pare-
cen ser muy similares, ya que cuando el redshift es muy pequeno las rectas
se sobreponen, sin embargo, conforme aumenta, puede verse una pequenia
diferencia entre ambos ajustes.
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250 A
—— Hp=67.4, Om,0=0.332
—— Hp=68.187,Qm,0=0.318
200 A
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Figura 6.2: Ajuste de los datos utilizando el modelo ACDM, utilizando los
parametros hallados por PSO. La linea verde muestra el ajuste considerando
el caso 1 y la linea negra muestra el ajuste considerando el caso 2.

Modelo wCDM

El siguiente modelo a estimar sus parametros es el modelo wCDM, que
consta de un pardmetro extra: wg. Este parametro es tal que se ajuste a
los datos observacionales. Los parametros a estimar son Ho, 2, 0 y wo. Este
ultimo parametro se considera como un parametro libre, por lo que, siguiendo
el articulo [11], consideraremos que el valor estd en un intervalo [-2,0]. Es
claro que su valor no puede alejarse mucho del propuesto en ACDM (w=-1)
debido a que las observaciones atn tienen varias concordancias con el modelo
anterior.

La funcion a optimizar (x2py) es totalmente andloga a la mostrada en
la ecuacion (6.2). La unica diferencia es que H(z)teo €sté expresada, a partir
de la ecuacion (2.30), como:

H(2)1eo = Hopf Quno(1+2)* + (1 = Qo) (14 2)30+0). (6.3)

Los limites del resto de parametros Hy y €2, 0, permaneceran igual que
en el caso anterior, por lo que la optimizacion se hard en el rectangulo 3-
dimensional [60,80] x [0,1] x [—2,0]. Para este modelo, uno ya no puede
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Parametros del algoritmo PSO para la funcién XZ)CDM'

Funciéon ¢ ¢ w Iteraciones Particulas Limites

Copy 06 09 1 1200 1000 [60,80] x [0, 1] x [~2, 0]

Cuadro 6.3: Parametros de diseno seleccionados para optimizar la funcion

2
XACDM*

ayudarse de la grafica de la funcién a optimizar para la eleccién de los pa-
rametros de PSO. Sin embargo, como la dimension ha aumentado, es reco-
mendable aumentar el nimero de particulas para una mejor exploraciéon. La
eleccion de los coeficientes de aceleracion, asi como del ntimero de particu-
las e iteraciones se hizo de manera anéloga al caso 2 del modelo ACDM,
siguiendo el apéndice C.

Los parametros de disefio seleccionados para este modelo se muestran
en la tabla 6.3. Se puede observar que el nimero de particulas e iteraciones
tuvieron que aumentar, mientras que el peso de inercia se mantuvo igual.
La razén por la que el parametro w no cambid, es que si lo considerabamos
menor a 1, debiamos aumentar en casi el doble el nimero de iteraciones
(2000), y definir méas particulas (1500) que las mostradas en la tabla 6.3. De
no hacer esto, los valores de XZCDM difieren mucho del 6ptimo, ya que los
resultados (para distintas ejecuciones del programa) rondaban entre 14 y 19.
Sin embargo, elegir un mayor ntmero de iteraciones implica considerar un
mayor tiempo de convergencia. Por otro lado, si elegiamos w > 1, a costa
de disminuir el niimero de iteraciones o particulas, obtenfamos valores de la
funcion fitness que rondaban entre 14 y 16, lo cual es una mejora al caso
anterior, pero sigue siendo mayor a los resultados obtenidos con nuestros
pardmetros de diseno, esto puede verse en el apéndice D.

Los parametros estimados del modelo wCDM y de la funcién fitness son
los siguientes:

= El mejor fitness fue: x? =14.226.
» Las mejores posiciones fueron: Hyp—=70.895, €, 0—0.326 y wo =-1.285.

» Considerando el valor de §2,, o, obtenemos que el valor de €24 o es: 0.674.

El valor estimado de Hy se encuentra dentro de la incertidumbre de
[31], mientras que el valor del parametro de densidad de materia €2, o tiene
un valor mayor que en la situacién pasada, sin embargo entra dentro de la
incertidumbre de lo reportado en [93] y [92]. Por otro lado, el parametro libre
wp tiene un valor menor a —1. Existen restricciones acerca del valor wg, en
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Parametros del algoritmo PSO para la funciéon X%PL'

Funcién ¢ ¢ w Iteraciones Particulas Limites

XZp, 08 06 1 1370 1100 [60,80] x [0,1] X [=2,0] x [-2,2]

Cuadro 6.4: Parametros de diseno seleccionados para optimizar la funcion

2
XCPL-

particular que wp debe tomar un valor entre —1 y —1/3 para considerar que
el universo se expande aceleradamente en la actualidad. Sin embargo hay
modelos que permiten un valor de wy < —1, tal como los modelos de energia
oscura fantasma [6].

Modelo CPL

El modelo CPL consta de estimar 4 parametros: Hg, €2, 0, wo ¥ Wa, donde
los dltimos 2 pardmetros se consideran parametros libres, wg lo volvemos
a considerar en un intervalo [—2,0] y w, en el intervalo [—2,2] siguiendo
nuevamente el articulo [11]. En este caso, de acuerdo a la ecuacion (6.2), el
modelo tedrico esta descrito por:

H(2)teo = Hg\/Qm,g(l +2)3 + (1 = Qo) (1 + 2)3(Hwotwa) - exp <_13_(:‘;Z>

(6.4)

La bisqueda del enjambre debe establecerse en el rectangulo 4-dimensional
[60,80] x [0, 1] x [—2,0] x [—2,2], al aumentar en una dimension el espacio
de parametros, esperamos que al igual que en el caso anterior, el niimero de
iteraciones y /o particulas también aumente. Durante la eleccion de los para-
metros PSO, notamos que al incrementar en 100 el nimero de particulas y
170 el de iteraciones respecto a la tabla 6.3, los valores 6ptimos de la funciéon
fitness (X%PL) no divergian en gran cantidad al implementar valores aleato-
rios de ¢1 y ca. Con este ajuste, los valores 6ptimos rondaban entre 14 y 15,
esto concuerda con lo esperado para este modelo. Finalmente, de acuerdo
al criterio de seleccion de parametros obtuvimos el siguiente resultados (ver
tabla 6.4):

A continuacién mostramos los parametros estimados:

= El mejor fitness fue: x? =14.153.

» Las mejores posiciones fueron: Ho=71.787, €2, 0=0.300, wg =-1.391 y
we=0.923.
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= Considerando el valor de {2, o, obtenemos que el valor de £24 o es: 0.700.

Podemos notar que con este modelo obtuvimos el valor mas alto de Hy,
sin embargo, sigue siendo un valor intermedio entre los resultados de [31] y
[28]. Por otro lado, Q,, o tiene un valor intermedio respecto a los resultados
de los modelos anteriores y se corresponde més con lo obtenido en [30].

De lo mencionado en la seccion 2.5.3, podriamos esperar que el valor de
w, sea lo suficientemente pequeno para que a dia de hoy w =~ wy. Sin embargo,
en nuestros resultados obtuvimos un valor cercano a uno, esto difiere de la
prediccion teorica y de lo obtenido en algunos articulos, como en [11] y [94].
Sin embargo, en estos trabajos la estimacion de parametros del modelo CPL
considera datos conjuntos y no un conjunto de datos individual como en este
caso. Veremos mas adelante los valores estimados de wg y w, considerando
supernovas y datos CC+SNIla para un analisis mas detallado.

Podemos verificar visualmente de la grafica 6.3, que con los pardmetros
estimados para cada uno de los diferentes modelos se obtiene un ajuste ade-
cuado a los datos de cronémetros césmicos.

250 A
—— Hp=67.4, Qm,0=0.332
—— Hp=68.187,Qm,0=0.318
— wCDM
200+ CPL
[ ]
150 +
N
I
100 4
50 A

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00
z

Figura 6.3: Ajuste a los datos de Cronémetros Cosmico utilizando el caso 1
y 2 del modelo ACDM, y los modelos wCDM y CPL.

De la gréafica anterior podemos ver que, aunque los valores estimados de
wo v wg del modelo CPL no son los previstos tedricamente, éste se ajusta de
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manera muy similar a otros modelos, como el ACDM, cuyos valores de los
parametros concuerdan con en el de otros trabajos citados anteriormente.

6.0.2. Datos de Supernovas

Los datos de supernovas nos permiten hacer una estimaciéon de parédme-
tros cosmologicos por medio de la distancia de luminosidad Dy, (ecuacion
2.51), esto nos permite definir el moédulo de distancia tedrico y compararlo
por medio del test x? con el médulo de distancia observado y recopilado.

El ajuste a los modelos cosmolbgicos con los datos de supernovas seré
por medio de minimizar la siguiente funcion:

X =(p—mw"C(a - p), (6.5)

donde [ representa el modulo de distancia observado, que en este caso es
un vector de 31 entradas, p el modulo de distancia tedrico y C™1 la matriz
inversa de covarianza, esta expresion es andloga a la ecuacion (2.43).

La eleccién de pardmetros PSO para cada modelo se hizo como en el caso
de Crondémetros Cosmicos, siguiendo los pasos mostrados en C. Y los limites
de cada uno de los pardmetros a estimar los mantendremos en los mismos
intervalos que en los resultados pasados.

Modelo ACDM

De la ecuacion de distancia luminosa (2.51), sustituimos en la funciéon
H(Z') a la ecuacion (6.1), por lo que para este y el resto de modelos se
considera a la constante de Hubble Hy como otro parametro a estimar tal
como se hizo en el anéalisis anterior, la diferencia en esta situacién es que no
le asignaremos un valor a Hy.

En la tabla 6.5 se muestran los pardmetros de diseno seleccionados para
este modelo. En ella se puede notar que consideramos valores més bajos
para el peso de inercia, el nimero de particulas y el nimero de iteraciones
que en el caso de los Cronémetros Cosmicos. La razéon de ello fue que el
valor 6ptimo se hallaba rapidamente, es decir, si considerdbamos un mayor
numero de iteraciones, proporcional al escogido para los datos anteriores,
obteniamos resultados del fitness muy similares pero a lo largo de un mayor
tiempo de ejecucién, esto lo vuelve innecesariamente costoso en términos
computacionales. Podemos mostrar esto en la figura 6.4, donde se observa
que después de 10 iteraciones, el algoritmo encuentra el minimo de la funcién
fitness. Respecto al peso de inercia, notamos que el valor mostrado en la tabla
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Parametros de disefio para optimizar la funcién X12XCDM'

Funciéon ¢; ¢ w  Iteraciones Particulas Limites
Xicpm 05 0.6 0.7 20 80 [60,80] x [0, 1]

Cuadro 6.5: Parametros de disefio para optimizar la funcion X?\CDM, consi-
derando los datos de supernovas.

era suficiente para evitar que las particulas se estancaran en regiones alejadas
del 6ptimo.

Historial de costo de la funcion x3py

34.2 —— Costo

34.0

33.8

Costo

33.6

0.0 25 5.0 75 10.0 125 15.0 175
Iteraciones

Figura 6.4: Historial de costo para el modelo ACDM con datos de supernovas.

Procediendo con los pasos para la estimacion de parametros, obtuvimos
los siguientes resultados:

= EI mejor fitness fue x2=33.210.
» Las mejores posiciones fueron: Hp=70.008 y €, 0=0.297.

» Considerando el valor de €2, o, obtenemos que el valor de €24 o es: 0.703.

Con este conjunto de datos, vemos que el valor de la funcién fitness x?
es més grande que en el caso previo, lo cual es de esperarse ya que ambos
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Parametros de diseno para optimizar la funcién XiCDM.
Funcién ¢;  ¢9 w  Iteraciones Particulas Limites
XiCDM 04 0.6 0.7 40 80 [60,0, —2] x [80,1,0]

Cuadro 6.6: Parametros de diseno para optimizar la funcién XZ;CDM’ consi-
derando los datos de supernovas.

conjuntos son de observaciones distintas y el numero de datos asociados
a cada conjunto es diferente. Por otro lado, respecto a los valores de la
constante de Hubble y el pardmetro de densidad de materia, vemos que los
resultados no difieren en gran medida con los hallados anteriormente, siendo
estos resultados muy similares a los que se obtuvieron para el modelo wCDM,
por lo que de igual manera, Hy entra dentro de la incertidumbre de [31] y
Q0 concuerda con lo estimado en [30].

Modelo wCDM

En esta ocasion consideramos que la funcion H(z') de la distancia lumi-
nosa esta dada por la ecuacion (6.3). Para este modelo, los parametros se
muestran en la tabla 6.6.

Los pardmetros PSO en general no difieren al caso del modelo ACDM,
a excepciéon de un cambio en el coeficiente de aceleraciéon ¢; y en el niimero
de iteraciones, el cual decidimos aumentarlo debido a que la dimensién de
la funcién también aumenta. Sin embargo, en general con cualquier combi-
nacion aleatoria entre 0 y 1 de estos coeficientes obtuvimos buenos valores
oOptimos.

Los resultados de la estimacién se muestran a continuacion:

» El mejor fitness fue y2=32.469.
» Las mejores posiciones fueron: Hp=69.664, €2, 0=0.177 y wo—-0.763.

= Considerando el valor de €,,, o, obtenemos que el valor de €25 ¢ es: 0.823.

En esta ocasioén el resultado minimo de la funcién fitness es mas bajo que
en el caso anterior. Podemos notar de la tabla D.5 que algunos resultados son
muy similares a tercer orden, es decir, la tercera cifra decimal. Sin embargo,
para obtener el valor mas pequeno de estos resultados, junto a sus respectivas
posiciones en el espacio de busqueda, fue necesario utilizar la funcion min()
de Python que retorna el valor mas pequeno de una lista de ntimeros.



92 CAPITULO 6. RESULTADOS

Respecto a los parametros cosmoldgicos de este modelo notamos otra co-
sa, Hy tiene un valor intermedio entre 68 y 70, cuyos resultados se obtuvieron
anteriormente y entra dentro de la incertidumbre de [30] y [31]. Por otro lado,
el valor de wy esta ligeramente méas proximo a -1 que en el conjunto de datos
previo. Una diferencia importante es que al ser proximo a —1 pero menor
a este, el término exponencial del modelo es positivo a diferencia del caso
con datos CC: 14 wq =~ 0.23. Podemos considerar que esto es una mejora en
wo, ya que el término (1 4 z) no crecera tanto conforme z aumente, y por lo
tanto, la diferencia entre ACDM y wCDM no seré tan significante.

Finalmente, el parametro €, o tiene el valor més bajo obtenido hasta el
momento. Pocos trabajos consideran una estimacion del parametro de den-
sidad de materia tan pequenios. En el articulo [95] se estima un valor cercano
al 20%. Con este valor se consideraria que el parametro de densidad aso-
ciado con la energia oscura es mayor, con més de 80 % de prevalencia segiin
nuestros criterios. En la tabla D.5 vemos que los valores para este parame-
tro permanecen similares, el mayor considera una prevalencia del 18 %. Una
manera de comprobar si con estos resultados el ajuste a los datos es bueno,
es por medio de una grafica, la cual mostraremos més adelante con todos los
modelos incluidos.

Modelo CPL

Finalmente, para el modelo CPL representado en la ecuacion (6.4), los
parametros escogidos se muestran en la tabla 6.7. Siguiendo el criterio para la
eleccion de pardmetros, decidimos mantener el mismo niimero de particulas,
aumentando en 5 el niimero de iteraciones en comparacién al caso anterior,
sin embargo, elegimos un mayor peso de inercia. Con estas especificaciones
vimos que para cifras aleatorias de los coeficientes de aceleracién, los 6ptimos
se mantenfan homogéneos. La razén por la que decidimos no aumentar el
ntmero de particulas y en aumentar poco el niimero de iteraciones, se debe
a que para este modelo y con estos datos, el tiempo de busqueda de las
particulas es mayor. Con estas cantidades logramos un buen balance entre
tiempo de ejecuciéon y una buena convergencia del enjambre hacia el 6ptimo.

Podemos comparar el historial de costo de ACDM (figura 6.4) con el de
este modelo (figura 6.5), donde se aprecia que a lo largo de las iteraciones,
las particulas permanecen temporalmente en (lo que podrian ser) 6ptimos
locales hasta converger al global. Cabe mencionar que este historial de costo
no corresponde a los resultados que reportamos mas adelante, pero si corres-
ponde a otro valor obtenido considerando los parametros de la tabla 6.7, es
decir al de un valor perteneciente a la vecindad del valor reportado.
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Parametros de disefio para optimizar la funcién X%PL'

Funcién ¢;  ¢9 w  Iteraciones Particulas Limites

XZp 08 09 09 15 80 [60,80] x [0, 1] x [~2,0] x [~2, 2]

Cuadro 6.7: Parametros de diseno para optimizar la funcién X%PL, conside-
rando los datos de supernovas.

Historial de costo de la funcion X2,

—— Costo

42

40

Costo
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Figura 6.5: Historial de costo para el modelo CPL con datos de supernovas.

Los valores obtenidos de los parametros del modelo son:

= EI mejor fitness fue x2=32.410.

» Las mejores posiciones fueron: Hp=69.481, €, 0=0.031, wy=-0.653 y
we—=0.391.

= Considerando el valor de €,,, o, obtenemos que el valor de £25 ¢ es: 0.969.

Nuevamente, para este modelo el valor minimo de la funcién fitness es
méas pequeno que el obtenido para ACDM y ligeramente menor que en el
modelo anterior. Esto nos llevé a suponer que si aumentamos el ntimero
de iteraciones y/o particulas a este modelo, podriamos encontrar valores
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més bajos que el reportado, sin embargo, esto no fue asi, ya que el 6ptimo
permanecié constante.

Por otro lado, el valor del parametro de densidad de materia tiene un valor
aun mas pequeno que en el caso anterior, el valor encontrado corresponderia
a un 3% del contenido energético del universo, por lo que habria un mayor
predominio casi total de la energia oscura. Este valor tan pequeno no ha sido
reportado en algin otro trabajo, nuevamente en el articulo [95] se concluye
que el universo podria tener una baja densidad, estimando que €, ~ 0.2,
sin embargo, los valores mas aceptados se consideran proximos a 30 %. Por
otro lado, vemos que se obtiene un buen valor de Hy, aproximado al reportado
en [31]. Finalmente, se obtuvo un valor més pequeno de la cantidad w,
respecto al caso de los datos CC y entra dentro de la incertidumbre del
valor hallado en [4].

La tabla D.6 muestra los 10 resultados obtenidos de la optimizacion,
vemos que los valores de x? son proximos entre si, pero que para cada uno
de ellos se obtienen valores muy distintos de €2, 0. En cambio, todos los
estimados de Hy son buenos valores que rondan entre 69 y 70.

Como consideramos que los valores de los parametros del modelo CPL
mencionados anteriormente no son convincentes, haremos una comparacion
del ajuste a los datos de supernovas considerando 2 valores distintos de x?,
y por lo tanto, otras cantidades de los parametros asociados al fitness. Es
decir, graficaremos el ajuste del modelo para el valor X%PLl reportado an-
teriormente y para otro valor X%PL2:32.641 mostrado en dicha tabla D.6.
Tomaremos en cuenta el otro valor fitness, ya que el vector de parametros
correspondiente tiene mejores valores que los reportados. Para esta canti-
dad, el pardmetro €2,,, o atin es pequeno respecto a lo que encontramos en los
datos de Crondémetros Codsmicos, sin embargo, entra en la incertidumbre de
lo reportado en [96] y [95], mientras que w, tiene un valor mas cercano a 0
que lo reportado anteriormente, también wg es més proximo a -1, tal como se
espera en la actualidad segtn el modelo CPL y la concordancia observacional
que hay con ACDM. La grafica del ajuste del modelo CPL para estas dos
cantidades con sus respectivos parametros hallados se muestra en la figura
6.6.
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Figura 6.6: Ajuste del modelo CPL a los datos de Supernovas considerando
diferentes valores de los parametros cosmologicos asociados a X%PL1:32.410
Y Xépr, —32.641

Vemos que el ajuste para ambas funciones fitness es practicamente idén-
tico, es decir, que con la combinaciéon de los parametros hallados en ambos
casos no hay una diferencia notable en el ajuste de los datos. Sin embargo,
para los fines de este trabajo, consideraremos la funcion fitness X%PLl para
la seleccién de parametros, ya que de todos los resultados obtenidos, ese es
el mas pequeno. La comparacién anterior solo tenia el propoésito de mostrar
que también hay una buena aproximaciéon considerando un pardmetro de
densidad de materia mayor.

La tabla D.6 visibiliza buenas cantidades de Hy, por lo que podriamos
asegurar que con este conjunto de datos podemos hacer buenas estimaciones
de la constante de Hubble.

Una vez estimados los pardmetros de cada modelo, mostraremos en la
imagen 6.7 el ajuste de cada uno de ellos a los datos de supernovas. Se observa
que a redshifts pequenios, los 3 modelos parecen superpuestos y conforme
el redshift aumenta y es mayor a 1, hay una ligera diferencia del ajuste
correspondiente a CPL con los modelos ACDM y wCDM.
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Figura 6.7: Ajuste de los modelos ACDM (verde), wCDM (negro) y CPL
(rojo) a los datos de supernovas.

6.0.3. Datos conjuntos CC+SNla

Una préctica comin en la estimaciéon de pardametros cosmologicos, es
hacer un anélisis conjunto de los datos. Si asumimos que los datasets son
estadisticamente independientes, podemos obtener una funcién de verosimi-
litud conjunta. En la practica, esto se traduce en tomar el producto de los
likelihoods obtenidos para cada dataset.

De acuerdo a la relacién que dimos entre la funcién de verosimilitud y la
funcion x2 en la seccién 2.6, y por lo mostrado en el articulo [97], se tiene
que la estimacién se hace por medio del célculo de la siguiente funcién:

D
Xgotal = Z X%? (66)
r=1

donde D es el nimero de datasets independientes. Por lo que la funciéon
fitness a optimizar para cada modelo:

2 _ 2 2
Xtot,i = XCC,i T XSNIa,i»



97

Parametros PSO para optimizar la funcién x? de cada modelo cosmolégico.

Funcién c1 ¢ w  Iteraciones Particulas Limites

Xfot racpm 0.6 0.6 0.7 60 25 (60, 80] x [0, 1]
X%ot,wCDM 09 06 0.8 70 45 [60,80] x [0,1] x [-2,0]
X‘?ot cp, 05 09 09 100 60 [60,80] x [0,1] x [-2,0] x [—2,2]

Cuadro 6.8: Parametros de disefio para optimizar la funciéon fitness de cada
modelo cosmolégico usando datos conjuntos.

donde el indice ¢ hace referencia al modelo cosmolégico. En este anali-
sis no segmentaremos por conjuntos de datos, Gnicamente por modelos, y
juntaremos nuestros resultados en 2 tablas. La primera corresponde a los
parametros del algoritmo PSO y la segunda corresponde a los resultados de
la optimizacion.

Los pardmetros del algoritmo PSO se seleccionaron siguiendo los mismos
criterios que en los casos pasados, el tinico pardametro que se mantendré
igual para cada modelo corresponde al de los limites. Los resultados de esta
eleccion se muestran en la tabla 6.8.

Notamos que la elecciéon de iteraciones y particulas es mucho menor que
en el caso de Crondémetros Cosmicos, y de hecho estos valores se asemejan mas
a los reportados para los datos de Supernovas. También podemos observar
que le dimos mas peso al niimero de iteraciones que al niimero de particulas
para asegurar una exploraciéon méas diversa, esto junto con el incremento del
peso de inercia w, el cual aumentamos conforme el ntimero de parametros
cosmologicos aumentaba.

Finalmente, con estos parametros obtuvimos los siguientes resultados de
la optimizacién, que se muestran en la tabla 6.9. Marcamos con guién los
parametros que se mantendran fijos segiin el modelo, es decir: w = wy = —1
vV we = 0.

Todos los valores obtenidos de Hy corresponden a un valor muy proéximo
a 70, por lo que el resultado se asemeja a lo reportado en [31]. Por otro lado,
el parametro €2, o toma en general, mejores valores que los obtenidos por los
datos de Supernovas. El valor mas alto de este pardmetro, correspondiente
al modelo CPL entra en la incertidumbre de lo obtenido en [30], mientras
que para el modelo ACDM, este valor se aproxima a lo obtenido por [11].
El valor mas bajo de este pardmetro corresponde al modelo wCDM, sin
embargo, es cercano a una cantidad del 29 %, lo cual sigue siendo aceptado
en algunos trabajos, como en [98]. Como consecuencia, al parametro 2, le
corresponderian valores entre 69.6 % y 71.3 %.
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Valores de los parametros cosmolégicos.
Parametro ACDM wCDM  CPL

Hy 69.946 69.861 69.771
Qo 0.295 0.287 0.304
wo e -0.969  -0.956
Wa .. .. -0.377
x° 47.960 47.918  47.900

Cuadro 6.9: Pardmetros cosmologicos estimados para diferentes modelos,
usando datos conjuntos CC+SNIa.

Respecto al parametro libre wg, se hallaron los valores més cercanos a
—1 que en el resto de los resultados anteriores con datos individuales. Esto
concuerda con lo obtenido en otros trabajos de estimaciéon de parametros,
como en [4], [11] y [13]. Esto indica que el modelo wCDM puede aproximarse
a ACDM, ya que el termino (1+2z)3(1+«0) es similar a 1 al hacer la sustitucion
del resultado obtenido.

Finalmente, el modelo CPL es el tnico que considera a w, como un
parametro no fijo, y por la prediccion teorica, este valor deberia ser cercano
a 0, sin embargo vemos que esto no es asi, aunque si es el valor que més
se aproxima en comparacién de los casos anteriores. Aunque en la tabla
D.9 se puede observar que en una vecindad cercana al 6ptimo reportado, se
encuentran valores de w, mas proximos a cero, manteniendo a su vez, buenos
resultados del resto de sus parametros.

6.0.4. Seleccion de modelos

Ya que hemos estimado los parametros de los 3 modelos cosmolégicos,
estamos interesados en determinar el mejor modelo siguiendo los criterios de
informaciéon AIC y BIC. Primero lo haremos para cada uno de los datos CC
y SNIa individualmente y luego, para los datos combinados CC+SNIa.

Datos individuales

Empezaremos por el criterio de informacion Akaike siguiendo la ecuacion
(2.46), donde el valor x? expresado en dicha férmula corresponde a lo que
hemos reportado para los diferentes modelos, y esta asociado con la funcién
de méaxima verosimilitud Lyax. Primero utilizaremos los datos de Croné-
metros Cosmicos y Supernovas de forma individual, el modelo que tenga
el valor AIC méas bajo serd considerado como el mejor modelo o el menos
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Valores éptimos de x? usando datos individuales.

Datos X?&CDM XiCDM X%PL
CC 14.395 14.226 14.153
SNIa | 33.210 32.469 32.140

Cuadro 6.10: Valores obtenidos del test x? para los 3 modelos cosmologicos.

Valores de AIC usando datos individuales.

Datos | ACDM wCDM CPL
CC 18.395  20.226 22.153
SNIa 37.210  38.469 40.140

Cuadro 6.11: Valores obtenidos del criterio de informacién Akaike para los 3
modelos cosmolbgicos.

penalizado segin este criterio. Mostraremos en la tabla 6.10 los resultados
o6ptimos, anteriormente mencionados de la funcion fitness. Posteriormente,
para el criterio Akaike, los resultados se muestran en la tabla 6.11, donde
puede verse que el modelo ACDM tiene los valores mas pequenos.

El otro criterio de informacién, el Bayesiano tiene la funcion de penalizar
aun més a los modelos con mayor nimero de parametros ain considerando
que se ajusten bien a los datos. De igual manera, consideramos datos CC y
SNTIa individualmente. La tabla 6.12 muestra los resultados de este criterio,
también puede notarse que el modelo con el valor BIC més bajo es ACDM. La
diferencia de valores entre los modelos ACDM y CPL, para ambos datasets
es mayor que la diferencia que hay usando el criterio Akaike, esto confirma
la rigurosidad de este criterio con modelos que constan de varios parametros

Valores de BIC usando datos individuales.

Datos | ACDM wCDM CPL
CcC 20.911  23.999 27.186
SNIa | 40.078 42.772 46.146

Cuadro 6.12: Valores obtenidos del criterio de informacion Bayesiano para
los 3 modelos cosmologicos.
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Valores 6ptimos de x? usando datos conjuntos.

Datos Xicom  Xocpm X&pL
CC+SNlIa | 47.960 47.918 47.900

Cuadro 6.13: Valores obtenidos del test x? para cada modelo cosmolégico
con datos combinados

Valores AIC y BIC usando datos combinados.

Criterio | ACDM wCDM CPL
AIC 51.960 53.918 55.899
BIC 56.046  60.047 64.071

Cuadro 6.14: Valores obtenidos del criterio de informacion Akaike y Baye-
siano para los 3 modelos cosmolégicos.

Datos combinados

Utilizamos nuevamente las ecuaciones (2.46) y (2.47) para seleccionar el
modelo que més se ajusta a los datos con el menor ntimero de parametros.
Primero recopilamos en la tabla 6.13 los resultados 6ptimos de la funcion
fitness. Posteriormente, en la tabla 6.14 ponemos el valor del criterio AIC y
BIC.

Los valores AIC y BIC son mayores en esta situacion, esto se debe a que
la funciéon x? también es mayor que en los casos individuales. Sin embargo,
también notamos que el modelo con los valores mas pequenios de estos crite-
rios es el modelo ACDM. Mientras que el més penalizado por ambos criterios
es el modelo CPL.



7 Conclusiones

En nuestra tarea de estimar parametros cosmolbgicos, propusimos al al-
goritmo de optimizacién por enjambre de particulas como un método eficaz
para encontrar 6ptimos globales de funciones que constan de varios 6ptimos
o de alta dimensionalidad, ya que los algoritmos clasicos o deterministas
no son eficaces para optimizar esta clase de funciones. Esta caracteristica
la comprobamos por medio de las funciones test, tanto de una dimensién o
maés, y observamos que el algoritmo no tiene problema en hallar los 6ptimos
globales a un bajo costo computacional, tal como se observa en los historiales
de costo de la seccién 5.2.1.

Considerando que el algoritmo PSO no tuvo problemas con las funcio-
nes test, decidimos aplicarlo a los datos cosmoldgicos utilizando 26 puntos
de los datos de Cronémetros Cosmicos [43] y los datos de supernovas de la
compilacién de 31 puntos JLA. Estimamos los pardmetros de cada uno de
los modelos cosmologicos, minimizando la funcién fitness x? con el algoritmo
PSO. Comprobamos que para cada modelo, el algoritmo encuentra los pa-
rametros Hy y €, 0 que mejor se ajustan a los datos, comparando nuestros
resultados con valores reportados en la literatura. La tnica discrepancia se
verifica con el modelo CPL y los datos de supernovas, ya que en ese caso el
valor del pardmetro de densidad de materia es muy pequeno y no es com-
parable con algtn valor similar reportado por otros trabajos. Respecto a los
parametros wy y w, correspondientes al modelo wCDM y CPL, no obtuvimos
valores comparables con los de la literatura, particularmente w, no se apro-
xima a cero con los datos de supernovas, pero fue un mejor resultado que el
obtenido con los datos de Cronémetros Coésmicos. Esto nos lleva a concluir
que los datos SNIa sirven para estimar principalmente el parametro Hy y wyq
en el caso del modelo CPL. Aun asi, comprobamos de las graficas 6.3 y 6.7,
que cada modelo se ajusta bien, mostrando una nula diferencia entre ellos.

Respecto a los datos combinados, los valores obtenidos de los parame-
tros fueron mejores que en el caso de los datos individuales. Si bien con los
Cronémetros Coésmicos se obtuvieron buenas estimaciones de Hy y 2,0, no
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se obtuvo una estimacién esperada de wy comparable con la literatura. Pero
esto sf ocurre con los datos combinados, obteniendo wg ~ —1. Una situaciéon
similar ocurre cuando comparamos los datos combinados con los datos de
supernovas, ya que ademés de estimar el parametro wg cercano a menos -1,
también encuentra mejores valores de €2, o.

Por medio de los criterios de informacion Akaike y Bayesiano pudimos
comprobar que el modelo mas provechoso de los datos fue el modelo ACDM,
ya que con un menor nimero de parametros logra un ajuste igual de bueno
que los otros dos modelos, esto aplicoé para los datos individuales y combina-
dos. El modelo mas penalizado segtn estos criterios es el modelo CPL, atn
cuando con este modelo se obtuvieron los valores de x? mas bajos.

Nuestros resultados concuerdan con los obtenidos en trabajos previos,
como en [4], donde se hace una comparacion de estos mismos modelos y
otros mas, y se concluye que el modelo mas favorecido es el modelo cosmo-
logico estandar. El trabajo [99] también hace una estimacion de parametros
y comparacién de modelos cosmolégicos (ACDM, PolyCDM y CPL) uti-
lizando Algoritmos Genéticos, que es otro representante de los algoritmos
bio-inspirados, concluyendo también que el modelo que mejor describe a los
datos es ACDM.



A Ecuaciones de campo de Albert
Einstein

En la gravitacion clasica de Newton, el potencial gravitatorio ® cumple
la ecuacion de Poisson:

V20 = 47Gp, (A1)

donde p es la densidad de materia y G es la constante gravitacional. Sin
embargo, esta ecuacién de campo no es compatible con la relatividad especial,
debido a que no depende del tiempo, por lo que se violaria el principio de que
nada puede propagarse mas rapido que la velocidad de la luz. Ademas, dentro
de este régimen podemos escribir la ecuacién de movimiento de una particula
cuya masa inercial es mj que estd dentro de un campo gravitacional:

2

do _ _migg, (A.2)

dt? mag
donde m¢ es la masa gravitacional. Sin embargo, se ha comprobado expe-
rimentalmente que la masa gravitacional y la masa inercial, aunque concep-
tualmente diferentes, son iguales. Este hecho sirvié como motivacién para
que Albert Einstein estableciera el principio de equivalencia, el cual asegura
que en un marco de referencia en caida libre que ocupa una pequena Teqgion
del espacio-tiempo, las leyes de la fisica se reducen a las leyes sin gravedad,
es decir, obedecen las leyes de la teoria de la relatividad especial [100]. Esto
condujo a que Einstein planteara que la gravedad se considerase como una
manifestacion geométrica del espacio tiempo, en lugar de una fuerza en el
sentido de la gravitaciéon clésica de Newton.

Para formalizar esta idea, partimos del caso en el que un campo gravita-
cional sea débil. En esta consideracién, segtin la idea de Einstein de asociar
gravitacion con curvatura, un campo gravitacional débil implica poca curva-
tura. Estamos en condiciones de hacer algunas suposiciones:
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= Las particulas en esta regién del espacio-tiempo se mueven lentamente,
es decir, sus velocidades son muy pequeiias comparadas con la veloci-

dad de la luz.

» El espacio-tiempo es casi plano, por lo que la métrica puede aproxi-
marse como: gy, = Ny + hyw. Con |hy,| < 1.

= Las componentes de la métrica no dependen del tiempo, es decir,
Juvo =0

Para estudiar el movimiento de las particulas (libres) en esta region del
espacio-tiempo, debemos considerar sus desviaciones debido a la perturba-
cién hy,,. Por lo tanto, tomamos en cuenta la ecuacion de la geodésica:
d%xt dx® daP

5 +F“5—— =0, (A.3)
dr WP dr dr
donde FZ 5 son los simbolos de Christoffel. Por lo tanto, si desarrollamos el
segundo término abriendo las sumas sobre los indices mudos a y 3:

podetdal L (a0 dedat L, dat dad
aBgr dr O\ dr Y dr dr U dr dr

oz’ ozt 0x7 dz®\?
- (v orbgn T gg) ()

u’ ulud daz0\ 2
I Y © w
= <F00+2F0ic+rij 2 ) <d7’> ;

donde hemos usado la regla de la cadena para factorizar las derivadas, y
escribimos las derivadas como velocidades u’ de las particulas. Si aplicamos
la condicién de que las particulas tienen una velocidad lenta comparada con
¢, obtendremos la siguiente aproximacion:

dz® dxP dax° 2
M, — = =Tk | =] . A5
B dr dr 00 ( dr > (A-5)
Al desarrollar el simbolo de Christoffel en términos de la métrica veremos
que:

Con esto obtenemos:
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a1 dxz® 2
— —gh* — ] =0. A.
72 29 d00x ( i > 0 (A.6)

Hace falta conocer la métrica inversa g"* tal que se satisfaga g** gy, = oF.
Si tomamos n* hy, = 1y, h* obtendremos una aproximacion de la métrica
inversa debido a que las perturbaciones son muy pequenas:

A~ A A
gt = nh* — Wi,

volvemos a la geodésica, y sustituimos la métrica, su inversa y desarrollando
se obtiene la ecuacién geodésica:

>zt 1 dz®\?
2 577“’\7100,,\ <d7’> : (A7)

Podemos sacar algunas conclusiones del resultado anterior, si considera-
mos p = 0, es decir, considerando el movimiento en el tiempo veremos que
todo se anula debido a nuestra suposicién de un espacio-tiempo estatico.
Esto es:

d?zt
dr?
Esto resulta en que la derivada de la componente temporal del 4-momento
se conserva, es decir, la energia se conserva:

d?xt 1 dp®
dr2  m dr’
Por lo tanto la condicién de que el espacio-tiempo sea estatico implica

. . . 0
que la energia se conserva. Esto implica a su vez que ‘% = C% = cte.

Considerando ahora las componentes espaciales hallamos que:

R 1 . dz 2
= ——= ”h 3 di
dr? 277 90, < 7')

. o 2
Si multiplicamos por (d—;) obtenemos:
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d*a 1,

~ ——c"hgo- A9

dt? g o0 (A.9)
La expresion anterior esté relacionada con el campo gravitacional dada

en la expresion (A.2), ya que si elegimos hgg = (2®)/c? tendremos:

dei
ez T b
Asf es como hemos hallado una relacién entre el campo gravitacional y
la métrica. La interpretacién de esto es que una perturbacién pequena esté
relacionada con el potencial ®, podemos considerar entonces que el potencial
gravitacional es consecuencia de una perturbacién en el espacio-tiempo.
Para trabajar con métricas mas generales, partiremos de la ecuacién de

Poisson utilizando hgg:

2
Vihoo = 5 V>
C

_ 8nG
= 702 p.

(A.10)

Por lo visto en la seccién 2.7, sabemos que la componente 00 del tensor
de energia-momento es la densidad de energia, por lo que reescribiendo la
ecuacion (A.10):

VZhoo = —1 Too- (A.11)

Sin embargo, esto es valido para un marco de referencia en el centro de
masa de distribucion de masa M = [ py, d®z. Necesitamos hallar esto para
cualquier sistema de referencia, es decir, debemos considerar todas las com-
ponentes de T},,. Para ello también tendremos que considerar una métrica
general g,,, en el lado izquierdo de la ecuacién anterior. Para ello empleare-
mos el tensor de Ricci como una manera de hallar las segundas derivadas de
la métrica ya que:

1 .
—5772)%00,)\1

1 2
= =-V*°h
9 00,

%

ROO ~ F%)O,i (A 12)

por lo tanto, obtenemos:
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81

Ruy = CTT;LV' (A13)

Notemos que, si sacamos la divergencia de la expresiéon anterior, tendre-
mos por la conservaciéon de la energia que el lado derecho sera cero, mientras
que para el lado izquierdo esto no es necesario. Por esta razon es necesario
hallar otro tensor cuya divergencia sea cero y que esté relacionado con Ty, .
El tensor de Einstein G** soluciona, el cual se define como:

GHY — RM _ %g‘“’R,

donde R es el escalar de Ricci. Este tensor satisface V#G,, = 0. Finalmente
obtenemos la ecuacién de campo de Einstein:
81G

GMV = TT'LLV‘ (A14)
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B Distancias

Las ecuaciones de Friedmann describen la evolucién del factor de escala,
y por lo visto en la seccidon 2.4 sabemos que esta descripcion esté en términos
de parametros de densidad cosmolégicos y el factor de Hubble. Por lo tanto,
considerando la expansion del universo y con ello los constantes cambios en
las distancias comédviles que hay entre 2 objetos existen muchas maneras de
definir diferentes tipos de distancias. En este apartado nos inspiramos de [7]

y [45].

B.0.1. Distancia propia y comovil

En un universo que no es estatico, la nocién de distancia no puede co-
rresponderse con las distancias radiales, ya que al ser dinamico, la distancia
no depende de la coordenada radial r. En su lugar, uno empieza por definir
la distancia propia como la distancia que mide un observador a un objeto
en un tiempo fijo t3. Es decir, la distancia entre 2 eventos que ocurren al
mismo tiempo (simultaneidad). Por otro lado, como la métrica es espacial-
mente isétropa, la distancia no dependera de las direcciones 6 y ¢, por lo
que las consideraremos fijas, y si en particular consideramos que dt = 0 y
df = d¢ = 0, obtendremos que la distancia propia en un instante tg de
coordenada comovil r se define como la integral de la ecuacion (2.7):

/

s I T dr
Dp:/O ds’ = (to)/0 s (B.1)

La integral representa la distancia comoévil D,.:

DC:/ _dr (B.2)
0 (1—kr?)2

donde puede apreciarse que no depende del tiempo, es asi que la distancia
comovil se define como la distancia entre 2 objetos que no cambia con el
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tiempo debido a la expansiéon de Hubble. La solucién a esta integral para un
universo plano (k = 0) nos da la siguiente relacion:

D, = a(to)r, (B.3)

es claro que para este caso, la distancia comévil es igual a la coordenada
comovil radial D, = r. Es posible relacionar la distancia propia con el co-
rrimiento al rojo, para ello hay que considerar que a medida que el universo
se expande y el tiempo transcurre, un observador seré capaz de ver puntos
més distantes, por lo que las regiones que estaban mas alejadas del universo,
entraran en contacto causal con el observador. Definimos como distancia de
horizonte sp(t) a la distancia propia del punto observable méas lejano en el
tiempo ¢. Si colocamos un observador en el origen (r = 0), y emitimos un
fotéon a t = 0 ubicado en el horizonte de particulas a una distancia ryer,
entonces el foton llegard a nuestro observador a un tiempo t. Asi, la distan-
cia propia se mide mediante la propagaciéon de la luz, y considerando que
la trayectoria geodésica de un rayo de luz es nula, ds = 0, se obtiene de la

métrica FLRW:
Thor d t dt
/ A / o« (B.4)
0o (1—kr2)z Jo al?)

La ecuaciéon anterior ya nos expresa que la distancia comévil depende-
r4 del modelo cosmolédgico debido a la dependencia de a(t). Por lo tanto,
juntando las expresiones (B.3) y (B.4), y considerando ¢ = 1, obtenemos:

D, = a(to) /O Og) (B.5)

diferenciando la relacion entre z y a(t) (ver ecuacion 2.8) se puede obtener
una expresion mas comun en términos de z y H(z):

Z dz
D= | iy (B.6)

donde H (z) esta asociado a cada modelo cosmologico.

B.0.2. Distancia de luz

La manera en que medimos distancias de acuerdo a la seccién anterior
requiere de un procedimiento un poco engorroso, ya que requiere de medir y
sumar distancias comoviles diferenciales, y multiplicar cada diferencial por
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el factor de escala en el instante de la medicién. En la practica, existen 2
métodos para medir distancias.

= Kl primero se basa en comparar la medicién del flujo de una fuente, con
la luminosidad predicha por otras fuentes. A esto se le conoce como
distancia de luz.

» El otro se basa, siguiendo la definiciéon de [7] en la medicion del angulo
subtendido sobre el cielo por una fuente extensa y su comparacién con
el tamano fisico del objeto, deducido por otros medios. A esto se le
conoce como distancia angular.

La distancia de luz cumple la relacion escrita en la ecuacion (2.49):

L

2

D7 = nF (B.7)
salvo ciertas consideraciones como que en el camino que sigue la luz desde

el emisor al receptor no existen procesos de creacién o absorcion de fotones,

ni procesos que hagan variar la energia de los fotones, podemos suponer que

la luminosidad se distribuira uniformemente sobre una superficie esférica o,

en cuya superficie se encuentra el receptor y en el centro el emisor.
Podemos determinar el nimero de fotones emitidos en un intervalo d¢

con frecuencias v y v+ dv y relacionarla con la luminosidad por medio de la

siguiente ecuacion:

dL
hv

donde h es la constante de Planck. Diferenciando la ecuacion (2.51) y con-
siderando ¢ como la superficie de 4rea, tendremos al sustituir en la ecuacién
anterior, que el flujo recibido seré:

AN, = “=dt, (B.8)

- dL

Co(1+2)%
para ello consideramos que vy/v = dtg/dt = A\g/\ = (1 + z). Por otro

lado, la superficie de area fija en un tiempo t = tg se obtiene utilizando:

o= aorz/dQ,

con 2 el dngulo sélido. Esto da como resultado:

dFo (B.9)

dL

dFy = —5——.
0 4radr?(1 + 2)?

(B.10)
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Con una sencilla comparacion con la ecuacion (B.7) podemos determinar
que:

Dy = apr(1+ 2). (B.11)

La ecuacion anterior no depende del modelo cosmologico. Sin embargo,
se puede determinar la coordenada comévil radial r, cuya soluciéon para el
caso de un universo plano k =0 es r = D, /ag, por lo que se obtiene:

Dy = Dy(1+ 2) (B.12)

B.0.3. Distancia transversal y de angulo

Por ahora hemos definido las distancias en términos de un observador
y un objeto, sin embargo, para algunas situaciones es preferente considerar
distancias entre 2 objetos situados a un mismo redshift y que subtienden una
separacion angular respecto al observador [7]. Para este caso, consideramos
nuevamente la métrica FLRW a un tiempo fijo t = tg y con coordenada
comévil r constante. De de nuevo, por la isotropia del espacio, la direcciéon
es arbitraria, por lo que la separacion angular 6 entre 2 objetos estéd dada
por una longitud de arco propio sg. La distancia transversal es exactamente
la relacion que hay entre esta separacion angular y el arco, y esta dada por:

S — HDT (B13)

Una expresion méas general de la distancia transversal estd dada a partir
de la distancia de luz, ya que para un universo plano la distancia transversal
v la distancia propia son iguales:

142

Dy (B.14)

Ahora cabe preguntarse cudl es el angulo 6 que subtiende a un objeto de
longitud [, en este caso nos preguntamos por distancias transversales fisicas
que no cambian con la expansién de Hubble. Asi, relacionamos la longitud de
un objeto con el angulo por medio de la distancia transversal de la siguiente
manera;

Do =11+ 2). (B.15)

En analogia con la longitud de arco Euclidea, definimos la distancia de
angulo como: D4 = 1/6. Obteniendo:
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Dy,
Dy = 7(1 psrt (B.16)
O bien:
D
Dy= q +Tz). (B.17)

Notamos que la ecuacién anterior no tiende a infinito cuando el corrimien-
to al rojo aumenta. Lo importante de esta distancia recae en lo siguiente: las
distancias transversales miden la distancia propia entre 2 objetos que estan
al mismo corrimiento al rojo y que subtienden el mismo éngulo 6, mientras
que la distancia de angulo da la relacién entre el tamano transversal fisico
de un objeto y su tamano angular [45]. Como las longitudes fisicas no son
sometidas por la expansion, y en comparacion con la ecuacion (B.12) (don-
de la distancia propia disminuye conforme z aumenta), diremos que estas
longitudes aumentaran por un factor (1 + z). Por lo tanto, los objetos mas
distantes podran verse més grandes en tamano angular.
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C Criterio para la eleccion de para-
metros PSO

La manera en que escogimos los parametros de diseno del algoritmo PSO
para los datos de Cronémetros Cosmicos y Supernovas fue la siguiente:

= Primero fijamos el namero de iteraciones y el nimero de particulas.
Estos deben ser considerablemente mayores a comparaciéon de las fun-
ciones test analiticas.

= El pardmetro de inercia lo escogimos entre 0.9 y 1.1, dependiendo del
problema. Una vez fijado estos parametros, hacemos un programa que
considere un par de ntimeros aleatorios entre 0 y 1. El primer elemen-
to de este par se lo asignamos al coeficiente ¢; y el segundo elemento
al coeficiente cs.

= Ejecutamos el programa 10 veces, de manera que en cada ejecucion, se
consideren diferentes coeficientes de aceleracién en nuestros pardmetros
de diseno.

= Revisamos que los resultados obtenidos en cada ejecuciéon no diverjan
en més de un digito.

= De los 10 resultados obtenidos para diferentes coeficientes, escogemos

los parametros c¢; y ca con los cuales se hall6 el valor mas pequeno de

X2

= Corremos el programa 10 veces con los respectivos valores escogidos
del paso anterior y reportamos el valor mas pequeno hallado durante
dichas ejecuciones, también reportamos el vector de pardmetros que
minimizan la funcién fitness.
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= Por dltimo, calculamos el promedio y la desviacion estandar de los pa-
rametros obtenidos que conforman cada modelo cosmolégico, asi como
el promedio y la desviaciéon estandar del valor x2.



D Resultados del promedio y desvia-
cién estandar

Mostraremos los resultados de las 10 ejecuciones del programa para op-
timizar la funcion y? de cada uno de los modelos cosmolégicos para los 2
datasets. El resultado mas pequeiio de la funcién fitness fue el reportado en
la seccion 6.

Sin embargo, algunos valores reportados en las tablas, confirman que los
hallazgos del minimo de la funciéon y? se encuentran en una vecindad cercana
del valor més bajo reportado y que para cada uno de dichos resultados los
pardmetros pueden tener otros valores.
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No. Ejecuciones Hy Q.0 X2

68.4292 | 0.3168 | 14.4031
68.0241 | 0.3391 | 14.7256
67.9585 | 0.3265 | 14.4171
67.8991 | 0.3149 | 14.4886
68.5095 | 0.2997 | 14.6255
68.1834 | 0.3212 | 14.3999
68.1877 | 0.3181 | 14.3952
68.0666 | 0.3136 | 14.4549
68.5348 | 0.3220 | 14.4909
68.7563 | 0.3090 | 14.4254
68.2549 | 0.3181 | 14.4826
0.2863 | 0.0105 | 0.1099

QM8 © oo 1o Ttk W

Cuadro D.1: Resultados de la optimizacion para 10 ejecuciones del algoritmo
PSO para el modelo ACDM con datos de Cronémetros Cosmicos.

No. Ejecuciones Hy Q.0 wo x°
1 72.1896 | 0.2996 | -1.3392 | 14.6222
2 70.8949 | 0.3258 | -1.2850 | 14.2257
3 71.1631 | 0.3080 | -1.2422 | 14.3288
4 73.6054 | 0.3065 | -1.4835 | 14.3455
5 75.7193 | 0.3019 | -1.5934 | 14.4051
6 71.5665 | 0.3149 | -1.2579 | 14.2394
7 77.0975 | 0.2856 | -1.7192 | 14.6565
8 74.9799 | 0.3124 | -1.5332 | 14.5638
9 73.3618 | 0.2899 | -1.2699 | 14.6049
10 71.7366 | 0.3173 | -1.2879 | 14.2282
by 73.2314 | 0.3061 | -1.4011 | 14.4219
o 2.1129 | 0.0123 | 0.1685 | 0.1741

Cuadro D.2: Resultados de la optimizacion para 10 ejecuciones del algoritmo
PSO para el modelo wCDM con datos de Cronémetros Cosmicos.



No. Ejecuciones Hg Qo wo Wa X°
1 76.0578 | 0.2793 | -1.6633 | 1.5027 | 14.4262
2 74.4175 | 0.3238 | -1.4271 | -1.5067 | 14.5796
3 69.1072 | 0.3155 | -1.1099 | 0.0769 | 14.3500
4 71.9855 | 0.2868 | -1.2701 | 0.6362 | 14.2380
5 71.7875 | 0.3004 | -1.3915 | 0.9236 | 14.1536
6 71.7883 | 0.3296 | -1.2220 | -0.9012 | 14.3359
7 70.5336 | 0.3224 | -1.1079 | -0.1385 | 14.6287
8 71.7545 | 0.3493 | -1.3760 | -1.0787 | 14.5606
9 74.9281 | 0.3010 | -1.6582 | 0.9326 | 14.2667
10 75.5812 | 0.2906 | -1.6223 | 0.8829 | 14.2754
by 72.7941 | 0.3099 | -1.3848 | 0.1330 | 14.3814
o 2.3111 | 0.0219 | 0.2115 1.0142 0.1614

119

Cuadro D.3: Resultados de la optimizacion para 10 ejecuciones del algoritmo
PSO para el modelo CPL con datos de Cronométros Cosmicos.

No. Ejecuciones

Hy

Qm,O

X2

70.0331
69.9970
70.0062
69.9926
70.0170
69.9812
70.0089
70.0080
69.9940
70.0161

0.2963
0.2966
0.2972
0.2970
0.2962
0.2977
0.2969
0.2976
0.2973
0.2962

33.2120
33.2110
33.2107
33.2109
33.2109
33.2116
33.2106
33.2115
33.2107
33.2110

70.0054

0.2968

33.2111

QAME © 0o Ttk W

0.0148

0.0006

0.0005

Cuadro D.4: Resultados de la optimizacion para 10 ejecuciones del algoritmo
PSO para el modelo ACDM con datos de SNla.



120APENDICE D. RESULTADOS DEL PROMEDIO Y DESVIACION ESTANDAR

No. Ejecuciones Hy, Qim0 wo x°

1 69.6630 | 0.1767 | -0.7618 | 32.4699
2 69.6649 | 0.1772 | -0.7627 | 32.4699
3 69.6655 | 0.1776 | -0.7632 | 32.4699
4 69.6661 | 0.1776 | -0.7633 | 32.4699
5 69.6648 | 0.1773 | -0.7628 | 32.4699
6 69.6668 | 0.1779 | -0.7637 | 32.4699
7 69.6644 | 0.1770 | -0.7623 | 32.4699
8 69.6639 | 0.1772 | -0.7626 | 32.4699
9 69.6717 | 0.1802 | -0.7671 | 32.4703
10 69.6558 | 0.1758 | -0.7602 | 32.4700
by 69.6647 | 0.1774 | -0.7629 | 32.4699
o 0.0039 | 0.0011 | 0.0017 | 0.0001

Cuadro D.5: Resultados de la optimizacion para 10 ejecuciones del algoritmo
PSO para el modelo wCDM con datos de SNIa.

No. Ejecuciones Hy Q.0 wo Wa X2
1 69.7146 | 0.1881 | -0.7955 | 0.1043 | 32.4629
2 69.4807 | 0.0308 | -0.6529 | 0.3912 | 32.4100
3 69.7330 | 0.0554 | -0.6729 | 0.3995 | 32.4721
4 69.6567 | 0.1788 | -0.7727 | 0.1016 | 32.4674
5 70.0237 | 0.0923 | -0.7331 | 0.4149 | 32.4700
6 69.8836 | 0.2459 | -0.8674 | -0.1381 | 32.6687
7 69.7479 | 0.1495 | -0.7367 | 0.0246 | 32.5042
8 69.7897 | 0.1857 | -0.7936 | 0.1153 | 32.4664
9 69.8279 | 0.2437 | -0.8675 | -0.0732 | 32.6411
10 69.8700 | 0.0848 | -0.7370 | 0.5769 | 32.4765
h 69.7728 | 0.1455 | -0.7629 | 0.1917 | 32.5039
o 0.1462 | 0.0760 | 0.0718 | 0.2379 | 0.0831

Cuadro D.6: Resultados de la optimizacion para 10 ejecuciones del algoritmo
PSO para el modelo CPL con datos de SNIa.
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No. Ejecuciones Hy Qo X2
1 69.9463 0.2954 47.9603
2 69.9463 0.2954 47.9603
3 69.9463 0.2954 47.9603
4 69.9463 0.2954 47.9603
5) 69.9463 0.2954 47.9603
6 69.9463 0.2954 47.9603
7 69.9463 0.2954 47.9603
8 69.9463 0.2954 47.9603
9 69.9463 0.2954 47.9603
10 69.9463 0.2954 47.9603
b)) 69.9460 0.2953 47.9604
o 9.70x107°% [ 9.34x1077 | 3.22x10°

Cuadro D.7: Resultados de la optimizacién con 10 ejecuciones del algoritmo
PSO para el modelo ACDM con datos de CC+SNIa.

No. Ejecuciones Hy Qo wo X2
1 69.8610 | 0.2867 | -0.9692 47.9183
2 69.8623 | 0.2867 | -0.9693 47.9183
3 69.8614 | 0.2867 | -0.9693 47.9183
4 69.8607 | 0.2867 | -0.9693 47.9183
5 69.8629 | 0.2868 | -0.9696 47.9183
6 69.8614 | 0.2867 | -0.9693 47.9183
7 69.8610 | 0.2867 | -0.9691 47.9183
8 69.8608 | 0.2867 | -0.9692 47.9183
9 69.8644 | 0.2869 | -0.9698 47.9183
10 69.8573 | 0.2863 | -0.9680 47.9184
by 69.8613 | 0.2867 | -0.9692 47.9183
o 0.0018 | 0.0001 | 0.0005 | 2.46x107°

Cuadro D.8: Resultados de la optimizaciéon con 10 ejecuciones del algoritmo
PSO para el modelo wCDM con datos de CC+SNIa.
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No. Ejecuciones Hy Qmo wo Wq x°
1 69.7576 | 0.2991 | -0.9724 | -0.1573 | 47.9225
2 69.8861 | 0.2796 | -0.9699 | 0.1282 | 47.9391
3 69.9158 | 0.2785 | -0.9717 | 0.1189 | 47.9378
4 69.7833 | 0.3141 | -0.9544 | -0.5914 | 47.9125
5 69.8172 | 0.3014 | -0.9664 | -0.2809 | 47.9003
6 69.7711 | 0.3041 | -0.9557 | -0.3775 | 47.8997
7 69.8849 | 0.2950 | -0.9762 | -0.1329 | 47.9131
8 69.7619 | 0.3086 | -0.9633 | -0.3905 | 47.9042
9 69.8440 | 0.3112 | -0.9730 | -0.4303 | 47.9132
10 69.7801 | 0.3011 | -0.9634 | -0.2941 | 47.9065
by 69.8202 | 0.2992 | -0.9666 | -0.2408 | 47.9148
o 0.0586 | 0.0121 | 0.0074 | 0.233 0.0142

Cuadro D.9: Resultados de la optimizaciéon con 10 ejecuciones del algoritmo
PSO para el modelo CPL con datos de CC+SNIa.
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