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Resumen

Usando curvas de rotacion de galaxias de bajo brillo superficial (LBSG, por sus
siglas en inglés), se infirieron los parametros libres de las ¢-estrellas de bosones como
componente de materia oscura. Las /-estrellas de bosones son soluciones numéricas
al limite no relativista del sistema de ecuaciones Einstein-Klein-Gordon, el sistema de
ecuaciones de Schrodinger-Poisson (SP). Estas soluciones estan parametrizadas por un
nimero de momento angular ¢/ = (N — 1)/2 y un ntimero de excitacién n. Para rea-
lizar el andlisis bayesiano se modificé el codigo SimpleMC para obtener la inferencia
de pardmetros, para los casos con m = 0y, { = 0, { = 1 y multi-estados de /- estrellas
de bosones, tales que se cumpla la condicién n — 1 — ¢ = 0 para garantizar su estabi-
lidad. Utilizamos el criterio de informacién de Akaike (AIC, por sus siglas en inglés),
criterio de informacién Bayesiano (BIC, por sus siglas en inglés) y el factor de Bayes
para comparar el caso de multi-estados y de un estado excitado (¢=1) con el estado ba-
se ({=0) como el modelo base debido a su simplicidad. Encontramos que los datos en
la mayoria de la muestra de galaxias favorece el caso de multi-estados y que la masa
del campo escalar tiende a hacerse un poco mas grande comparada al caso del estado
base.

Este trabajo doctoral fue publicado en [1].
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Capitulo 1

Introduccion

El término materia oscura se ha utilizado desde hace varios siglos, principalmen-
te, con la invencion de la fotografia astronémica en el siglo XIX, astrénomos de la época
discutieron la existencia de la materia oscura en forma de nubes oscuras o “nebulosas”
oscuras. Posteriormente, en 1894 el astronomo Arthur Ranyard realiz6 la hipétesis de

que existian estructuras oscuras o masas absorbentes [2].

A principios de los 1900 Lord Kelvin fue una de las principales personas en apor-
tar al andlisis dindmico galdctico, estimando la cantidad de materia oscura de la Via
Lactea, argumentando que si las estrellas en la Via Ldctea se pueden describir como un gas
de particulas que actiian bajo la influencia gravitatoria, entonces se puede establecer una rela-
cion entre el tamario del sistema y la velocidad de dispersion de las estrellas. Adicionalmente,
en 1906 Henri Poincaré mencioné que como la dispersién de velocidad predicha por Kelvin
era del mismo orden de magnitud que la observada, entonces la cantidad de materia oscura

era menor o similar a la materia visible [2, 3].

En 1915 el astrénomo Ernst Opik propuso un modelo del movimiento de las es-
trellas, con el cual concluy6 que la existencia de grandes cantidades de materia invi-
sible era poco probable [4]. En 1922 Jacobus Kapteyn también propuso un modelo en
el cudl describia a la Via Lactea como una distribucién de estrellas aplanada que giran
al rededor de un eje apuntando hacia el Polo Galactico y obtuvo la relacién entre el
movimiento de las estrellas y su velocidad de dispersion [2].

En 1932 Jan Oort, alumno de Kapteyn, analiz6 la cinematica de las estrellas en

la vecindad solar, lo cuél le permiti6é obtener una estimacién de la densidad local de



materia oscura [2, 5]. Adicionalmente, James Jeans en 1922 [6] y Bertil Lindblad en 1926
[7] también estimaron la densidad local de materia oscura.

Fritz Zwicky en 1933 analiz6 los corrimientos al rojo de varios cimulos de gala-
xias, notando una gran dispersién de velocidades en ocho galaxias dentro del Ctimulo
Coma, excediendo los 2000 km/s. Ademads, aplicé el teorema de virial para estimar
la masa de dicho cimulo, encontrando que 800 galaxias de 10°M, (masas solares) en
una esfera de 10° afios luz deberian exhibir una dispersion de velocidad de 80 km/s,
contrario a la velocidad de dispersién observada a lo largo de la linea de visién de
aproximadamente 1000 km/s. En su articulo [8, 9] menciona que si esto fuera confirma-
do, obtendriamos el sorprendente resultado de que la materia oscura estd presente en mayor
cantidad que la materia luminosa.

Histéricamente, en esos afios la hip6tesis de la materia oscura no fue bien acep-
tada por la comunidad cientifica, sin embargo, el hecho de que la materia oscura ex-
plicara la dindmica de los cimulos de galaxias llev6 a la comunidad a investigar sobre
qué podria ser esta materia oscura.

Observaciones espectroscépicas de la galaxia Andrémeda realizadas por Vera Ru-
bin y Kent Ford, publicadas en 1970, representaron un gran avance en términos de ca-
lidad [10]. En el mismo afio Ken Freeman compard las observaciones de las curvas de
rotacién fotométricas con las observadas en 21 cm (radioastronémicamente), encon-
trando que para las galaxias M33 y NGC 300, la curva de rotacion observada tenia un
pico a un radio mayor al predicho [11].

Las curvas de rotacion planas obtenidas en 1974 por la comunidad de radioastro-
nomia habian contribuido mucho a establecer la existencia de grandes cantidades de
masa en las partes externas de las galaxias [12].

En 1978, Albert Bosma publicé los resultados de su tesis doctoral [13] donde in-
cluia las observaciones de curvas de rotacion de 25 galaxias que exhibian un compor-
tamiento plano a radios mayores a lo observado épticamente. Posteriormente, Rubin,
Ford y Norbert Thonnard publicaron curvas de rotaciéon 6pticas de diez galaxias es-
pirales de alta luminosidad, las cuales, al igual que las encontradas por Bosma, eran

planas a radios mayores a los observados [14].

En la siguiente seccién 1.1 hablaremos de otras observables astronémicas y cos-
molégicas que nos dan evidencia de la existencia de la materia oscura, asi como la

forma en la que son obtenidas. Posteriormente, en la seccién 1.2 explicaremos algunos

3



modelos notables que intentan explicar qué es la materia oscura. Particularmente, en
el capitulo 2 hablaremos del modelo de materia oscura escalar, modelo en el cual esta

centrado este trabajo.

1.1. Observables cosmolégicas y galacticas

A partir de las observaciones se ha inferido la existencia de una materia invisible,
materia oscura, necesaria para reproducir la dinamica observada. En la seccién anterior
se mencionaron cronolégicamente las observaciones que dieron lugar a la propuesta y

aceptacion de la comunidad cientifica de la materia oscura.

En la escala cosmolégica tenemos a las oscilaciones bariénicas actsticas, BAO por
sus siglas en inglés y la radiacion césmica de fondo, CMB por sus siglas en inglés.

Las oscilaciones bariénicas actsticas son fluctuaciones en la densidad de materia
visible (barionica) que provienen del Universo temprano, el cual era un plasma calien-
te de materia oscura, protones y neutrones, donde los fotones ejercian una presién en
la materia baridnica. Fue hasta la época de la recombinacién en la que los fotones viaja-
ron libremente y se formaron dtomos neutros. La presién ejercida por los fotones sobre
los bariones dej6 plasmada una distribucién de densidad preferente en ellos. Posterior-
mente, debido a que la materia oscura tinicamente interacttia gravitacionalmente con
la materia, esa misma distribucién comenz6 a replicarse en ella, proporcionando una
regla estdndar en la distancia en la que las galaxias se agrupan, aproximadamente 150
Mpc [15]. Por lo que, si no existiera la materia oscura en el Universo, no tendriamos
esta regla estdndar. La distribucién de densidades del Universo en las épocas descritas
anteriormente puede ser observada en la Figura 1.1. Para una revisién en extenso del

tema, se recomienda [16, 17, 18].

Por otro lado, el CMB es una fotografia del momento en el que los fotones empe-
zaron a viajar libremente en el Universo. Al igual que BAO, esta observable nos dice
que durante la evolucién del Universo es necesaria la presencia de la materia oscura,
de lo contrario esta observable seria distinta, ya que depende de la época de la recom-
binacidn, si la materia oscura fuera distinta entonces las interacciones de ésta también
lo serian y por lo tanto las anisotropias del espectro de potencias del CMB serian distin-

tas, éstas anisotropias pueden ser observadas en la Figura 1.2. La radiacién c6smica de
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Figura 1.1: Evolucién del perfil de masa radial versus el radio comévil de una sobre-
densidad inicialmente puntual situada en el origen. La linea negra representa la mate-
ria oscura, la linea azul los bariones, la linea roja los fotones y la verde los neutrinos.
En cada panel se encuentra indicado el corrimiento al rojo (z) y el tiempo después del
Big Bang. a) Inicialmente, los fotones y bariones viajaron en conjunto. b) Cercano a la
recombinacién. c) Durante la recombinacién los fotones comenzaron a viajar libremen-
te. d) Después de la recombinacién los fotones viajan libremente dejando tinicamente
una perturbacién en los bariones alrededor de 150 Mpc. e) f) Al término de la recombi-
nacion, la interaccién gravitacional entre la materia oscura y la materia bariénica hizo
que ambas se acumularan en dichas escalas, teniendo sobredensidades de materia tan-

to en el sitio donde se origina la perturbacién como al rededor de 150 Mpc [16, 17, 18].
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Figura 1.2: Espectro de potencias del CMB observado por Planck [19]. Los puntos rojos
con barras de error son los datos observados. La region sombreada en verde indica el

error tedrico. La precision es una varianza césmica limitada a ¢ = 2000.

fondo fue observada por primera vez en 1965 por Penzias y Wilson en los laboratorios
Bell, obteniendo el premio Nobel en 1978. Después de la primera deteccion, hasta el
momento se han construido tres misiones para obtener observaciones con mayor reso-
lucién, el Explorador del Fondo Césmico COBE (Cosmic Background Explorer) operé
de 1989 a 1993, Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) observé de 2001 al
2010 y el satélite Planck operado por la Agencia Espacial Europea (ESA) (2009-2013)
[19]. En la Figura 1.3 se observa el cambio en la resolucién cronolégicamente con cada
satélite.

En la escala galactica las observaciones que son evidencia de la existencia de la
materia oscura son el lente gravitacional, particularmente el lente gravitacional débil
y las curvas de rotacion, a las cuales les dedicaremos la siguiente subseccién debido a

que son parte central de este trabajo.

El lente gravitacional es una de las predicciones de la teoria de la relatividad
general de Albert Einstein, propuesta en 1915 [21]. Observado en 1919 por Arthur Ed-
dington y Sir Frank Watson Dyson [22]. Este efecto consiste en la presencia de una

fuente gravitacional muy grande, como lo puede ser una galaxia, la luz proveniente de
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Figura 1.3: Resolucién de las observaciones del CMB de cada generacién de instrumen-
tos. Cada panel muestra la misma region del cielo de 10 grados cuadrados, mostrando
como cambiaria la resolucién de las anisotropias con cada satélite, COBE/DMR (1989-

1993), WMAP (2001-2010) y Planck (2009-2013) [20].

una galaxia mds pequefia que estd atrds de esta fuente gravitacional, es distorsionada y
por lo tanto, la luz que recibimos como observadores es diferente a la de la galaxia ori-
ginaria. Si la fuente gravitacional es muy pesada, suelen formarse anillos de Einstein
como se puede observar en la Figura 1.4.

Es importante mencionar que estructuras como los anillos de Einstein son obser-
vadas en una alineacion en la que el observador, fuente gravitacional fuerte y galaxia
que se quiere observar estdn en la misma linea de vision, este alineacion puede ser
observada en la Figura 1.5.

Particularmente, existe un efecto llamado microlensing, o lente gravitacional dé-
bil, el cual ocurre cuando el objeto que genera la lente es un objeto relativamente pe-
quefio o compacto, tales como una estrella, planeta o agujero negro. Contrario al lente
gravitacional que genera multiples imagenes o un anillo de Einstein, el lente gravita-
cional débil generalmente genera un incremento temporal en el brillo de la fuente del
fondo a medida que el objeto lente pasa entre la fuente y el observador. Dicho efecto fue
observado en cuaséres por Kyongae Chang y Sjur Refsdal en 1979 [25]. Posteriormen-
te en 1986, Bohdan Paczynski [26] propuso que este fendmeno de lente gravitacional

débil podria usarse para buscar objetos compactos en el halo de la Via Lactea.



Figura 1.4: Anillo de Einstein observado por el telescopio espacial Hubble [23].

1.1.1. Curvas de Rotacion

Las curvas de rotacién fueron la observable que hizo que la comunidad cientifica
le tomara importancia a la propuesta de la materia oscura, en particular con las obser-

vaciones de Vera Rubin y Kent Ford.

Se obtienen a partir de la rapidez a la que se mueven las estrellas en la 6rbita
de la galaxia a la que pertenecen, es decir, la rapidez de una particula de prueba en
una Orbita circular a un radio r; a esto se le conoce como rapidez circular (v.(r)). Para
obtener una expresion para la rapidez circular partimos del campo gravitacional, el
cual estd definido por

Ay = -GM0 (1.1)

r2
donde G es la constante gravitacional, M (r) es la funcién de masa. Al igualarla con la

aceleracion centripeta obtenemos

v? - 0P

< =|F|=—, 1.2

r £ or (12)
donde hemos utilizado la expresion F = —V®, con ® el potencial gravitacional. Por lo

tanto, podemos despejar y obtener que

v? = TS (1.3)
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galaxy cluster

lensed galaxy images

distorted light-rays

Figura 1.5: Alineacién de lente gravitacional. En la figura se muestra la alineacién el
la que es observable el anillo de Einstein, donde la fuente, el lente y el observador se

encuentran en la misma linea de vision [24].



Particularmente, en el caso con simetria esférica, el potencial gravitacional estd dado
por

1 7 e}

O(r) = —4nG {—/ " p(r")dr’ —i—/ r'p(r')dr’} : (1.4)

T Jo T
donde la primera integral corresponde a las contribuciones de < 7/, mientras que la
segunda integral corresponde a las contribuciones de » > »’. Al utilizar la expresiéon
anterior en conjunto con la ecuacién (1.3) obtenemos,

UCQ _ —47TGT’£ <1/ p(’f’/)’f’/2d’/’/> — 47TG7”£2/ p(T’)T/2d7“/ _ GM(T), (15)
0 ™ Jo

dr \'r r

siendo la expresion que utilizaremos en este trabajo para obtener la rapidez circular.

1.2. Modelos de materia oscura

El modelo ACDM, compuesto por una constante cosmolégica (A) asociada a la
energfa oscura, materia oscura fria (CDM por sus siglas en inglés), radiacién y mate-
ria ordinaria; ha prevalecido como el modelo estdndar debido a su simplicidad y a su
concordancia con observaciones [19], como la abundancia de hidrégeno y elementos
ligeros, la estructura a gran escala y la expansién acelerada del universo. Dicho mode-
lo presenta varias discrepancias con las observaciones de galaxias satélites al rededor
de galaxias con caracteristicas similares a la Via Lactea, debido a que las simulaciones
de materia oscura fria indican la existencia de mds galaxias satélites que las que se ob-
servan, a este problema se le denomina problema de satélites faltantes (MSP por sus
siglas en inglés). Sin embargo, en los tltimos afios se ha discutido como las observacio-
nes actuales podrian dar una solucién plausible a este problema, por la alta resoluciéon

de las observaciones, para més detalles al respecto se recomienda consultar [27].

Otra discrepancia proveniente de las simulaciones de materia oscura fria es el
problema “too big to fail", consiste en que las galaxias satélites predichas por el mode-
lo son tan masivas que es imposible que no tengan suficientes estrellas visibles, es decir,
que los satélites observados de la Via Lactea no son suficiente masivos para ser consis-
tentes con las predicciones de ACDM [28]. Por otro lado, esta el problema “cusp/core"
, el cual consiste en que los perfiles de densidad predichos por simulaciones de ACDM,
crecen abruptamente y por lo tanto producen una distribucién “cuspy" de la materia

oscura a radios pequefios. Mientras que las observaciones de los perfiles de densidad
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de materia oscura de galaxias enanas muestran ntcleos (“cores") centrales planos, in-

dicando lo contrario [29, 30].

Debido a las discrepancias mencionadas anteriormente, la comunidad cientifica
ha propuesto distintos candidatos de materia oscura, desde agujeros negros primor-
diales, particulas elementales mds allad del modelo estdndar, materia oscura ultraligera,
entre otras. Para un resumen general de distintos modelos de materia oscura, sobre
todo enfocado en el drea de particulas se recomienda consultar [2]. En [31] hacen una
introduccioén a la deteccién indirecta y algunos modelos de materia oscura. Mencionan
también, las distintas escalas de masa para candidatos de materia oscura, como pode-
mos observar en la Figura 1.6, siendo éste uno de los mayores retos sobre su descubri-
miento, ya que al no tener un rango pequefio de masa en el cual buscar, se convierte en

una tarea més retadora.

Mass scale of dark matter

(not to scale)

QCD axion ‘WDM limit unitarity limit

102eV W0 keV GeV 100wV My 10 Mg,
— — f P e

“Ultralight” DM “"Light” DM WIMP  Composite DM Primordial

(Q-balls, nuggets, etc) black holes

non-thermal dark sectors
bosonic fields sterile v
can be thermal

Figura 1.6: Rango de masa permitido para candidatos de materia oscura, desde particu-
las candidatas hasta agujeros negros primordiales. Los rangos de masa son solamente

aproximados [31].

En este trabajo de tesis doctoral nos centraremos en el modelo de materia oscura
escalar (también puede ser encontrado en la literatura como wave DM, Axion-like), el
cual corresponde a la escala ultra-ligera de la Figura 1.6 ya que suele tener una masa
alrededor de 10~ *[eV/c?].

En el siguiente capitulo explicaremos detalladamente este modelo, sus ventajas
respecto al modelo estdndar cosmoldgico y sus restricciones, centrandonos en las /-
estrellas de bosones y obtendremos soluciones a diferentes casos de éstas. En el capi-

tulo 3 hablaremos sobre los datos usados y explicaremos los pasos seguidos para el
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andlisis de datos con distintos casos de (-estrellas de bosones. Los resultados obteni-
dos se presentan en el capitulo 4 y finalmente, la discusion y perspectivas del trabajo

realizado se encuentran en el capitulo 5.
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Capitulo 2

Modelo de materia Oscura Escalar y las

/-estrellas de bosones

Un modelo de materia oscura tiene que ser consistente con las observaciones
mencionadas en 1.1, desde la escala cosmolégica hasta escala galactica, ademds de re-
solver las discrepancias que se han observado con el modelo cosmolégico estdndar A
Cold Dark Matter (ACDM). El modelo de materia oscura escalar (SFDM por sus siglas
en inglés) ha mostrado ciertas ventajas respecto a ACDM. Comenzando por las escalas
cosmoldgicas, donde el modelo ha reproducido el fondo y las perturbaciones lineales
en la densidad, ademads de que da un corte natural a pequefias escalas en el espectro de
potencias de masa [32]. Este corte previene la sobreproduccién de pequefias estructu-
ras y se debe a que el tinico pardmetro libre del modelo es la masa del campo, poniendo
la cota de que ésta debe ser mayor a 10-?*eV/c? para ser compatible con las observa-
ciones del espectro de potencias [33]. Lo anterior resuelve el problema de los satélites

faltantes.

Simulaciones de SFDM realizadas por [34] muestran estructura a gran escala que
es indistinguible de aquella proveniente de materia oscura fria y, proveen un perfil
de densidad analitico para los halos de materia oscura con un nicleo soliténico y una
parte exterior formada por el perfil Navarro-Frenk-White (NFW) [35]. Dicho perfil de
densidad analitico para el campo escalar resuelve el problema cusp/core, al tener un
ntcleo soliténico, es decir, tipo core. Este perfil ha sido utilizado para restringir las
caracteristicas de la materia oscura, utilizando diferentes sistemas tales como galaxias

esferoidales enanas [36, 37]. Este andlisis ha mostrado que el tener un solo estado de
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SFDM restringe mucho la masa del campo escalar con las observaciones de Lyman-a,
teniendo cotas al rededor de (log,,(m/eV) ~ [-23,-24]) [38, 39].

Ademas, al usar una reconstruccién no paramétrica de curvas de rotacién con
distintos perfiles de densidad, se encontré que 44 % de las galaxias utilizadas prefieren
el modelo SFDM [40]. Lo anterior ha motivado a la comunidad cientifica a seguir traba-
jando con el modelo de SFDM, buscando extenderlo de distintas formas, como consi-
derar estados excitados [41], un campo escalar autogravitante con autointeraccién [42]
o un estado base con un estado excitado inestable [43], por nombrar algunos ejemplos.
Uno de los primeros trabajos a escalas galdcticas de campo escalar autointeractuante
con multiples estados es [44], el cudl fue utilizado en [45] para analizar las velocida-
des de dispersion de ocho de las galaxias enanas esferoidales satélites de la Via Lactea.
Posteriormente fue utilizado en [46] para compararlo con el caso de un estado base
interno con una parte exterior NFW, esto con galaxias de bajo brillo superficial. A es-
calas cosmoldgicas se ha introducido la materia oscura multi-campo escalar (MSFDM
por sus siglas en inglés), esto significa que se consideran distintas combinaciones de

potenciales, para mayores detalles sobre MSFDM consultar [47] y sus referencias.

Otra forma de explorar el modelo de campo escalar es a través de la teoria cuan-
tica de campos, particularmente con las estrellas de bosones, las cuales fueron intro-
ducidas en [48] como soluciones regulares a las ecuaciones de Einstein Klein-Gordon
para un campo escalar clasico complejo y minimamente acoplado. Posteriormente en
[49] introdujeron las soluciones autogravitdntes,estdticas, con simetria esférica de par-

ticulas con espin cero.

Las estrellas de bosones han sido utilizadas para modelar halos de SFDM vy asi
poner restricciones a la masa del campo con distintas observables como curvas de ro-
tacion [50] y dindmica estelar de cltsters [51]. En el caso de las curvas de rotacion se ha
encontrado que al hacer el ajuste con el estado base se obtienen distintos valores de la
masa del campo para distintas galaxias [50], mientras que al tomar solamente estados
excitados se puede ajustar con un solo valor de la masa pero las configuraciones no
son estables [52].

Las configuraciones con bosones en distintos estados proveen una fenomenolo-
gia mas rica al SFDM. Los estados estdn caracterizadas por sus nimeros cuanticos n, ¢

y m; y es posible explorar distintas combinaciones de dichos valores como por ejemplo
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en el trabajo [53], donde toman n # 0, { = m = 0, para el cual n toma distintos valo-
res. Estds configuraciones son llamadas multi-estado y fueron propuestas para obtener
curvas de rotacion planas a grandes radios con SFDM. Por lo mismo es importante co-

nocer la estabilidad de los multi-estados y ésta fue probada en [43, 54]..

En este trabajo nos centramos en las estrellas de bosones con multi-estados, es
decir, /-estrellas de bosones como halo de materia oscura escalar. Partiendo de las so-
luciones al estado base y estados excitados de forma independiente para después ex-
plorar las soluciones al sistema de ecuaciones acoplado, tomando la regla de selecciéon
n —1 —{ = 0, indicando que tomamos tnicamente las soluciones que no tienen no-
dos para asegurar su estabilidad. La estabilidad para el caso de multi-estados ha sido
estudiada en [55], donde se menciona que tener un estado excitado permite tener un
mayor rango radial para objetos astronémicos, es decir, que el tener mds de un estado
podria resolver las discrepancias creadas por este centro soliténico del campo escalar
para las curvas de rotacién. Por ello, decidimos centrar nuestros esfuerzos en estudiar
los multi-estados con el estado base y dos estados excitados.

En la siguiente seccion (2.1) describiremos de forma general cémo obtener los sis-
temas de ecuaciones que describen a las estrellas de bosones, sus condiciones iniciales
y de frontera, y su transformacién a un sistema de ecuaciones de primer orden que
posteriormente es resuelto utilizando el método de shooting y un Runge Kutta. En la
seccion 2.1.1 se muestran explicitamente las ecuaciones resueltas de forma indepen-
diente para distintos valores de ¢, su funcién de masa y su rapidez circular. Mientras
que en la secciéon 2.1.2 se muestran las ecuaciones acopladas hasta ¢ = 2. Finalmente,
en la seccién 2.1.3 se describen las caracteristicas de las ecuaciones para cada uno de

los diferentes casos.

2.1. /-estrellas de bosones

Para obtener el sistema de ecuaciones que describen a las /-estrellas de bosones
se obtuvo el limite no relativista de las ecuaciones de Einstein-Klein Gordon (EKG),
siguiendo el procedimiento presentado en [56, 57], con el potencial de un campo escalar
de espin 0
(2.1)
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donde m, es la masa del campo escalar y el subindice a hace referencia al axién. El

sistema de ecuaciones de Schrodinger-Poisson (SP) de forma general es

2

: h

Mg

VUt + MV W, VW, = A7Gmg Y [Wpm]*. 2.2)

ném

Las soluciones a este sistema son configuraciones autogravitantes de una com-
binacioén ortogonal de estados etiquetados con los niimeros cudnticos n, £y m, ¥ sy,
estos estados estdn ocupados por bosones de masa m, y m,|¥,em|* es la contribucion

del estado ¥, a la densidad de masa que genera el potencial gravitacional V.

Considerando configuraciones estacionarias y axisimétricas, se propone la siguien-

te solucién [58]

\Ijnﬁm = \I,ném (ta f) = e‘%WnEertre¢nem(T)nm(97 ¢)7 (23)

donde Yy, son los harmonicos esféricos y los valores que pueden tomar los ntimeros
cuanticossonn =1,2,...,¢(=1,2,....n—1ym=—(,—(+1,..., 0 —1,(. Aligual que
en problema de mecénica cudntica en el que se tiene una particula libre en un potencial

externo, la funcién radial ¢4, tiene un ntimero de nodos dado porn — 1 — /.

Las estrellas de bosones son soluciones esféricas a (2.1) para un solo ¥,,. Para
n = 1 la funcién radial tiene cero nodos y es estable, las soluciones con n > 1 tienen
n — 1 nodos y son inestables. Las /-estrellas de bosones son soluciones con ¢ y n fijas y

con / # 0, y se cumple para la funciones radiales, distinguidas por m

¢n€—€ = ¢n€—€+l = = 77an€—1 = ¢n€€v (24)

implicando que la densidad total de materia tenga simetria esférica. Finalmente, las
multi-/-estrellas de bosones son soluciones que consideran varios valores de ¢ pero
que al igual que las /(-estreallas de bosones, para cada ¢, n es fija y los 2¢ 4+ 1 campos
Ynem tienen la misma funcién radial como se expresa en (2.4). Ademads, las multi-/-
estrellas de bosones tienen simetria esférica. Es importante sefialar que en este trabajo

nos referimos a las multi-f-estrellas como el caso de miltiestados.

Asi, la ecuacién andloga a la ecuacion de Poisson es [58]

h)
V2Vio = 4nGm2=23" (201 4+ 1) 12192, (2.5)

a .0
n,l1
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donde se ha tomado el indice m =0y

2(0+1
V2, =92+ {@] 0,. (2.6)
r

Adicionalmente, se puede notar que el lado derecho de la ecuacién 2.1 se anula
si { # 0, por la delta de Kronecker, implicando que el tnico término diferente de cero
en este caso es el monopolar del potencial gravitacional, por lo que Vy, se convierte en

Voo. Entonces, la ecuacién anterior se reduce a
V2 Voo = 4mGm? > (26 + 1) 1?42, (2.7a)
n,l1
Ademas, la ecuacién de Schrodinger es
h2
%Vzwneo = (maVoo — Ynto) Yneo, (2.7b)
por simplicidad en la escritura del desarrollo de aqui en adelante se tomara ¢; — /.
Para poder resolver el sistema de ecuaciones numéricamente es necesario intro-

ducir las siguientes cantidades y adimensionalizar el sistema SP

ec? o 2 2 T h T 2 2 Y m?)l
E = FEe'myc®,r = — WV =Vee", M = Me——, (2.8)
hvarG € MyC s

donde la barra en cada expresién representa la solucién numérica, € es una cantidad

Y =1

adimensional relacionada con qué tan pequefio es nuestro sistema comparado con la
velocidad de la luz, E es la energia, r es la coordenada radial, V' es el potencial, c es la

velocidad de la luz y m,; es la masa de Planck.

Debido a la simetria esférica inicamente tenemos dependencia radial en las ecua-
ciones, lo cual nos permite escribir las derivadas parciales como derivadas totales res-
pecto a r en el sistema de ecuaciones. Al sustituir las expresiones (2.8) para adimensio-

nar la ecuacién andloga a la ecuacion de Poisson (2.7a), tenemos

(emac)2 d_2 N 2(0 4+ 1)emgcemqyc d
dr? 7h hodr

h 4 e -

/'7

Ao\ 2 etct
471'sz Z (2£ + 1) <€ mac) dJnEO %, (29)
n,l

simplificando tenemos

4,2 4 2 4, 2 4 = 2t
{emacHd +wi}mzemac Z(%H)(i h) oo, (2.10)

K2 dr? roodr € Myl




por simplicidad a partir de aqui omitiremos la notacién de barras. Eliminando térmi-

nos semejantes obtenemos que la ecuacién anédloga a la ecuacién de Poisson es

d*Vio 2 dVoo 90 19
— = (2 )r .
02 — + E (+ 005 (2.11a)

y al repetir el mismo procedimiento con la ecuacién de Schrodinger (2.7b) se obtiene

d*iy, 200 + 1) dip,
;/;2120 - ( ” ) ZDZTKO +2(Voo — Yne0) Uneo, (2.11b)

donde para llegar a ella es importante tomar en cuenta que 7, tiene la mismas unida-
des de adimensionalizacion que . Ademads, se decidi¢ afiadir al sistema de ecuaciones

SP la siguiente ecuacién para el nimero de particulas en cada estado [43]

dN
=L — 2, (2.12)

Para obtener las soluciones numéricas al sistema de ecuaciones formado por las
ecuaciones anteriores, es importante conocer las condiciones iniciales y de frontera
del sistema. Las condiciones de frontera deben de garantizar que las soluciones sean
regulares, es decir, que existan sus derivadas para poder resolver el sistema de ecua-
ciociones y que sean asintéticamente planas, indicando que las soluciones no deben de
tener nodos, es decir, que no tenga raices en r = 0. Lo cual implica que la expresiéon
(2.11b) se convierta en un problema de eigenvalores de las frecuencias 7.

El que las soluciones sean regulares en el origen implica las siguientes condiciones

iniciales obtenidas al realizar una expansién en serie de Taylor, para el potencial
Voo(0) =0, Vgo(0) =0, Vgg(0) =0, Voo(r = 0) = vy, (2.13)

mientras que para el campo y para la frecuencia

2V00(0)ne0(0)
3+ 20

Un(0) =0, y0(0) = ;o U(0) =0,  y(r=0)=1v;, (2.14)

donde se han asignado las variables v, y v, a aquellas condiciones iniciales desconoci-
das. Ademads, para el campo se debe cumplir 1,4 (r = 0) = C;, donde C; es el valor de

una constante que indica el valor de la amplitud central del estado.

Adicionalmente, es importante notar que el hecho de que 222(r = 0) = 0 =

dVoo

222 (r = 0) hace que el sistema de ecuaciones formado por (2.11a) y (2.11b) no diverja

al tener términos de la forma 1/r.
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Por otro lado, que las soluciones sean asintéticamente planas implica las siguien-

tes condiciones de frontera cuando r — oo

M 1% dV;
Yneo =0, Voo = - %(r — 00) + d—ﬁo(r —00) =0, (2.15)

donde la segunda condicién implica la tercera, es decir, la tercera condicién es impues-

ta.

Debido a que desconocemos algunas de las condiciones de frontera de nuestro
sistema de ecuaciones diferenciales, implementamos el método de shooting, el cual
consiste en encontrar soluciones al problema de condiciones de frontera para diferen-
tes condiciones iniciales hasta encontrar una solucién que también cumpla con las con-
diciones de frontera, lo cual permite encontrar las raices, es decir, los valores de C;, v1 y
v, para los cuales el sistema de ecuaciones cumple las condiciones. Para implementar
el shooting se realiz6 el siguiente cambio de variable

dwnﬂo _ %
dr dr’

Ny dys
dr dr’

Ys = Yneo, Yo = N,
(2.16)

Y1 = Yno, Y2 = ys = Voo, Y1 =

lo cual permitié pasar de un sistema de ecuaciones de segundo grado a un sistema de

ecuaciones diferenciales de primer orden

U Y2

Ys 220D g+ 29, (ys — ys)

v _ v , (2.17)
Y4 TR S ) R DI

Ys 0

Yo yir?

y con un Runge Kutta de cuarto orden se resolvio el sistema de ecuaciones.
Posteriormente se utilizaron estas soluciones para obtener la rapidez circular (V;), para

ello se utiliz6 la expresion

va(r) = GM(r), (2.18)

r

ya que las soluciones tnicamente dependen de la coordenada radial. Donde M (r) es

la funcién de masa dada por

M(r) = 4m /O Tp(f)f%zf. (2.19)

19



Al utilizar los cambios de variable (2.8) con las soluciones numéricas obtenidas
le regresamos las unidades fisicas a las soluciones, por lo que en este caso la densidad

estd dada por
m2et

M,
= 20,2 O]

n,

donde %42, es la densidad numérica, M, indica que son masas solares, la cual es

igual a 1.99 x 10°° kg y kpc indica kiloparsec, el cual es igual a 3.086 x 10'® km. Por lo

tanto, la rapidez circular es
2 R e\ 2
v? = 8.95 x 1010% / 7320 + 1), dr (%Il) . (2.21)
0 n,fl

En las siguientes secciones tomaremos dos casos del sistema de ecuaciones SP, a
los que dividiremos en soluciones independientes (seccion 2.1.1) y soluciones acopla-
das (seccién 2.1.2). Donde en cada caso, después de obtener sus soluciones se continuo

con el anédlisis para obtener su rapidez circular, es decir, su curva de rotacién.

2.1.1. Soluciones independientes

Como primer paso para obtener las soluciones a las /-estrellas de bosones se ob-
tuvieron soluciones a cada uno de los estados por separado, es decir, soluciones con
¢ =0,{ =1y =2.Elobtener las soluciones nos permiti6é explorar y conocer las carac-
teristicas de ellas, las cuales se encuentran descritas detalladamente en la seccién 2.1.3
en conjunto con las caracteristicas correspondientes a la solucién de las ecuaciones aco-
pladas, subseccién 2.1.2. Para los casos independientes, dichas caracteristicas de rees-
calamiento nos permitieron fijar la amplitud central del estado, es decir, 1,4 (r = 0) = 1
y el hecho de que forman una familia nos permiti6 utilizar el pardmetro e como factor
de reescalamiento en la amplitud central. A continuacién se presentara explicitamente
el sistema de ecuaciones resuelto de cada uno de los casos independientes y su rapidez

circular.

Estrella de bosones (¢ = ()

Al tomar el sistema de ecuaciones (2.11b) y (2.11a), con ¢ = 0 y n = 1, se obtie-
nen las soluciones conocidas como una estrella de bosones simple, las cuales han sido

estudiadas a profundidad en [59, 52]. Explicitamente, el sistema de ecuaciones es

d? 2d
62511200 = 2(Voo — 7100)¥100 — ” 12;00

(2.22a)
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PV 2dVi
dr2 1 dr

Donde las condiciones iniciales que serdn encontradas utilizando el método de shoo-

+ ¥oo. (2.22b)

ting son: v109(r = 0) y Voo(r = 0). La funcién de masa esta dada por

M(r) =1.33 x 10—1°mi / 73, diM, (2.23)
a JO

y por lo tanto, la rapidez circular para el estado base es

2 k
V2 (r) = 8.95 x 101067 0 ~2¢100dr( ;”) . (2.24)

Asi, los pardmetros libres a ser estimados son € y m,. Ademas, podemos notar que la

rapidez circular iinicamente depende de € como parametro libre.

Estrella de bosones con estado excitado(/ = 1)

Consideramos el caso en el que el halo de materia oscura tnicamente estd for-
mado por un estado excitado, el cudl estd relacionado con la simetria cuadrupolar.
Resolvimos el sistema de ecuaciones de SP con el término ¢ = 1y n = 2, dado por las

siguientes ecuaciones

d2¢210
Cdr?

4d
= 2(Voo — 7210)¥210 — = 1272010

(2.25a)

PV 2dVig
dr2  r dr

Las condiciones iniciales son las mismas que para el estado base 2.1.1, donde o10(r =

+ 31793, (2.25b)

0) y Voo(r = 0) serdn determinados al resolver el problema de eigenvalores. Por otro

lado, la funcién de masa estd dada por

M(r) = 1.33 x 10—10mi / 32, o diM., (2.26)
a JO

y la rapidez circular

2 k
2oy (r) = 8.95 x 101067 /0 ~4w210d7“( ;n) : (2.27)

Podemos notar que al igual que en el estado base, los pardmetros libres son € y m,,.
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Superposicién

El caso de superposicion es una primera aproximacion al caso de soluciones aco-
pladas, donde se afiadieron las soluciones sistematicamente, es decir, se comenzé con
las soluciones independientes para { = 0 y { = 1, y posteriormente se afiadieron las

soluciones correspondientes a ¢ = 2, las cuales corresponden al siguiente sistema de

ecuaciones
d*: 6 d
% = 2(Voo — 320)¥320 — - 1(/;:;20’ (2.28a)
g d*V, 2dV,
0= 20 5y, (2.28b)

AT 7 dr
donde en este caso y320(r = 0) y Voo(r = 0), también son determinados al utilizar el
método de shooting. Debido a que la funcién de masa proviene de la integral del po-
tencial gravitacional y éste cumple con el principio de superposicién, se asumié que la
funcién de masa es una superposicion de las soluciones de los sistemas de ecuaciones

de SP independientes para cada estado. Por lo que la expresién para M (r) total es
Mror(r) = Me—o(r) + Me=1(r) + Me—(r). (2.29)

Esta expresion nos permite escribir a la rapidez circular total de la siguiente forma

_ 2 2 2
Ve, TOT = \/UC,KZO + Uc,ﬁzl + UC,ZZQ’ (230)

donde v, /- es la ecuacioén (2.24), v. - la ecuacién y v, -, es

e [k km\?
2 _y(r) = 8.95 x 101033 /0 o2, dr (T) : (2.31)

Es importante notar que en la expresién anterior se cambi6 e por e;, comparando
con la ecuacién general (2.21). Esto se debe a que para el caso de superposicion se
tomaron como pardmetros libres m,, y ¢, para cada estado debido a su relacién con la

amplitud central de éste. Por lo que los pardmetros libres son m,, €, €1 y €2.

2.1.2. Soluciones acopladas

Para resolver el sistema de ecuaciones acoplado formado por las ecuaciones (2.11b)
y (2.11a), se decidi6 obtener las soluciones estables, es decir, aquellas que no tienen no-
dos y que siguen la regla de seleccion n — 1 — ¢ = 0 [58]. Ademads, se tomaron las

soluciones hasta ¢ = 2 porque los resultados del caso de superposiciéon nos indicaban
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que ¢ = 2 tiene un buen alcance para grandes extensiones radiales, en el capitulo 4 se
discute a detalle los resultados obtenidos. Por otro lado, en el apéndice encontraran
resultados preliminares al tomar hasta ¢ = 3.

El sistema de ecuaciones de SP acoplado resuelto es

dzi;oo = 2 (Voo — 7Y100) Y100 — %dﬁ;oo’ (2.322)
di;izlo = 2 (Voo — 7210) ¥210 — %dﬁi}ov (2.32b)
di;izzo = 2 (Voo — ¥320) V320 — gdﬁizo’ (2.32¢)
Voo 2dVio PPy + 322, + Brigd,. (2.32d)

darr o odr
Para encontrar las soluciones resolvimos el problema de eigenvalores de las frecuen-
cias Y100, Y210 Y Y320 utilizando el método de shooting. Parte de las condiciones iniciales
implican 100(r = 0) = C1, a19(r = 0) = Ca y P399(r = 0) = Cs. Por lo tanto, 1100(0),
1210(0) y 1320(0) se convierten en pardmetros libres, en conjunto con € y m, para este
caso. Es importante mencionar que afiadir las amplitudes centrales como pardmetros
libres implica resolver el problema de eigenvalores a cada paso del sampleo, haciendo
al algoritmo més costoso computacionalmente. La expresion para el nimero de parti-
culas en cada estado también es parte del sistema de ecuaciones, lo cual significa que

también las soluciones para N,—y, N;—1 y N2 estdn siendo encontradas.

2.1.3. Caracteristicas de las soluciones

Al resolver numéricamente el sistema de ecuaciones de SP se observaron carac-
teristicas interesantes. En el caso de las soluciones independientes ({109, %210 ¥ ¥’320) se
pudo observar que forman una familia, es decir, que al tomar la solucién para cierta
amplitud central ¢,,40(0) podemos utilizar la expresion

RLGE)

para obtener la solucién correspondiente a una amplitud central ,,,(0) diferente sin
necesidad de volver a resolver el sistema de ecuaciones, ver Figura 2.1. Esto se debe

a las propiedades de reescalamiento del sistema de ecuaciones, las cuales pueden ser
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encontradas al utilizar la transformacion (7, ¥ne.vy,) — (TA, Yneo/ A2, Voo /A?). Por lo
tanto, para las soluciones independientes el parametro )\ es andlogo al pardmetro e,
dicha equivalencia se deja de cumplir en el caso de las soluciones de multiestados, esto
se puede ver en la ecuacién (2.20), donde el pardmetro e estd multiplicando la suma
sobre n y ¢, por lo tanto si el pardmetro e cambia, cambiaria todos los estados en la

suma por igual.

1.01 — $100(0)=0.1
— 100(0)=0.2
0.8 —— Y100(0)=0.3
¥100(0)=0.4
¥100(0)=0.5
061 ¥100(0)=0.6
— 100(0)=0.7
0.4 1 — 100(0)=0.8
—— Y100(0)=0.9

\ Y100(0)=1
0.2 k
0.0 1

0 2 4 6 8 10

Y100

Figura 2.1: Soluciones numéricas para el sistema de ecuaciones del estado base, descri-
to por las ecuaciones (2.22a) y (2.22b). Cada solucién fue obtenida utilizando la expre-

sién (2.33) con 9199 = 1 como principal.

Enla Figura 2.2 y Figura 2.3, se muestran los perfiles de densidad numéricos para
los sistemas de ecuaciones descritos en las secciones 2.1.1 y 2.1.2, respectivamente.

Al comparar estas graficas se puede observar que en la Figura 2.2 cada densidad
numérica tiene una mayor amplitud y extension radial que las densidades numéricas
de la Figura 2.3, dichas discrepancias pueden ser atribuidas a la interaccién gravitacio-
nal entre los estados y al sistema de ecuaciones acoplado que las ecuaciones (2.32a -
2.32d) representan. Ademads, es notoria la diferencia entre una contribucién indepen-
diente, i.e. resolver independientemente cada estado y tomar la superposicién de ellos;
y la contribucién acoplada de cada estado a la curva de rotacién total. Debido a que
estas soluciones estan relacionadas con los armoénicos esféricos, se puede ver que para
las soluciones de multi-estados, cada uno de ellos tiene una contribucién multipolar.
Para més detalles acerca de las caracteristicas de las (-estrellas y en otro contexto se

recomienda consultar [60, 61, 62].
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1.0 1 — V100

— V20
0.81 — W20

0.6 -

(Fy)?

0.4

0.24

0.0

Figura 2.2: Perfiles de densidad numéricos para cada estado, resolviendo el sistema
de ecuaciones para el estado base 1o (2.22a)-(2.22b), el primer estado excitado (210),
(2.25a)-(2.25b) y el sistema de ecuaciones (2.28a)-(2.28b) para el estado 139. La linea
azul corresponde al estado (o, la linea verde al estado 219 y la linea naranja corres-

ponde al estado 139.

1.01 — V100

— V210
0.8 — Ws20

0.6

(r'y)?

0.4

0.29

0.0 1

Figura 2.3: Perfiles de densidad numéricos para cada estado, resolviendo el sistema de
ecuaciones (2.32a - 2.32d). La linea azul corresponde al estado 19, la linea verde al

estado 1210 y la linea naranja corresponde al estado t59.
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Capitulo 3

Datos utilizados y analisis estadistico,

frecuentista y bayesiano.

En este capitulo explicaremos la muestra de datos utilizada en este trabajo, sec-
cién 3.1 y los métodos estadisticos para el andlisis de ellos (seccién 3.2), al igual que el

procedimiento que se sigui6 para el andlisis.

3.1. Datos

Se ha mencionado en el capitulo 1 la importancia de las observaciones de las cur-
vas de rotacién para la inferencia de la existencia de materia oscura a escala galactica y
como las observaciones de M31 realizadas por Vera Rubin y Kent Ford en 1970 fueron
importantes para que la comunidad cientifica comenzara a atacar el problema de la
materia oscura desde distintos angulos.

Actualmente, se sabe que las galaxias de bajo brillo superficial (LSBG, por sus
siglas en inglés) son galaxias propicias para probar modelos de materia oscura [63,
64], debido a su baja visibilidad en el espectro 6ptico y su fotometria en HI, lo cual
puede indicar que la dindmica de su curva de rotacién principalmente depende de la
contribucién de la materia oscura.

Por lo anterior, decidimos utilizar un conjunto de 17 LSBG, basdndonos en la
buena calidad de los datos que fue clasificada por [65] y en su modelo de masa [66, 67,
46].

En la tabla 3.1 se muestra la morfologia de cada galaxia del conjunto seleccio-
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nado, para mayores detalles sobre las caracteristicas de los datos consultar [65]. La
morfologia de cada galaxia nos puede dar informacién de su historia de formacioén, sin
embargo, al no encontrar ninguna relacioén entre su morfologia y los parametros libres
del modelo, se decidi6 mostrar los resultados basandonos en la extension radial de las
galaxias y su comportamiento lineal. Es decir, se dividieron en aquellas con r < 10 kpc
y r > 10 kpc, afiadiendo una categoria extra para 3 galaxias con r < 10 kpc, ya que los

datos parecen indicar que son una linea recta.

Galaxia Morfologia
ESO3020120 Espiral, indicio de barra?
ESO3050090 Espiral barrada
ESO4880490 | Barra de Magallanes inclinada

UGC11557 | Espiral difusa, nticleo pequefio
UGC11616 Difusa, irregular
UGC4115 Nudosa y difusa
ESO0140040 | Bulbo, brazos espirales justos
ESO0840411 Edge-on
ESO1200211 Barra de Magallanes difusa
ESO1870510 Espiral irregular, floculante
ESO2060140 Espiral
ESO4250180 Espiral barrada abierta
F730-V1 Espiral
UGC11454 | Espiral difusa, nticleo pequefio
UGC11583 Barra de Magallanes tenue
UGC11648 Irregular
UGC11748 | Irregular, nticleo/barra brillante?

Tabla 3.1: Morfologia de cada galaxia en el conjunto de datos seleccionado, para mas

detalles consultar [65].

3.2. Analisis estadistico

Como primer paso en nuestro andlisis calculamos la x* minima, la cual esté des-

crita en la seccién 3.3. Comenzando por el estado base y la superposicion, afiadiendo
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sistemdaticamente estados, es decir, 1100 + V210 Y Y100 + V210 + Y320, éstos tltimos resulta-
dos nos dieron informacién de cémo contribuye cada uno de los estados a la curva de
rotacion total. Concluyendo que para la mayoria de las galaxias en la muestra deberfan

incluir al menos tres estados (un estado base y dos estados excitados).

Debido a los resultados mencionados anteriormente, se decidi6 centrar el trabajo
en el modelo descrito en la seccién 2.1.2, ya que sirvieron como una primera aproxi-
macion al sistema acoplado, y utilizar como la informacién a priori en el algoritmo de
muestreo anidado, los resultados de la x? de la superposicion de estados. Como es un
sistema de ecuaciones acoplado, no se puede utilizar el parametro ¢ para cada estado
como se hizo en el caso de superposicién. En la ecuacién (2.21) se puede observar que
€ se convierte en un pardmetro global para este caso. Por lo tanto, se eligi6 la amplitud
central de cada estado (¢,,,(0)) como pardmetro libre, la cual es parte de las condiciones
iniciales necesarias para resolver el sistema de ecuaciones numéricamente. Este cambio
hizo que la estimacién de pardmetros fuera mds costosa computacionalmente debido
a que la integracion con el método de shooting se tenia que hacer a cada paso del algo-
ritmo de muestreo anidado.

Los pardmetros libres para el caso de multi-estados son: m,, €, ¥100(0), ¢210(0) and
wSQO(O)-

Elegimos los siguientes priors planos —26 < log (m,[eV/c?]) < —20, —6 < log (¢) < -2,
—5 < log (1100(0)) < 0, =6 < log (¢210(0)) < 0y —6 < log (1320(0)) < 0. Donde la cota
superior de la masa del campo escalar (m,) es elegido a partir de las observaciones
de Lymman-a [38, 39] y el inferior a partir de los resultados obtenidos para el modelo
mencionados anteriormente. El pardmetro € esté relacionado con qué tan pequefio es
nuestro sistema respecto a la velocidad de la luz, debido a que estamos tomando el
limite no relativista queremos que sea suficientemente pequerio, la cota inferior de este
prior fue restringida al resolver numéricamente el sistema ecuaciones ya que al hacer
mads pequefia la cota no se encontraron condiciones iniciales que cumplieran la con-
dicién de cero nodos. Los prior referentes a las amplitudes centrales se eligieron con
una cota superior de log (¢s,0(0)) = 0, debido a que una reparametrizacién en la que
la amplitud central de cada estado sea la unidad puede ser encontrada, mientras que
la cota inferior fue restringida al considerar que una contribucién numérica de 10~ es
cercana a cero, es decir, el estado no contribuye a la curva de rotacién total. Para los

casos independientes, estado base (¢10) y primer estado excitado (¢210) elegimos los
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mismos priors para los pardmetros libres m, y ¢, respectivamente.

Para el nimero de “live points” necesarios para el algoritmo de muestreo anida-
do se sigui6 la regla 50 x k, donde k corresponde a la dimencionalidad del vector de
pardmetros libres, como un ntimero minimo. Se modificé SimpleMC, un cédigo que
utiliza dynesty [68], este método de sampleo nos permitié obtener la evidencia baye-
siana, la cudl utilizamos para obtener el factor de Bayes. Este algoritmo es descrito en

la seccion 3.4.1.

Adicionalmente, se utiliz6 la libreria fgivenx [69] para la visualizacién del ané-
lisis obtenido con el muestreo anidado. Los contornos a 20 obtenidos al utilizar esta

libreria pueden ser observados en las figuras.

Para conocer cual de los tres casos considerados en este trabajo es favorecido por
los datos como componente de materia oscura, calculamos los criterios de informacién
de Akaike y bayesiano, en conjunto con el factor de Bayes. Para este tultimo tomamos
al estado base (1109, section 2.1.1) como el modelo base, debido a su simplicidad y a su
correspondencia con el perfil soliténico obtenido de las simulaciones de campo escalar
[34], que usualmente es utilizado en la literatura con un perfil NFW en la parte exterior
[36, 37]. Adicionalmente, tomamos las cotas para la masa del campo escalar encontra-

das en [46] para este caso, 0.212 x 107 < m,[eV/c?] < 27.0 x 10723,

En las siguientes secciones, adicional a la explicaciéon de las métricas utilizadas
en el andlisis, se dard una breve introduccién a estadistica bayesiana, la cual es clave

en el muestreo anidado utilizado en este trabajo.

3.3. \?

Como se mencioné anteriormente, en la primera parte del anélisis se minimiz6 el

error a través de la siguiente expresion

X2 _ Z (UObS _UZ(x’h 9))2’ (31)

i Vobs

2
Vob:

donde veps es la rapidez circular observada, o _es la varianza de vqps, 6 son los paré-

metros libres y v(z;, #) es el modelo evaluado en los puntos observados.
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3.4. Estadistica Bayesiana

A diferencia de la estadistica frecuentista, la estadistica Bayesiana define la pro-
babilidad como una medida de qué tan posible es que un evento o la posicién de una
particula sea cierta, dado otro evento que sabemos que es cierto, P(A|B). A esta can-
tidad se le conoce como la probabilidad condicional, debido a que depende de que el
observador tenga informacion del evento y puede actualizarse al tener més informa-
cién. La estadistica Bayesiana se basa en el teorema de Bayes, definido de la siguiente
forma

PO)=—"-, (3.2)
donde

» P(O©) = P(0|D,M), es el posterior y nos da la probabilidad de una hipétesis
(modelo, M) dada la evidencia observada (datos,D), donde 6 corresponde a los

pardmetros libres del modelo.

= L£(©) = P(D|0, M), es el likelihood o verosimilitud, es la probabilidad de observar
los datos bajo la suposiciéon de un modelo. Se forma a partir de la distribucién de

probabilidad conjunta de la muestra.

= 7(©) = P(0|M), es el prior, es decir, el grado de nuestra creencia a priori de la

hipétesis basada en nuestro conocimiento previo.

» z = P(D|M), es la evidencia, la probabilidad de los datos en todas sus posibili-
dades y esta dada por la siguiente integral sobre todo el espacio de pardametros
Q).

z = L(O)m(0)dO. (3.3)

Qo

3.4.1. Muestreo anidado

El muestreo anidado (nested sampler en inglés) es un algoritmo introducido por
[70] en el 2004, dicho algoritmo es muy ttil para lidiar con espacios de parametros
grandes o en casos en el que el célculo del likelihood es més costoso computacional-

mente. A continuacién se presenta una breve explicacién de como funciona

= Inicializacién: Comienza con un conjunto de puntos de la distribucién de los
pardmetros del modelo. Estos puntos son conocidos como live points y pueden

ser vistos como un conjunto de particulas en el espacio de parametros.
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= Iteracién: Posteriormente, a cada iteracion el algoritmo identifica el punto con el
menor valor del likelihood, lo elimina y lo reemplaza con un punto muestreado
del prior, con la restriccién de que su probabilidad sea mayor que la del punto

eliminado. Este proceso contintia hasta alcanzar cierto umbral de probabilidad.

= Muestreo del Prior dentro de las constricciones del likelihood: Al explorar
gradualmente el espacio de pardmetros eligiendo muestreos del prior dentro de
la regién donde likelihood, la cual es definida por aquel punto con el menor li-
kelihood, se permite que el algoritmo se centre tiinicamente en las regiones con

mayor likelihood.

» A cada iteracion el drea del likehood va disminuyendo y los live points contintian
explorando el espacio de pardmetros en aquellas regiones con mayor likelihood.
Este proceso continua hasta que el umbral del likehood es muy cercano al del

méaximo likelihood del modelo.

= Estimacién de evidencia y posteriors: Los live points nos ayudan a estimar el
valor de la evidencia y también pueden ser utilizados para aproximar las distri-

buciones posterior del modelo.

Para mayor detalle sobre como funciona el muestreo anidado, se recomienda con-

sultar [71].

3.4.2. Factor de Bayes

El factor de Bayes, B3, es razén entre el posterior de un modelo (M;) comparado
con otro modelo (M,), dado cierto conjunto de datos (D), permitiéndonos compararlos

entre si. En escala logaritmica

log Bi1s = log {Zgg—l?\zi] (3.4)
— log [21(D|My)] - log [22(D|My)], (3.5)

donde z(D|M) es la evidencia bayesiana, la cual esta definida como
+(D|M) = / P(O|M)L(D|0, M)do. (3.6)

Se recomienda la revision [72, 73] acerca de estadistica bayesiana y seleccién de mode-

los.
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log By Informacion

<1.0 | Inconcluso (apoya al M)

1.0 Débil
25 Moderado
5.0 Fuerte
>5 Muy fuerte

Tabla 3.2: Escala de Jeffrey para cuantificar qué tan bueno es un modelo respecto a otro.

Silog(Bi2) es mayor que la unidad, los datos favorecen ligeramente el modelo A/,
de lo contrario (log(B12) es mds pequefio que la unidad), los datos favorecen al modelo
M. La tabla 3.2 contiene la informacioén que nos da la evidencia segtin la escala de

Jetfrey [74], la cual cuantifica qué tan bueno es un modelo respecto de otro.

3.5. Criterios de informacion

3.5.1. Criterio de informacion de Akaike (AIC)

El Criterio de informacién de Akaike (AIC, por sus siglas en inglés) estd basado en
la teorfa de la informacién y nos da una forma de comparar modelos dado un conjunto

de datos [75]
2k(k+1)
n—k—1

donde k es el nimero de pardmetros libres en nuestro modelo, n es el nimero de datos

AIC = —2In L + 2k + (3.7)

de cada galaxia y £ es el valor méximo del likelihood, el cudl es calculado previamente
para cada modelo. El primer término apremia el ajuste, mientras que el segundo pena-
liza al modelo al incluir el nimero de pardmetros libres, lo cual hace que incremente el
valor de la funcién, Asi, el AIC desalienta el sobreajuste. Ademas, al afiadir el dltimo
término penaliza el trabajar con una muestra pequefia de datos [76], lo cual es nuestro

caso debido a que las galaxias de bajo brillo tienen pocos puntos observables.

3.5.2. Criterio de Informacién Bayesiano (BIC)

Similar al AIC, el BIC es un criterio de seleccién de modelos y esta definido de la
siguiente forma [77]

BIC = -2InL + klnn, (3.8)
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donde el primer término contiene informacién de qué tan bueno es el ajuste del mode-
lo, mientras que el segundo término lo penaliza al incluir los pardmetros libres (k) y el

numero de datos utilizados en el ajuste (n).
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Capitulo 4

Resultados

4.1. Casos independientes

La Tabla 4.1 muestra la estimacién de parametros obtenida con el muestreo ani-
dado, el valor de la evidencia (log(z)) y —2In £, para los casos 2.1.1 y 2.1.1; el valor
medio esta reportado con una confidencia de 1o. Los valores de —2In £ y log (2) en la
Tabla 4.1, muestran que para el conjunto de galaxias los casos en los que solamente la
contribucién del estado base (1199) estd presente se tiene un mejor ajuste comparado
con los casos en los que solamente se tiene un estado excitado (y;19). Ademads, se puede
notar que para todas las galaxias el valor de la masa del campo escalar (m,) es mayor
para los casos con el estado excitado que para aquellas con solamente el estado base.
Como se menciono en el capitulo 3.1, presentamos los resultados basdndonos en la ex-
tensién radial de las galaxias, las cuales estdn divididas en dos secciones: r < 10 kpc
y r > 10 kpc; afiadiendo una restriccion extra para los datos con un comportamiento
lineal, es decir, aquellas galaxias con curva de rotacién similar a una linea recta. Las
regiones sombreadas corresponden a las cotas para la masa del campo escalar encon-
tradas en [46], como se mencioné anteriormente. Esta clasificacion se encuentra en la
Figura 4.1 y 4.2, para los casos independientes, {109 ¥ %210, respectivamente. Se puede
notar que la mayoria de las galaxias con r < 10kpc tienden a tener una masa més gran-
de mientras que aquellas galaxias con r > 10kpc tienden a tener masas mas ligeras. En
las graficas de contornos se puede notar un caso particular, la galaxia UGC11616 tiene
una extension radial de » = 9.6 kpc, debido a la cercania al valor r» = 10 kpc, se puede
asumir que esta galaxia tiene un comportamiento similar a aquellas con r > 10 kpc.

Por otro lado, las galaxias con comportamiento lineal y » < 10 kpc estdn altamente
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correlacionadas entre sus parametros libres en el estado base (11¢9), esta correlaciéon

parece romperse en el caso de un solo estado excitado (¢210).
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9¢

wloo ¢210
Galaxy log (my,) log (€) log (2) —2log L | log(m,) log (e) log(z) —2In L
ESO3020120 | -23.2070%95  -3.427505  -7.93+0.36 096 | -23.057007 -3.42100%  -11.87+£036  8.61
ESO3050090 | -22.887052  -3.621007  -7.05 £ 0.32 098 | -22.63700% -3.671001 -13.44+037 1111
ESO4880490 | -23.09700s —3.401003  -8.89 4 0.36 2.8 22927553 3425505 2087 4£039 247
UGC11557 |-23.45M945  -3397070  -6.61 +0.33 052 | -23.037095 -3.53700:  -11.354+0.36  7.61
UGC11616 |-23.317003 3257000 .21.024+0.41 2344 | -23.187092 -3.26M001 -62.66 +0.417 105.97
UGC4115 | -22.39%930  -3.671075  -5.75+0.31 0.04 | -21.95707F -3.82700¢ 997036 477
ESO0140040 | 24.057004  2.90%09 1562 +0.39  13.36 | -23.98%009% 2907001  _38.07+0.41 57.27
ESO0840411 | 23.297920 354710 648040320 0.45 | -23.00700 -3.64700% -1347+0.36 12.21
ESO1200211 | -22.127057  -3.991008  -7.57 4 0.34 1.56 | -21.98771) -4.01700;  -8584+033 451
ESO1870510 | -22.47 015 -3.77100¢  -7.76 +0.35 0.82 | -22.3070709 -3.817001 -11.66 +0.36  8.16
ES02060140 | -23.307003  -3.287091  -21.314+0.42 2336 | -23207009% -3.287001 54494042  89.96
ESO4250180 | -23.7270%  -3.23%002  -6.88 & 0.32 125 | 2353017 -3.28%003 -958+035  30.26
F730-V1 | 23427595 321+ 21794028 2536 | -23.26%00% 3227002 5497 +04  91.74
UGC11454 | -23.521003 319000 3545+ 0.31 4997 | -2328092 3211001 _12828 +043 236.57
UGC11583 | -22.167037  -3.82704s  -6.57 +0.32 0.5 2198700 -3.86700; -8234+035 219
UGC11648 | 23537002 3241001 11335+ 043 20647 | -23.41%092 3267001 31556 +£0.44 609.2
UGC11748 | -23.697501  -2.927501 12242 4+ 046 465.26 | -23.637001 -2.92+300% 24421 +0.46 222.06

Tabla 4.1: Constriccion de pardmetros, log (2) y —21In £ para cada galaxia. Los casos 1109 y ¥210 tienen los mismos parametros libres, log(m,)

[eV/c?] y log(€). Los errores estén reportados con 1.



Galaxia log (my) log(eg) log(er)  x*

ESO3020120 | -23.11 -3.46 -3.76 041
ESO3050090 | -22.75 -3.68 -3.89 090
ESO48800490 | -22.98 -3.44 -3.69 194
UGC11557 -23.32 -3.46 -3.63 049
UGC11616 -23.22 -3.28 -3.58 14.99
UGC4115 -23.32 -346  -3.634 049

Tabla 4.2: Constricciéon de pardmetros con la minima y? para la superposicion de los

estados ¥190 + 1910. Los parametros libres son log (m,) [eV/c?], log (€) v log (€1).
4.2. superposicion

En las siguientes subsecciones mostraremos los resultados encontrados con la
minima x? para la superposicién de estados. Tomando en cuenta dos casos principales,
el estado base mas el primer estado excitado (¢ = 0 + ¢ = 1, seccién 4.2.1) y el estado
base més los dos primeros estados excitados (¢ =0+ ¢ =1+ { = 2, seccién 4.2.2).

En estos casos los pardmetros libres fueron la masa del campo escalar (m,) y un € por

cada estado, es decir, €, y €; para el primer caso, y €, €; y €, para el segundo caso.

421. (=0+/(=1

En la Figura 4.3 se encuentran las curvas de rotacion resultantes para este caso en
particular, donde se estd tomando una submuestra de la muestra del total de galaxias

analizadas.

En ellas se puede notar la contribucién de cada uno de los estados a la curva de
rotacion total (Iinea naranja), donde el estado base es el que mayormente contribuye
a la curva de rotacion de todas las galaxias (linea verde) y el primer estado excitado
(linea roja) contribuye en su mayoria a la parte externa de la curva de rotacién. Adicio-
nalmente se puede notar que en la galaxia UGC11557, su curva de rotacién inicamente
tiene contribucién del estado base. En la tabla se encuentra la inferencia de pardmetros

obtenida con la y2.
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Figura 4.1: Distribuciones de posteriors en 2D, de los parametros libres para el caso
del estado base (11¢9). La linea punteada vertical representa el valor de la masa del
campo escalar m, = 1.11 x 10723 eV/c? necesaria para tener el corte en el espectro
de potencias [32]. La banda gris representa las cotas a la masa encontradas en [46],
0.212 x 107 < m,[eV/c?] < 27.0 x 10~%. En la primera gréfica se encuentran las
galaxias con r < 10kpc. En la grafica de en medio aquellas galaxias con » > 10kpcy en
la grafica final se encuentran las galaxias con comportamiento lineal, esas tres galaxias

tienen r < 10 kpc y no estan incluidas en la gréfica de la izquierda.
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Figura 4.2: Distribuciones de posteriors en 2D, de los parametros libres para el caso de
un estado excitado (¢210). La linea punteada vertical representa el valor de la masa del
campo escalar m, = 1.11 x 10723 eV/c? necesaria para tener el corte en el espectro
de potencias [32]. La banda gris representa las cotas a la masa encontradas en [46],
0.212 x 107 < m,[eV/c?] < 27.0 x 10~%. En la primera gréfica se encuentran las
galaxias con r < 10kpc. En la grafica de en medio aquellas galaxias con » > 10kpcy en
la dltima grafica aquellas galaxias con comportamiento lineal, esas tres galaxias tienen

r < 10 kpc y no estdn incluidas en la grafica de la izquierda.
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Figura 4.3: Curvas de rotacion para la superposicion de los estados 9100 ¥ 9210. La linea
naranja representa la curva de rotacion resultante, la linea verde corresponde al estado

base (1100) y la linea roja al primer estado excitado (1210).
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422, (=0+/=1+/(=2

La figura 4.4 muestra los resultados obtenidos con la minima y? para las 17 gala-

xias. Mientras que la Tabla 4.3 contiene la inferencia de los pardmetros libres (1, €, €

y 62).

Algo importante que resaltar de este tltimo caso de superposicion de estados
es que su masa es ligeramente mds grande comparada con los casos anteriores, que
la curva de rotacion total resultante (linea naranja) tiene un mejor ajuste en compara-
cion a los casos anteriores, lo cual también se puede observar en el valor de la x?, a
pesar del incremento en el ntimero de parametros libres. En cuanto a la contribucién
de cada estado, podemos notar que el estado base (linea verde) sigue contribuyendo
en en centro de la galaxia, existiendo casos como las galaxias UGC11557, UGC4115 y
ESO0840411 que presentan un comportamiento lineal, sugiriendo que tinicamente ne-
cesitan la contribucién de un estado base. Por otro lado, para el resto de las galaxias
los demas estados excitados contribuyen mayormente a radios mayores, permitiendo
un mejor ajuste a los datos.

Debido a que en la mayoria de las galaxias el ajuste parece ser suficietemente
bueno con un estado base y dos estados excitados, estos resultados nos dieron un indi-
cio de que la mayoria de las galaxias deberian tener como minimo dos estados excita-

dos.

4.3. Acoplados

La Tabla 4.4 contiene la constriccion de parametros, log (£) y —21n £ para el caso
de multi-estados (2.1.2). Los valores medios estdn reportados con una confidencia de
lo. Las gréficas de contornos de estos resultados se encuentran en la Figura 4.5, donde
se ha seguido la clasificacién mencionada anteriormente. Las galaxias siguen la misma
tendencia que en los casos independientes, aquellas con r < 10kpc tienden a tener ma-
sas mds grandes mientras que las galaxias con r > 10 kpc tienden a preferir masas méds
ligeras. Para las galaxias con comportamiento lineal la correlacién entre los pardmetros
m, Y € parece desaparecer. Sin embargo, para todas las galaxias la correlacion persiste
entre m, y la amplitud central del primer estado (1190(0)), como se puede observar en

la Figura 4.7. Para ver las 17 gréficas triangulares para este caso y los casos indepen-
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Galaxia log (m,) log(ey) log(er) log(es) X2

ESO3020120 | -23.0522 -3.48 -3.83 -3.81 0.04
ESO3050090 | -22.59 -3.75 -4.00 -3.94 0.61
ESO48800490 | -22.88 -3.48 -3.78 -3.74 0.72
UGC11557 -23.14 -3.53 -3.81 -3.68 0.34
UGC11616 -23.16 -3.30 -3.65 -3.63 717
UGC4115 -22.05 -3.83 -4.00 -4.00 0.03
ESO0140040 | -23.84 -2.98 -3.33 -3.29 6.83
ESO0840411 | -23.08 -3.68 -3.97 -3.83 0.23
ESO1200211 | -21.99 -4.03 -4.41 -4.39 0.68
ESO1870510 | -22.47 -3.77 -4.99 -4.99 0.82
ESO2060140 | -23.14 -3.33 -3.70 -3.69 8.33
ESO4250180 | -23.51 -3.31 -3.61 -3.57 0.73
F730-V1 -23.26 -3.26 -3.63 -3.62 9.11
UGC11454 -23.32 -3.26 -3.59 -3.56  18.45
UGC11583 -22.16 -3.82 -4.95 -4.99 0.50
UGC11648 -23.31 -3.32 -3.65 -3.61 14271
UGC11748 -23.57 -2.95 -3.44 -3.44 7425

Tabla 4.3: Inferencia de parametros con la minima x? para la superposicion de los es-

tados 1190 + a1 + P320. Los pardmetros libres son log (m,) [eV/c?], log (€), log (1) y
log (€2).
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Figura 4.4: Curvas de Rotacién para cada galaxia con la estimacién de pardmetros ob-
tenida de la x? para el caso de superposicion de los estados ¢10, ¥210 ¥ %320 La linea
azul representa los datos de cada galaxia, la linea naraja corresponde a la curva de ro-
tacion resultante, la linea verde indica la contribucién del estado 10, la linea roja la

contribucién del estado 1910 y la linea morada la contribucién del estado 3.



dientes, vea el repositorio’. Las gréaficas en la Figura 4.6 muestran los resultados de la
estimacion de pardmetros reportados en la tabla 4.4 a 10 y 20 como muestra la barra
gris. Podemos observar que la mayoria de las galaxias tienen un comportamiento in-
teresante, referente a la contribucién de cada estado a la curva de rotacién resultante
(linea azul oscuro), donde la linea azul que corresponde al estado base (1199) muestra
una contribucién predominante, el estado excitado v,;¢ representado por la linea verde
contribuye menos que el segundo estado excitado 135 (linea naranja). Ambos estados
contribuyen a radios mayores mientras que el estado base (1199) permanece en el cen-
tro, sugiriendo que la contribuciéon del estado 91 es cercana a cero. Se puede notar
que la galaxia UGC11583, la cual tiene una extensién radial de » = 1.5 kpc siendo una
de las méas pequenias, tiene una contribucion distinta de cada estado, donde el estado
Y210 es el predominante y 1359, tiene una amplitud més pequefia. A pesar de obtener
una inferencia de pardmetros aceptable para todas las galaxias en el conjunto de datos,
de acuerdo a los contornos grises, se puede observar que las curvas de rotaciéon para
las galaxias UGC11648 y UGC11748, el caso de multi-estados no se ajusta muy bien
a los datos. Es importante mencionar que a diferencia de los resultados del muestreo
anidado para los casos independientes donde la convergencia es clara, en el caso de
multi-estados, especificamente para las amplitudes centrales de cada estado la conver-
gencia no es tan clara, particularmente en la amplitud central del estado base (¢190(0))
parece haber una frontera que corresponde al limite superior del prior, log 1100(0) = 0.
Los resultados del muestreo anidado usados para obtener las gréficas y las graficas
mismas pueden ser consultadas en el repositorio®.

En la Tabla 4.5, los valores para el AIC, BIC, log(B2) y —21n £ estan reportados
para cada caso. Los valores del AIC y BIC para los tres casos son similares con un
decremento notable en el estado base. En cuanto al valor de —21n £, se puede notar que
para todas las galaxias el valor es mayor en el caso del estado excitado (¢219) y en el caso
de multi-estados es menor que en el estado base, excepto para la galaxia UGC11648,
donde hay un pequefio incremento. Particularmente, el factor de Bayes de cada galaxia
es representado en la Figura 4.8, donde las regiones sombreadas corresponden al valor
de la escala de Jeffrey mencionada en la Tabla 3.2.

Las galaxias con asterisco (x) tienen un log (B;2) menor para el caso de un solo

estado excitado (;10) y aquellas (UGC11748) con un mas (+) tienen un valor mayor

ttps://github.com/atalianb/Triangle_plots_ell_boson_stars
’https://github.com/atalianb/fgivenx_plots
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de log (Bj2) para el caso de multi-estados, estas galaxias no aparecen en la figura pero
pueden ser consultadas en la Tabla 4.5. La posicién de los puntos azules indica que
la mayoria de las galaxias prefieren el estado base en vez que el estado excitado 151,
excepto por las galaxias UGC11583 y ESO1200211 que parecen preferir ligeramente
el estado excitado. Por otro lado, la posicion de las estrellas verdes sugiere que los
datos favorecen moderadamente el caso de multi-estados, a pesar de que el ntimero de
pardmetros libres es mayor comparado con el estado base. Algunas galaxias son mas
notorias, UGC11616 con un log (B2) = —12.40 que apoya al caso del estado base, y las
galaxias UGC11648 y UGC11454 y apoyan fuertemente al caso de multi-estados.
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Galaxia log (mq) log(€)  log(¥100(0)) log(¢210(0)) log (320(0)) log(2) —2InL
ESO3020120 | -23.16701s -3.53700:  -0.0179%  -3.41%330  -0.94%)% -7.28 +0.22 0.41
ESO3050090 | -22.7470:47 -3.6470%1  -0.0970% -1.5915457 -0.541048 -6.74 + 0.20 0.55
ESO4880490 | -23.01%097 -3.46100:  0.07191 -3.3813:20 -0.531942 9.82 +0.24 1.58
UGC11557 | -23.29%9% -3.34%03)  -0.231922 -1.6513 9 0.787355 -7.69 +£0.11 0.35
UGC11616 | -23.277002 -3.257025  -0.01709] -1.73%34 -095M921  -1880+0.27 1547
UGC4115 | -22.157028  -3.39703)  -0.7810% -3.95131% -1.8211 % -7.13 4+ 0.11 0.01
ESO0140040 | -23.98005 -2.9170¢0;  -0.0370:% 2,851 -0.83192%  -16.73+0.02 1047
ESO0840411 | -23.207040  -3.647293  0.03795] -3.6515 5 026791 -7.52 +0.11 0.21
ESO1200211 | -22.09%93 -3.927057  -0.1519%2 2961585 -1.287127 -8.51 £0.16 1.21
ESO1870510 | -22.3870% -3.86705%  0.12%95 29838 -0.34155 -8.7540.17 0.48
ESO2060140 | -23.26700% -3.297035  -0.00175%"  -3.6675%  -1.02893%  -22.04+0.15 1753
ESO4250180 | -23.697923% -3.18%01F  -0.121912 491148 -0.9019:53 -8.904-0.02 0.95
F730-V1 | -23.38%040 -3.22%0857  -0.006709%  1.8871%) 0967927 -2256+021  18.82
UGC11454 | -23467001 -3.2070%2  -0.011003  -1.69%1%0  -0.83703%  -3210+023  35.19
UGC11583 | -22.02105 -3.661 55  -0.55193) -0.741973 -2.261321 793 +£0.16 0.34
UGC11648 | -23.461700% -3.267520  -2.0270%2  -1.07794:  -0.77790%  -103.50 +0.23  176.88
UGC11748 | -23.7175] -3.00007  0.1975:45 -5.48154% -1.337090  -124.61 +£74.57 224.84

Tabla 4.4: Constriccién de pardmetros, log (z) y —21n £ para el caso de multi-estados para cada galaxia. Los pardmetros libres son log m,,

[eV/c?], loge, log 1100(0), log ¥210(0) v log ¥320(0). Los errores estdn reportados con 1o.
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Figura 4.5: Distribuciones de posteriors en 2D, de los pardmetros libres para el caso de
multi-estados (1100, Y210 ¥ ¥320). La linea punteada vertical representa el valor de la
masa del campo escalar m, = 1.11 x 107* eV/c¢? necesaria para tener el corte en el
espectro de potencias [32]. La banda gris representa las cotas a la masa encontradas en
[46], 0.212 x 1072 < m,[eV/c?] < 27.0 x 10~?*. En la primera gréfica se encuentran las
galaxias con 7 < 10kpc. En la gréfica de en medio aquellas galaxias con r > 10kpc y en
la dltima grafica aquellas galaxias con comportamiento lineal, esas tres galaxias tienen

r < 10 kpc y no estan incluidas en la grafica de la izquierda.
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Galaxia Y100 Y210 Multi-estados
AIC  BIC -—2InL| AIC  BIC log(Bi2) —2lnL| AIC  BIC log(B1z) —2InL

67

ESO3020120 | 6.46 5.76 0.96 1411 13.40 -3.94 8.61 2241 1240 0.65 0.41
ESO3050090 | 5.91 6.53 0.98 16.04 16.66 -6.39 11.11 | 16.64 14.50 0.31 0.55
ESO4880490 | 8.30 7.59 2.80 3020 2950  -11.98 2470 | 2375 13.74 -0.93 1.58
UGC11557 | 6.23 512 0.52 13.33 12.22 -4.95 7.61 2533 11.84 -1.29 0.35
UGC11616 | 28.64 2857 2344 |111.17 1111  -56.26 10597 | 3521 2946  -12.40 15.47
UGC4115 524 517 0.04 9.97 9.90 -4.22 4.77 18.58 12.84 -1.38 0.01
ESO0140040 | 19.76 1752 1336 | 63.67 6143  -22.45 57.27 | 50.57  20.97 -1.11 10.47
ESO0840411 | 6.45 4.84 0.45 1821  16.6 -6.99 1221 | 30.21 11.19 -1.04 0.21
ESO1200211 | 6.65 6.84 1.56 9.6 9.78 -1.01 4.51 18.71 14.41 -0.94 1.21
ESO1870510 | 6.32 5.61 0.82 13.66  12.95 -3.90 8.16 2248 1247 -0.99 0.48
ESO2060140 | 2836 2877 2336 | 9496 9537  -33.18 89.96 | 3420 31.07 -0.73 17.53
ESO4250180 | 7.65 541 1.25 36.66 34.42 -2.70 30.26 | 4095 11.35 -2.02 0.95
F730-V1 3176 2952 2536 | 98.14 9590 -33.18 91.74 | 59.14 29.53 -0.77 18.82
UGC11454 | 5531 5494 4997 |24190 24154 -9283 236.57 | 55.19 47.61 3.35 35.19
UGC11583 6.21 5.10 0.50 791 6.79 -1.66 2.19 2534 11.85 -1.36 0.34
UGC11648 | 211.1 212.65 206.47 | 61455 616.2 -202.21 609.92 |241.01 242.71 9.85 176.88
UGC11748 | 226.86 227.84 222.06 | 470.06 471.04 -121.79 465.26 | 199.08 198.53  18.92  224.84

Tabla 4.5: Resultados para la comparacién entre los modelos v, 1219 y multi-estados para cada galaxia.
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Figura 4.6: Curvas de rotacién para cada galaxia con la estimacién de pardmetros ob-
tenida del muestreo anidado. Los contornos indican la exactitud de la estimacion a 1o

y 20, como lo indica la barra gris.
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Figura 4.7: Gréfica triangular para la galaxia ESO3020120. En ella se muestran las dis-
tribuciones de probabilidad de cada uno de los pardmetros libres en el caso de multi-
estados. Los posteriors nos indican una correlacién entre los parametros log ¢)100(0) y

loge.
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Figura 4.8: Factor de Bayes (log(B;2)) para la comparacién entre el estado base (3100)
como el modelo base y los otros dos casos. Los circulos azules corresponden al caso
del estado excitado (132) y las estrellas verdes al caso de multi-estados. Las regiones
sombreadas indican la informacién de la escala de Jeffrey y las lineas sélidas represen-
tan los valores mencionados en la tabla 3.2. Las galaxias marcadas con un * tienen un
valor menor a —15 del factor de Bayes y las galaxias con un + tienen un mayor valor a

+15 de éste, los cuales pueden ser consultados en la Tabla 4.5.

52



Capitulo 5

Conclusiones y Discusion

Este trabajo analiza la viabilidad de las /-estrellas de bosones como componente
de materia oscura en las curvas de rotacion, utilizando herramientas de estadistica ba-
yesiana tales como el muestreo anidado (NS), el factor de Bayes, al igual que criterios
de informacién para conocer el caso que es favorecido por los datos, siendo el caso de
multi-estados. Se analizaron diecisiete galaxias de bajo brillo, tomando en cuenta tres
casos principales, el estado base, el cual se toma como modelo base en el factor de Ba-
yes; un solo estado excitado y los multi-estados. Donde todas las galaxias indican que
su componente de materia oscura es preferible que esté hecha de multi-estados como

la Figura 4.8 muestra.

Los contornos de las Figuras 4.6 nos confirman la informacién obtenida del fac-
tor de Bayes sobre los datos, obteniendo una inferencia de pardmetros bastante buena
para el caso de multi-estados. Hay algunas galaxias en la muestra como UGC11648 y
UGC11748, que tienen un ajuste pobre y que claramente no siguen el comportamiento
del modelo. Ademads, es importante notar que para la mayoria de las galaxias la mayor
contribucién para la curva de rotacion total (linea azul oscura) es por parte del estado
base (1100, linea azul) y el segundo estado excitado (¢219, linea naranja), esto se puede
deber a que estamos asumiendo simetria esférica, lo que implica que es importante
realizar un anélisis més exhaustivo en esta direccion, para ello se tendria que resolver
el sistema de ecuaciones axial para multi-estados mencionado en [58]. Ademads, es im-
portante mencionar que al afiadir més estados y por lo tanto, incrementar el niimero de
parametros libres, la masa del campo a escalar tiende a volverse un poco mas grande

comparada con solamente el estado base, esto se puede observar en las primeras co-
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lumnas de las tablas 4.1 y 4.4. Desafortunadamente, esto no satisface las constricciones

de Lymman-« [38, 39].

A pesar de que el muestreo anidado converge para el caso de multi-estados, la
convergencia no es tan clara como en el caso de los estados independientes, especial-
mente para la amplitud central del estado base (1/109(0)), la cual presenta un limite
superior en log (¢100(0)) = 0, esto puede ser interpretado como una necesidad para
extender el valor del prior para este pardmetro, sin embargo, en general es posible en-
contrar una forma de reparametrizarlo. Uno de los resultados mas importantes de este
trabajo se puede observar en las Figuras 4.1, 4.2 y 4.5, donde la correlacién entre los pa-
rdmetros m, y € parece desaparecer para el caso de un estado excitado (¢219) y también
para los multi-estados. Sin embargo, al observar los posteriors de los demds pardmetros
libres (Figuras 4.7 , las cuales también pueden ser encontradas en el repositorio'), se
puede observar que la correlacién entre parametros sigue preservandose, en este caso
con los parametros m, y la amplitud central del estado base, 1/19,(0).

Estas correlaciones entre parametros para los perfiles de densidad de materia oscura
ha sido estudiada en [78], donde basdndose en la relacién de discrepancia de masa
aceleracion (MDAR por sus siglas en inglés) y en que cualquier halo de materia oscura
tendrd una aceleraciéon maxima, pudieron eliminar la correlacién entre pardmetros me-
diante una reparametrizacion, tendiendo un sélo parametro libre. Otra forma en la que
se podria eliminar la correlacion entre pardmetros para este caso, es una reparametriza-
cién con el ntimero de particulas en cada estado, fijando el nimero de particulas total
y afiadiendo a las condiciones de frontera en el método de shooting las tazas del nua-
mero de particulas en diferentes estados con respecto al estado base [43]. Sin embargo,
al intentar lo anterior observamos que las funciones de distribucién de los posteriors
de las tazas del nimero de particulas, eran practicamente planos. Por lo tanto, seria
necesario realizar mas andlisis en esta direccién, tomando en cuenta el procedimiento
seguido en [78].

Es importante mencionar que al observar los posteriors (Figuras 4.1, 4.2 y 4.5) de cada
uno de los casos estudiados se puede observar una tendencia en cuanto a la dispersiéon
de las masas del campo escalar, donde para el estado base existe una mayor dispersion
en los valores de ésta y en el caso de multiestados la dispersién es menor para la masa

del campo. Lo anterior podria indicar que al tener mayor cantidad de estados en algtin

https://github.com/atalianb/Triangle_plots_ell_boson_stars
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momento se podria llegar a una convergencia en el valor de la masa del campo escalar.

Se ha mencionado en [79] y sus referencias, que al afiadir més estados al modelo
podria llevar a una mejor estimacion de pardmetros y también se convertiria mds cos-
to computacionalmente. Por lo que, tal vez al combinar las alternativas mencionadas
anteriormente y afiadiendo el término de auto-interaccion en el potencial se obtendria

un andlisis mas completo y a su vez, obtener una forma de restringir el ntimero de

estados.
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Appendices

A. Resultados de la x* con los estados 1)100,40210,0320 Y P30

En esta seccion se muestran los resultados obtenidos con la minima y? con la ex-
pansioén de los estados acoplados del sistema de ecuaciones SP (2.11b-2.11a) truncada
en el cuarto término, es decir, estamos afiadiendo el término y ecuaciones correspon-
dientes al estado 1430, los parametros libres son my, €, 1¥100(0), 1210(0), ¥320(0) V 1430(0).

Donde se han elegido las galaxias ESO3050090 y UGC11616 debido al valor obte-
nido del méximo likelihood en el caso de multi-estados, descrito anteriormente (i.e. un

estado base y dos estados excitados) y su extencién radial de la galaxia.

La tabla 1 muestra la estimacion de paratros obtenida al minimizar la x* para las

galaxias ESO3050090 y UGC11616, la tabla 2 contiene los valores del AIC, BIC y 2.

Galaxia log(m,) | log(e€) | log(¥100(0)) | log(210(0)) | log(t320(0)) | log(ta30(0))
ESO3050090 | -22.66 -3.71 | -6.30x1073 -1.46 -1.40 -0.60
UGC11616 -23.24 -3.40 0.27 -2.74 -1.30 -0.59

Tabla 1: Estimaciéon de parametros para las galaxias ESO3050090 y UGC11616 con la

X* para el caso de multi-estados con tres estados excitados. Los parametros libres son

log (ma) [eV/c?], log(€), log (¢100(0)), log (1210(0)), log (1320(0)) y log (¥430(0))-

Galaxia AIC | BIC | 2
ESO3050090 | 21.64 | 16.95 | 0.31
UGC11616 | 36.79 | 26.18 | 10.79

Tabla 2: Resultados para las galaxias ESO3050090 y UGC11616 para el caso de multi-
estados con tres estados excitados. AIC, BIC y x*.
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Figura 1: Curvas de rotacion para las galaxias ESO3050090 y UGC11616 con la estima-
cién de parametros obtenidos con la x?. La linea azul oscura corresponde a la curva
rotacional resultante, la linea azul indica la contribucién del estado g, la linea verde

a la contribucién del estado 151, la linea naranja a la contribucién del estado 1390 y la

linea rosa a la contribucion del estado 1430.
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