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Resumen

Usando curvas de rotación de galaxias de bajo brillo superficial (LBSG, por sus

siglas en inglés), se infirieron los parámetros libres de las `-estrellas de bosones como

componente de materia oscura. Las `-estrellas de bosones son soluciones numéricas

al límite no relativista del sistema de ecuaciones Einstein-Klein-Gordon, el sistema de

ecuaciones de Schrödinger-Poisson (SP). Estas soluciones están parametrizadas por un

número de momento angular ` = (N � 1)/2 y un número de excitación n. Para rea-

lizar el análisis bayesiano se modificó el código SimpleMC para obtener la inferencia

de parámetros, para los casos con m = 0 y, ` = 0, ` = 1 y multi-estados de `- estrellas

de bosones, tales que se cumpla la condición n � 1 � ` = 0 para garantizar su estabi-

lidad. Utilizamos el criterio de información de Akaike (AIC, por sus siglas en inglés),

criterio de información Bayesiano (BIC, por sus siglas en inglés) y el factor de Bayes

para comparar el caso de multi-estados y de un estado excitado (`=1) con el estado ba-

se (`=0) como el modelo base debido a su simplicidad. Encontramos que los datos en

la mayoría de la muestra de galaxias favorece el caso de multi-estados y que la masa

del campo escalar tiende a hacerse un poco más grande comparada al caso del estado

base.

Este trabajo doctoral fue publicado en [1].
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Capítulo 1

Introducción

El término materia oscura se ha utilizado desde hace varios siglos, principalmen-

te, con la invención de la fotografía astronómica en el siglo XIX, astrónomos de la época

discutieron la existencia de la materia oscura en forma de nubes oscuras o “nebulosas”

oscuras. Posteriormente, en 1894 el astrónomo Arthur Ranyard realizó la hipótesis de

que existían estructuras oscuras o masas absorbentes [2].

A principios de los 1900 Lord Kelvin fue una de las principales personas en apor-

tar al análisis dinámico galáctico, estimando la cantidad de materia oscura de la Vía

Láctea, argumentando que si las estrellas en la Vía Láctea se pueden describir como un gas

de partículas que actúan bajo la influencia gravitatoria, entonces se puede establecer una rela-

ción entre el tamaño del sistema y la velocidad de dispersión de las estrellas. Adicionalmente,

en 1906 Henri Poincaré mencionó que como la dispersión de velocidad predicha por Kelvin

era del mismo orden de magnitud que la observada, entonces la cantidad de materia oscura

era menor o similar a la materia visible [2, 3].

En 1915 el astrónomo Ernst Öpik propuso un modelo del movimiento de las es-

trellas, con el cual concluyó que la existencia de grandes cantidades de materia invi-

sible era poco probable [4]. En 1922 Jacobus Kapteyn también propuso un modelo en

el cuál describía a la Vía Láctea como una distribución de estrellas aplanada que giran

al rededor de un eje apuntando hacía el Polo Galáctico y obtuvo la relación entre el

movimiento de las estrellas y su velocidad de dispersión [2].

En 1932 Jan Oort, alumno de Kapteyn, analizó la cinemática de las estrellas en

la vecindad solar, lo cuál le permitió obtener una estimación de la densidad local de
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materia oscura [2, 5]. Adicionalmente, James Jeans en 1922 [6] y Bertil Lindblad en 1926

[7] también estimaron la densidad local de materia oscura.

Fritz Zwicky en 1933 analizó los corrimientos al rojo de varios cúmulos de gala-

xias, notando una gran dispersión de velocidades en ocho galaxias dentro del Cúmulo

Coma, excediendo los 2000 km/s. Además, aplicó el teorema de virial para estimar

la masa de dicho cúmulo, encontrando que 800 galaxias de 109M� (masas solares) en

una esfera de 106 años luz deberían exhibir una dispersión de velocidad de 80 km/s,

contrario a la velocidad de dispersión observada a lo largo de la línea de visión de

aproximadamente 1000 km/s. En su artículo [8, 9] menciona que si esto fuera confirma-

do, obtendríamos el sorprendente resultado de que la materia oscura está presente en mayor

cantidad que la materia luminosa.

Históricamente, en esos años la hipótesis de la materia oscura no fue bien acep-

tada por la comunidad científica, sin embargo, el hecho de que la materia oscura ex-

plicara la dinámica de los cúmulos de galaxias llevó a la comunidad a investigar sobre

qué podría ser esta materia oscura.

Observaciones espectroscópicas de la galaxia Andrómeda realizadas por Vera Ru-

bin y Kent Ford, publicadas en 1970, representaron un gran avance en términos de ca-

lidad [10]. En el mismo año Ken Freeman comparó las observaciones de las curvas de

rotación fotométricas con las observadas en 21 cm (radioastronómicamente), encon-

trando que para las galaxias M33 y NGC 300, la curva de rotación observada tenía un

pico a un radio mayor al predicho [11].

Las curvas de rotación planas obtenidas en 1974 por la comunidad de radioastro-

nomía habían contribuido mucho a establecer la existencia de grandes cantidades de

masa en las partes externas de las galaxias [12].

En 1978, Albert Bosma publicó los resultados de su tesis doctoral [13] donde in-

cluía las observaciones de curvas de rotación de 25 galaxias que exhibían un compor-

tamiento plano a radios mayores a lo observado ópticamente. Posteriormente, Rubin,

Ford y Norbert Thonnard publicaron curvas de rotación ópticas de diez galaxias es-

pirales de alta luminosidad, las cuales, al igual que las encontradas por Bosma, eran

planas a radios mayores a los observados [14].

En la siguiente sección 1.1 hablaremos de otras observables astronómicas y cos-

mológicas que nos dan evidencia de la existencia de la materia oscura, así como la

forma en la que son obtenidas. Posteriormente, en la sección 1.2 explicaremos algunos
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modelos notables que intentan explicar qué es la materia oscura. Particularmente, en

el capítulo 2 hablaremos del modelo de materia oscura escalar, modelo en el cual está

centrado este trabajo.

1.1. Observables cosmológicas y galácticas

A partir de las observaciones se ha inferido la existencia de una materia invisible,

materia oscura, necesaria para reproducir la dinámica observada. En la sección anterior

se mencionaron cronológicamente las observaciones que dieron lugar a la propuesta y

aceptación de la comunidad científica de la materia oscura.

En la escala cosmológica tenemos a las oscilaciones bariónicas acústicas, BAO por

sus siglas en inglés y la radiación cósmica de fondo, CMB por sus siglas en inglés.

Las oscilaciones bariónicas acústicas son fluctuaciones en la densidad de materia

visible (bariónica) que provienen del Universo temprano, el cuál era un plasma calien-

te de materia oscura, protones y neutrones, donde los fotones ejercían una presión en

la materia bariónica. Fue hasta la época de la recombinación en la que los fotones viaja-

ron libremente y se formaron átomos neutros. La presión ejercida por los fotones sobre

los bariones dejó plasmada una distribución de densidad preferente en ellos. Posterior-

mente, debido a que la materia oscura únicamente interactúa gravitacionalmente con

la materia, esa misma distribución comenzó a replicarse en ella, proporcionando una

regla estándar en la distancia en la que las galaxias se agrupan, aproximadamente 150

Mpc [15]. Por lo que, si no existiera la materia oscura en el Universo, no tendríamos

esta regla estándar. La distribución de densidades del Universo en las épocas descritas

anteriormente puede ser observada en la Figura 1.1. Para una revisión en extenso del

tema, se recomienda [16, 17, 18].

Por otro lado, el CMB es una fotografía del momento en el que los fotones empe-

zaron a viajar libremente en el Universo. Al igual que BAO, esta observable nos dice

que durante la evolución del Universo es necesaria la presencia de la materia oscura,

de lo contrario esta observable sería distinta, ya que depende de la época de la recom-

binación, si la materia oscura fuera distinta entonces las interacciones de ésta también

lo serían y por lo tanto las anisotropías del espectro de potencias del CMB serían distin-

tas, éstas anisotropías pueden ser observadas en la Figura 1.2. La radiación cósmica de
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Figura 1.1: Evolución del perfil de masa radial versus el radio comóvil de una sobre-

densidad inicialmente puntual situada en el origen. La línea negra representa la mate-

ria oscura, la línea azul los bariones, la línea roja los fotones y la verde los neutrinos.

En cada panel se encuentra indicado el corrimiento al rojo (z) y el tiempo después del

Big Bang. a) Inicialmente, los fotones y bariones viajaron en conjunto. b) Cercano a la

recombinación. c) Durante la recombinación los fotones comenzaron a viajar libremen-

te. d) Después de la recombinación los fotones viajan libremente dejando únicamente

una perturbación en los bariones alrededor de 150 Mpc. e) f) Al término de la recombi-

nación, la interacción gravitacional entre la materia oscura y la materia bariónica hizo

que ambas se acumularan en dichas escalas, teniendo sobredensidades de materia tan-

to en el sitio donde se origina la perturbación como al rededor de 150 Mpc [16, 17, 18].
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Figura 1.2: Espectro de potencias del CMB observado por Planck [19]. Los puntos rojos

con barras de error son los datos observados. La región sombreada en verde indica el

error teórico. La precisión es una varianza cósmica limitada a ` ⇠= 2000.

fondo fue observada por primera vez en 1965 por Penzias y Wilson en los laboratorios

Bell, obteniendo el premio Nobel en 1978. Después de la primera detección, hasta el

momento se han construido tres misiones para obtener observaciones con mayor reso-

lución, el Explorador del Fondo Cósmico COBE (Cosmic Background Explorer) operó

de 1989 a 1993, Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) observó de 2001 al

2010 y el satélite Planck operado por la Agencia Espacial Europea (ESA) (2009-2013)

[19]. En la Figura 1.3 se observa el cambio en la resolución cronológicamente con cada

satélite.

En la escala galáctica las observaciones que son evidencia de la existencia de la

materia oscura son el lente gravitacional, particularmente el lente gravitacional débil

y las curvas de rotación, a las cuales les dedicaremos la siguiente subsección debido a

que son parte central de este trabajo.

El lente gravitacional es una de las predicciones de la teoría de la relatividad

general de Albert Einstein, propuesta en 1915 [21]. Observado en 1919 por Arthur Ed-

dington y Sir Frank Watson Dyson [22]. Este efecto consiste en la presencia de una

fuente gravitacional muy grande, como lo puede ser una galaxia, la luz proveniente de
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Figura 1.3: Resolución de las observaciones del CMB de cada generación de instrumen-

tos. Cada panel muestra la misma región del cielo de 10 grados cuadrados, mostrando

como cambiaría la resolución de las anisotropías con cada satélite, COBE/DMR (1989-

1993), WMAP (2001-2010) y Planck (2009-2013) [20].

una galaxia más pequeña que está atrás de esta fuente gravitacional, es distorsionada y

por lo tanto, la luz que recibimos como observadores es diferente a la de la galaxia ori-

ginaria. Si la fuente gravitacional es muy pesada, suelen formarse anillos de Einstein

como se puede observar en la Figura 1.4.

Es importante mencionar que estructuras como los anillos de Einstein son obser-

vadas en una alineación en la que el observador, fuente gravitacional fuerte y galaxia

que se quiere observar están en la misma línea de visión, este alineación puede ser

observada en la Figura 1.5.

Particularmente, existe un efecto llamado microlensing, o lente gravitacional dé-

bil, el cual ocurre cuando el objeto que genera la lente es un objeto relativamente pe-

queño o compacto, tales como una estrella, planeta o agujero negro. Contrario al lente

gravitacional que genera multiples imágenes o un anillo de Einstein, el lente gravita-

cional débil generalmente genera un incremento temporal en el brillo de la fuente del

fondo a medida que el objeto lente pasa entre la fuente y el observador. Dicho efecto fue

observado en cuasáres por Kyongae Chang y Sjur Refsdal en 1979 [25]. Posteriormen-

te en 1986, Bohdan Paczynski [26] propuso que este fenómeno de lente gravitacional

débil podría usarse para buscar objetos compactos en el halo de la Vía Láctea.
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Figura 1.4: Anillo de Einstein observado por el telescopio espacial Hubble [23].

1.1.1. Curvas de Rotación

Las curvas de rotación fueron la observable que hizo que la comunidad científica

le tomara importancia a la propuesta de la materia oscura, en particular con las obser-

vaciones de Vera Rubin y Kent Ford.

Se obtienen a partir de la rapidez a la que se mueven las estrellas en la órbita

de la galaxia a la que pertenecen, es decir, la rapidez de una partícula de prueba en

una órbita circular a un radio r; a esto se le conoce como rapidez circular (vc(r)). Para

obtener una expresión para la rapidez circular partimos del campo gravitacional, el

cual está definido por
~Fr(r) = �GM(r)

r2
êr, (1.1)

donde G es la constante gravitacional, M(r) es la función de masa. Al igualarla con la

aceleración centrípeta obtenemos

v2c
r

= | ~Fr| =
@�

@r
, (1.2)

donde hemos utilizado la expresión ~F = �r�, con � el potencial gravitacional. Por lo

tanto, podemos despejar y obtener que

v2c = r
@�

@r
. (1.3)
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Figura 1.5: Alineación de lente gravitacional. En la figura se muestra la alineación el

la que es observable el anillo de Einstein, donde la fuente, el lente y el observador se

encuentran en la misma línea de visión [24].
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Particularmente, en el caso con simetría esférica, el potencial gravitacional está dado

por

�(r) = �4⇡G


1

r

Z r

0

r02⇢(r0)dr0 +

Z 1

r

r0⇢(r0)dr0
�
, (1.4)

donde la primera integral corresponde a las contribuciones de r < r0, mientras que la

segunda integral corresponde a las contribuciones de r > r0. Al utilizar la expresión

anterior en conjunto con la ecuación (1.3) obtenemos,

v2c = �4⇡Gr
d

dr

✓
1

r

Z r

0

⇢(r0)r02dr0
◆

= 4⇡Gr
1

r2

Z r

0

⇢(r0)r02dr0 =
GM(r)

r
, (1.5)

siendo la expresión que utilizaremos en este trabajo para obtener la rapidez circular.

1.2. Modelos de materia oscura

El modelo ⇤CDM, compuesto por una constante cosmológica (⇤) asociada a la

energía oscura, materia oscura fría (CDM por sus siglas en inglés), radiación y mate-

ria ordinaria; ha prevalecido como el modelo estándar debido a su simplicidad y a su

concordancia con observaciones [19], como la abundancia de hidrógeno y elementos

ligeros, la estructura a gran escala y la expansión acelerada del universo. Dicho mode-

lo presenta varias discrepancias con las observaciones de galaxias satélites al rededor

de galaxias con características similares a la Vía Láctea, debido a que las simulaciones

de materia oscura fría indican la existencia de más galaxias satélites que las que se ob-

servan, a este problema se le denomina problema de satélites faltantes (MSP por sus

siglas en inglés). Sin embargo, en los últimos años se ha discutido como las observacio-

nes actuales podrían dar una solución plausible a este problema, por la alta resolución

de las observaciones, para más detalles al respecto se recomienda consultar [27].

Otra discrepancia proveniente de las simulaciones de materia oscura fría es el

problema “too big to fail", consiste en que las galaxias satélites predichas por el mode-

lo son tan masivas que es imposible que no tengan suficientes estrellas visibles, es decir,

que los satélites observados de la Vía Láctea no son suficiente masivos para ser consis-

tentes con las predicciones de ⇤CDM [28]. Por otro lado, está el problema “cusp/core"

, el cual consiste en que los perfiles de densidad predichos por simulaciones de ⇤CDM,

crecen abruptamente y por lo tanto producen una distribución “cuspy" de la materia

oscura a radios pequeños. Mientras que las observaciones de los perfiles de densidad
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de materia oscura de galaxias enanas muestran núcleos (“cores") centrales planos, in-

dicando lo contrario [29, 30].

Debido a las discrepancias mencionadas anteriormente, la comunidad científica

ha propuesto distintos candidatos de materia oscura, desde agujeros negros primor-

diales, partículas elementales más allá del modelo estándar, materia oscura ultraligera,

entre otras. Para un resumen general de distintos modelos de materia oscura, sobre

todo enfocado en el área de partículas se recomienda consultar [2]. En [31] hacen una

introducción a la detección indirecta y algunos modelos de materia oscura. Mencionan

también, las distintas escalas de masa para candidatos de materia oscura, como pode-

mos observar en la Figura 1.6, siendo éste uno de los mayores retos sobre su descubri-

miento, ya que al no tener un rango pequeño de masa en el cual buscar, se convierte en

una tarea más retadora.

Figura 1.6: Rango de masa permitido para candidatos de materia oscura, desde partícu-

las candidatas hasta agujeros negros primordiales. Los rangos de masa son solamente

aproximados [31].

En este trabajo de tesis doctoral nos centraremos en el modelo de materia oscura

escalar (también puede ser encontrado en la literatura como wave DM, Axion-like), el

cual corresponde a la escala ultra-ligera de la Figura 1.6 ya que suele tener una masa

alrededor de 10�22[eV/c2].

En el siguiente capítulo explicaremos detalladamente este modelo, sus ventajas

respecto al modelo estándar cosmológico y sus restricciones, centrándonos en las `-

estrellas de bosones y obtendremos soluciones a diferentes casos de éstas. En el capí-

tulo 3 hablaremos sobre los datos usados y explicaremos los pasos seguidos para el
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análisis de datos con distintos casos de `-estrellas de bosones. Los resultados obteni-

dos se presentan en el capítulo 4 y finalmente, la discusión y perspectivas del trabajo

realizado se encuentran en el capítulo 5.
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Capítulo 2

Modelo de materia Oscura Escalar y las

`-estrellas de bosones

Un modelo de materia oscura tiene que ser consistente con las observaciones

mencionadas en 1.1, desde la escala cosmológica hasta escala galáctica, además de re-

solver las discrepancias que se han observado con el modelo cosmológico estándar ⇤

Cold Dark Matter (⇤CDM). El modelo de materia oscura escalar (SFDM por sus siglas

en inglés) ha mostrado ciertas ventajas respecto a ⇤CDM. Comenzando por las escalas

cosmológicas, donde el modelo ha reproducido el fondo y las perturbaciones lineales

en la densidad, además de que da un corte natural a pequeñas escalas en el espectro de

potencias de masa [32]. Este corte previene la sobreproducción de pequeñas estructu-

ras y se debe a que el único parámetro libre del modelo es la masa del campo, poniendo

la cota de que ésta debe ser mayor a 10�23eV/c2 para ser compatible con las observa-

ciones del espectro de potencias [33]. Lo anterior resuelve el problema de los satélites

faltantes.

Simulaciones de SFDM realizadas por [34] muestran estructura a gran escala que

es indistinguible de aquella proveniente de materia oscura fría y, proveen un perfil

de densidad analítico para los halos de materia oscura con un núcleo solitónico y una

parte exterior formada por el perfil Navarro-Frenk-White (NFW) [35]. Dicho perfil de

densidad analítico para el campo escalar resuelve el problema cusp/core, al tener un

núcleo solitónico, es decir, tipo core. Este perfil ha sido utilizado para restringir las

características de la materia oscura, utilizando diferentes sistemas tales como galaxias

esferoidales enanas [36, 37]. Este análisis ha mostrado que el tener un solo estado de
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SFDM restringe mucho la masa del campo escalar con las observaciones de Lyman-↵,

teniendo cotas al rededor de (log10(m/eV) ⇠ [-23,-24]) [38, 39].

Además, al usar una reconstrucción no paramétrica de curvas de rotación con

distintos perfiles de densidad, se encontró que 44 % de las galaxias utilizadas prefieren

el modelo SFDM [40]. Lo anterior ha motivado a la comunidad científica a seguir traba-

jando con el modelo de SFDM, buscando extenderlo de distintas formas, como consi-

derar estados excitados [41], un campo escalar autogravitante con autointeracción [42]

o un estado base con un estado excitado inestable [43], por nombrar algunos ejemplos.

Uno de los primeros trabajos a escalas galácticas de campo escalar autointeractuante

con multiples estados es [44], el cuál fue utilizado en [45] para analizar las velocida-

des de dispersión de ocho de las galaxias enanas esferoidales satélites de la Vía Láctea.

Posteriormente fue utilizado en [46] para compararlo con el caso de un estado base

interno con una parte exterior NFW, esto con galaxias de bajo brillo superficial. A es-

calas cosmológicas se ha introducido la materia oscura multi-campo escalar (MSFDM

por sus siglas en inglés), esto significa que se consideran distintas combinaciones de

potenciales, para mayores detalles sobre MSFDM consultar [47] y sus referencias.

Otra forma de explorar el modelo de campo escalar es a través de la teoría cuán-

tica de campos, particularmente con las estrellas de bosones, las cuales fueron intro-

ducidas en [48] como soluciones regulares a las ecuaciones de Einstein Klein-Gordon

para un campo escalar clásico complejo y mínimamente acoplado. Posteriormente en

[49] introdujeron las soluciones autogravitántes,estáticas, con simetría esférica de par-

tículas con espín cero.

Las estrellas de bosones han sido utilizadas para modelar halos de SFDM y así

poner restricciones a la masa del campo con distintas observables como curvas de ro-

tación [50] y dinámica estelar de clústers [51]. En el caso de las curvas de rotación se ha

encontrado que al hacer el ajuste con el estado base se obtienen distintos valores de la

masa del campo para distintas galaxias [50], mientras que al tomar solamente estados

excitados se puede ajustar con un solo valor de la masa pero las configuraciones no

son estables [52].

Las configuraciones con bosones en distintos estados proveen una fenomenolo-

gía más rica al SFDM. Los estados están caracterizadas por sus números cuánticos n, `

y m; y es posible explorar distintas combinaciones de dichos valores como por ejemplo
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en el trabajo [53], donde toman n 6= 0, ` = m = 0, para el cual n toma distintos valo-

res. Estás configuraciones son llamadas multi-estado y fueron propuestas para obtener

curvas de rotación planas a grandes radios con SFDM. Por lo mismo es importante co-

nocer la estabilidad de los multi-estados y ésta fue probada en [43, 54]..

En este trabajo nos centramos en las estrellas de bosones con multi-estados, es

decir, `-estrellas de bosones como halo de materia oscura escalar. Partiendo de las so-

luciones al estado base y estados excitados de forma independiente para después ex-

plorar las soluciones al sistema de ecuaciones acoplado, tomando la regla de selección

n � 1 � ` = 0, indicando que tomamos únicamente las soluciones que no tienen no-

dos para asegurar su estabilidad. La estabilidad para el caso de multi-estados ha sido

estudiada en [55], donde se menciona que tener un estado excitado permite tener un

mayor rango radial para objetos astronómicos, es decir, que el tener más de un estado

podría resolver las discrepancias creadas por este centro solitónico del campo escalar

para las curvas de rotación. Por ello, decidimos centrar nuestros esfuerzos en estudiar

los multi-estados con el estado base y dos estados excitados.

En la siguiente sección (2.1) describiremos de forma general cómo obtener los sis-

temas de ecuaciones que describen a las estrellas de bosones, sus condiciones iniciales

y de frontera, y su transformación a un sistema de ecuaciones de primer orden que

posteriormente es resuelto utilizando el método de shooting y un Runge Kutta. En la

sección 2.1.1 se muestran explícitamente las ecuaciones resueltas de forma indepen-

diente para distintos valores de `, su función de masa y su rapidez circular. Mientras

que en la sección 2.1.2 se muestran las ecuaciones acopladas hasta ` = 2. Finalmente,

en la sección 2.1.3 se describen las características de las ecuaciones para cada uno de

los diferentes casos.

2.1. `-estrellas de bosones

Para obtener el sistema de ecuaciones que describen a las `-estrellas de bosones

se obtuvo el límite no relativista de las ecuaciones de Einstein-Klein Gordon (EKG),

siguiendo el procedimiento presentado en [56, 57], con el potencial de un campo escalar

de espín 0

V ( n`m) = �1

2
m2

a 
2
n`m, (2.1)
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donde ma es la masa del campo escalar y el subíndice a hace referencia al axión. El

sistema de ecuaciones de Schrödinger-Poisson (SP) de forma general es

ih̄ ̇n`m = � h̄2

2ma
r2 n`m +maV n`m, r2 n`m = 4⇡Gma

X

n`m

| n`m|2. (2.2)

Las soluciones a este sistema son configuraciones autogravitantes de una com-

binación ortogonal de estados etiquetados con los números cuánticos n, ` y m,  n`m,

estos estados están ocupados por bosones de masa ma y ma| n`m|2 es la contribución

del estado  n`m a la densidad de masa que genera el potencial gravitacional V .

Considerando configuraciones estacionarias y axisimétricas, se propone la siguien-

te solución [58]

 n`m =  n`m(t, ~x) = e�
i
h̄�n`mtr` n`m(r)Y`m(✓,�), (2.3)

donde Y`m son los harmónicos esféricos y los valores que pueden tomar los números

cuánticos son n = 1, 2, . . . , ` = 1, 2, . . . , n� 1 y m = �`,�`+1, . . . , `� 1, `. Al igual que

en problema de mecánica cuántica en el que se tiene una partícula libre en un potencial

externo, la función radial  n`m tiene un número de nodos dado por n� 1� `.

Las estrellas de bosones son soluciones esféricas a (2.1) para un solo  n00. Para

n = 1 la función radial tiene cero nodos y es estable, las soluciones con n > 1 tienen

n� 1 nodos y son inestables. Las `-estrellas de bosones son soluciones con ` y n fijas y

con ` 6= 0, y se cumple para la funciones radiales, distinguidas por m

 n`�` =  n`�`+1 = · · · =  n``�1 =  n``, (2.4)

implicando que la densidad total de materia tenga simetría esférica. Finalmente, las

multi-`-estrellas de bosones son soluciones que consideran varios valores de ` pero

que al igual que las `-estreallas de bosones, para cada `, n es fija y los 2` + 1 campos

 n`m tienen la misma función radial como se expresa en (2.4). Además, las multi-`-

estrellas de bosones tienen simetría esférica. Es importante señalar que en este trabajo

nos referimos a las multi-`-estrellas como el caso de miltiestados.

Así, la ecuación análoga a la ecuación de Poisson es [58]

r2
r`V`0 = 4⇡Gm2

a

�`0
r`

X

n,`1

(2`1 + 1) r2`1 2
n`10, (2.5)
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donde se ha tomado el índice m = 0 y

r2
r` = @2r +


2(`+ 1)

r

�
@r. (2.6)

Adicionalmente, se puede notar que el lado derecho de la ecuación 2.1 se anula

si ` 6= 0, por la delta de Kronecker, implicando que el único término diferente de cero

en este caso es el monopolar del potencial gravitacional, por lo que V`0 se convierte en

V00. Entonces, la ecuación anterior se reduce a

r2
r`V00 = 4⇡Gm2

a

X

n,`1

(2`1 + 1) r2`1 2
n`10. (2.7a)

Además, la ecuación de Schrödinger es

h̄2

2m
r2

r` n`0 = (maV00 � �n`0) n`0, (2.7b)

por simplicidad en la escritura del desarrollo de aquí en adelante se tomará `1 ! `.

Para poder resolver el sistema de ecuaciones numéricamente es necesario intro-

ducir las siguientes cantidades y adimensionalizar el sistema SP

 =  ̄
✏2c2

h̄
p
4⇡G

,E = Ē✏2mac
2, r =

r̄

✏

h̄

mac
, V = V̄ ✏2c2,M = M̄✏

m2
pl

ma
, (2.8)

donde la barra en cada expresión representa la solución numérica, ✏ es una cantidad

adimensional relacionada con qué tan pequeño es nuestro sistema comparado con la

velocidad de la luz, E es la energía, r es la coordenada radial, V es el potencial, c es la

velocidad de la luz y mpl es la masa de Planck.

Debido a la simetría esférica únicamente tenemos dependencia radial en las ecua-

ciones, lo cual nos permite escribir las derivadas parciales como derivadas totales res-

pecto a r en el sistema de ecuaciones. Al sustituir las expresiones (2.8) para adimensio-

nar la ecuación análoga a la ecuación de Poisson (2.7a), tenemos
⇣✏mac

h̄

⌘2 d2

dr̄2
+

2(`+ 1)✏mac

r̄h̄

✏mac

h̄

d

dr̄

�
V00✏

2c2 =

4⇡Gm2
a

X

n,`

(2`+ 1)

✓
r̄

✏

h̄

mac

◆2`

 n`0
2 ✏4c4

h̄24⇡G
, (2.9)

simplificando tenemos

✏4m2

ac
4

h̄2

� 
d2

dr̄2
+

2(`+ 1)

r̄

d

dr̄

�
V00 =

✏4m2
ac

4

h̄2

X

n,`

(2`+ 1)

✓
r̄

✏

h̄

mac

◆2`

 n`0
2
, (2.10)
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por simplicidad a partir de aquí omitiremos la notación de barras. Eliminando térmi-

nos semejantes obtenemos que la ecuación análoga a la ecuación de Poisson es

d2V00

dr2
= �2

r

dV00

dr
+
X

n,`

(2`+ 1)r2` 2
n`0, (2.11a)

y al repetir el mismo procedimiento con la ecuación de Schrödinger (2.7b) se obtiene

d2 n`0

dr2
= �2(`+ 1)

r

d n`0

dr
+ 2(V00 � �n`0) n`0, (2.11b)

donde para llegar a ella es importante tomar en cuenta que �n`0 tiene la mismas unida-

des de adimensionalización que E. Además, se decidió añadir al sistema de ecuaciones

SP la siguiente ecuación para el número de partículas en cada estado [43]

dN`

dr
=  2

n`0r
2+2`. (2.12)

Para obtener las soluciones numéricas al sistema de ecuaciones formado por las

ecuaciones anteriores, es importante conocer las condiciones iniciales y de frontera

del sistema. Las condiciones de frontera deben de garantizar que las soluciones sean

regulares, es decir, que existan sus derivadas para poder resolver el sistema de ecua-

ciociones y que sean asintóticamente planas, indicando que las soluciones no deben de

tener nodos, es decir, que no tenga raíces en r = 0. Lo cual implica que la expresión

(2.11b) se convierta en un problema de eigenvalores de las frecuencias �n`0.

El que las soluciones sean regulares en el origen implica las siguientes condiciones

iniciales obtenidas al realizar una expansión en serie de Taylor, para el potencial

V 0
00(0) = 0, V 00

00(0) = 0, V 000
00 (0) = 0, V00(r = 0) = v1, (2.13)

mientras que para el campo y para la frecuencia

 0
n`0(0) = 0,  00

n`0(0) =
2V00(0) n`0(0)

3 + 2`
,  000

n`0(0) = 0, �(r = 0) = v2, (2.14)

donde se han asignado las variables v1 y v2 a aquellas condiciones iniciales desconoci-

das. Además, para el campo se debe cumplir  n`0(r = 0) = Ci, donde Ci es el valor de

una constante que indica el valor de la amplitud central del estado.

Adicionalmente, es importante notar que el hecho de que d n`0

dr (r = 0) = 0 =

dV00
dr (r = 0) hace que el sistema de ecuaciones formado por (2.11a) y (2.11b) no diverja

al tener términos de la forma 1/r.
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Por otro lado, que las soluciones sean asintóticamente planas implica las siguien-

tes condiciones de frontera cuando r ! 1

 n`0 = 0, V00 = �M

r
,

V00

r
(r ! 1) +

dV00

dr
(r ! 1) = 0, (2.15)

donde la segunda condición implica la tercera, es decir, la tercera condición es impues-

ta.

Debido a que desconocemos algunas de las condiciones de frontera de nuestro

sistema de ecuaciones diferenciales, implementamos el método de shooting, el cual

consiste en encontrar soluciones al problema de condiciones de frontera para diferen-

tes condiciones iniciales hasta encontrar una solución que también cumpla con las con-

diciones de frontera, lo cual permite encontrar las raíces, es decir, los valores de Ci, v1 y

v2 para los cuales el sistema de ecuaciones cumple las condiciones. Para implementar

el shooting se realizó el siguiente cambio de variable

y1 =  n`0, y2 =
d n`0

dr
=

dy1
dr

, y3 = V00, y4 =
dV00

dr
=

dy3
dr

, y5 = �n`0, y6 = N`,

(2.16)

lo cual permitió pasar de un sistema de ecuaciones de segundo grado a un sistema de

ecuaciones diferenciales de primer orden
0

BBBBBBBBBBBB@

y01

y02

y03

y04

y05

y06

1

CCCCCCCCCCCCA

=

0

BBBBBBBBBBBB@

y2
�2(l+1)

r y2 + 2y1(y3 � y5)

y4

�2(`+1)
r y4 +

P
n,`(2l + 1)r2ly21

0

y21r
2

1

CCCCCCCCCCCCA

, (2.17)

y con un Runge Kutta de cuarto orden se resolvió el sistema de ecuaciones.

Posteriormente se utilizaron estas soluciones para obtener la rapidez circular (Vc), para

ello se utilizó la expresión

v2c (r) =
GM(r)

r
, (2.18)

ya que las soluciones únicamente dependen de la coordenada radial. Donde M(r) es

la función de masa dada por

M(r) = 4⇡

Z r

0

⇢(r̃)r̃2dr̃. (2.19)
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Al utilizar los cambios de variable (2.8) con las soluciones numéricas obtenidas

le regresamos las unidades físicas a las soluciones, por lo que en este caso la densidad

está dada por

⇢(r) =
m2

a✏
4

4⇡(1.95⇥ 10�69)

X

n,`

(2`+ 1)r2` 2
n`0

M�

kpc3
, (2.20)

donde r2` 2
n`0 es la densidad numérica, M� indica que son masas solares, la cual es

igual a 1.99⇥ 1030 kg y kpc indica kiloparsec, el cual es igual a 3.086⇥ 1016 km. Por lo

tanto, la rapidez circular es

v2c = 8.95⇥ 1010
✏2

r

Z R

0

r̃2
X

n,`

(2`+ 1)r̃2` 2
n`0dr̃

✓
km

s

◆2

. (2.21)

En las siguientes secciones tomaremos dos casos del sistema de ecuaciones SP, a

los que dividiremos en soluciones independientes (sección 2.1.1) y soluciones acopla-

das (sección 2.1.2). Donde en cada caso, después de obtener sus soluciones se continuo

con el análisis para obtener su rapidez circular, es decir, su curva de rotación.

2.1.1. Soluciones independientes

Como primer paso para obtener las soluciones a las `-estrellas de bosones se ob-

tuvieron soluciones a cada uno de los estados por separado, es decir, soluciones con

` = 0, ` = 1 y ` = 2. El obtener las soluciones nos permitió explorar y conocer las carac-

terísticas de ellas, las cuales se encuentran descritas detalladamente en la sección 2.1.3

en conjunto con las características correspondientes a la solución de las ecuaciones aco-

pladas, subsección 2.1.2. Para los casos independientes, dichas características de rees-

calamiento nos permitieron fijar la amplitud central del estado, es decir,  n`0(r = 0) = 1

y el hecho de que forman una familia nos permitió utilizar el parámetro ✏ como factor

de reescalamiento en la amplitud central. A continuación se presentará explícitamente

el sistema de ecuaciones resuelto de cada uno de los casos independientes y su rapidez

circular.

Estrella de bosones (` = 0)

Al tomar el sistema de ecuaciones (2.11b) y (2.11a), con ` = 0 y n = 1, se obtie-

nen las soluciones conocidas como una estrella de bosones simple, las cuales han sido

estudiadas a profundidad en [59, 52]. Explícitamente, el sistema de ecuaciones es

d2 100

dr2
= 2(V00 � �100) 100 �

2

r

d 100

dr
(2.22a)
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y
d2V00

dr2
= �2

r

dV00

dr
+  2

100. (2.22b)

Donde las condiciones iniciales que serán encontradas utilizando el método de shoo-

ting son: �100(r = 0) y V00(r = 0). La función de masa está dada por

M(r) = 1.33⇥ 10�10 ✏

ma

Z r

0

r̃2 2
100dr̃M�, (2.23)

y por lo tanto, la rapidez circular para el estado base es

v2c,`=0(r) = 8.95⇥ 1010
✏2

r

Z r

0

r̃2 2
100dr̃

✓
km

s

◆2

. (2.24)

Así, los parámetros libres a ser estimados son ✏ y ma. Además, podemos notar que la

rapidez circular únicamente depende de ✏ como parámetro libre.

Estrella de bosones con estado excitado(` = 1)

Consideramos el caso en el que el halo de materia oscura únicamente está for-

mado por un estado excitado, el cuál está relacionado con la simetría cuadrupolar.

Resolvimos el sistema de ecuaciones de SP con el término ` = 1 y n = 2, dado por las

siguientes ecuaciones

d2 210

dr2
= 2(V00 � �210) 210 �

4

r

d 210

dr
(2.25a)

y
d2V00

dr2
= �2

r

dV00

dr
+ 3r2 2

210. (2.25b)

Las condiciones iniciales son las mismas que para el estado base 2.1.1, donde �210(r =

0) y V00(r = 0) serán determinados al resolver el problema de eigenvalores. Por otro

lado, la función de masa está dada por

M(r) = 1.33⇥ 10�10 ✏

ma

Z r

0

3r̃4 2
210dr̃M�, (2.26)

y la rapidez circular

v2c,`=1(r) = 8.95⇥ 1010
✏2

r

Z r

0

r̃4 2
210dr̃

✓
km

s

◆2

. (2.27)

Podemos notar que al igual que en el estado base, los parámetros libres son ✏ y ma.
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Superposición

El caso de superposición es una primera aproximación al caso de soluciones aco-

pladas, donde se añadieron las soluciones sistemáticamente, es decir, se comenzó con

las soluciones independientes para ` = 0 y ` = 1, y posteriormente se añadieron las

soluciones correspondientes a ` = 2, las cuales corresponden al siguiente sistema de

ecuaciones
d2 320

dr2
= 2(V00 � �320) 320 �

6

r

d 320

dr
, (2.28a)

y
d2V00

dr2
= �2

r

dV00

dr
+ 5r4 2

320. (2.28b)

donde en este caso �320(r = 0) y V00(r = 0), también son determinados al utilizar el

método de shooting. Debido a que la función de masa proviene de la integral del po-

tencial gravitacional y éste cumple con el principio de superposición, se asumió que la

función de masa es una superposición de las soluciones de los sistemas de ecuaciones

de SP independientes para cada estado. Por lo que la expresión para M(r) total es

MTOT(r) = M`=0(r) +M`=1(r) +M`=2(r). (2.29)

Esta expresión nos permite escribir a la rapidez circular total de la siguiente forma

vc,TOT =
q

v2c,`=0 + v2c,`=1 + v2c,`=2, (2.30)

donde vc,`=0 es la ecuación (2.24), vc,`=1 la ecuación y vc,`=2 es

v2c,`=2(r) = 8.95⇥ 1010
✏22
R

Z R

0

r6 2
320dr

✓
km

s

◆2

. (2.31)

Es importante notar que en la expresión anterior se cambió ✏ por ✏2, comparando

con la ecuación general (2.21). Esto se debe a que para el caso de superposición se

tomaron como parámetros libres ma y ✏` para cada estado debido a su relación con la

amplitud central de éste. Por lo que los parámetros libres son ma, ✏0, ✏1 y ✏2.

2.1.2. Soluciones acopladas

Para resolver el sistema de ecuaciones acoplado formado por las ecuaciones (2.11b)

y (2.11a), se decidió obtener las soluciones estables, es decir, aquellas que no tienen no-

dos y que siguen la regla de selección n � 1 � ` = 0 [58]. Además, se tomaron las

soluciones hasta ` = 2 porque los resultados del caso de superposición nos indicaban
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que ` = 2 tiene un buen alcance para grandes extensiones radiales, en el capítulo 4 se

discute a detalle los resultados obtenidos. Por otro lado, en el apéndice encontrarán

resultados preliminares al tomar hasta ` = 3.

El sistema de ecuaciones de SP acoplado resuelto es

d2 100

dr2
= 2 (V00 � �100) 100 �

2

r

d 100

dr
, (2.32a)

d2 210

dr2
= 2 (V00 � �210) 210 �

4

r

d 210

dr
, (2.32b)

d2 320

dr2
= 2 (V00 � �320) 320 �

6

r

d 320

dr
, (2.32c)

d2V00

dr2
= �2

r

dV00

dr
+  2

100 + 3r2 2
210 + 5r4 2

320. (2.32d)

Para encontrar las soluciones resolvimos el problema de eigenvalores de las frecuen-

cias �100, �210 y �320 utilizando el método de shooting. Parte de las condiciones iniciales

implican  100(r = 0) = C1,  210(r = 0) = C2 y  320(r = 0) = C3. Por lo tanto,  100(0),

 210(0) y  320(0) se convierten en parámetros libres, en conjunto con ✏ y ma para este

caso. Es importante mencionar que añadir las amplitudes centrales como parámetros

libres implica resolver el problema de eigenvalores a cada paso del sampleo, haciendo

al algoritmo más costoso computacionalmente. La expresión para el número de partí-

culas en cada estado también es parte del sistema de ecuaciones, lo cual significa que

también las soluciones para N`=0, N`=1 y N`=2 están siendo encontradas.

2.1.3. Características de las soluciones

Al resolver numéricamente el sistema de ecuaciones de SP se observaron carac-

terísticas interesantes. En el caso de las soluciones independientes ( 100,  210 y  320) se

pudo observar que forman una familia, es decir, que al tomar la solución para cierta

amplitud central  n`0(0) podemos utilizar la expresión

� =

✓
1

 n`0(0)

◆(1/(`+2))

, (2.33)

para obtener la solución correspondiente a una amplitud central  n`0(0) diferente sin

necesidad de volver a resolver el sistema de ecuaciones, ver Figura 2.1. Esto se debe

a las propiedades de reescalamiento del sistema de ecuaciones, las cuales pueden ser
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encontradas al utilizar la transformación (r, n`0,V00) ! (r�, n`0/�`+2, V00/�2). Por lo

tanto, para las soluciones independientes el parámetro � es análogo al parámetro ✏,

dicha equivalencia se deja de cumplir en el caso de las soluciones de multiestados, esto

se puede ver en la ecuación (2.20), donde el parámetro ✏ está multiplicando la suma

sobre n y `, por lo tanto si el parámetro ✏ cambia, cambiaría todos los estados en la

suma por igual.

Figura 2.1: Soluciones numéricas para el sistema de ecuaciones del estado base, descri-

to por las ecuaciones (2.22a) y (2.22b). Cada solución fue obtenida utilizando la expre-

sión (2.33) con  100 = 1 como principal.

En la Figura 2.2 y Figura 2.3, se muestran los perfiles de densidad numéricos para

los sistemas de ecuaciones descritos en las secciones 2.1.1 y 2.1.2, respectivamente.

Al comparar estas gráficas se puede observar que en la Figura 2.2 cada densidad

numérica tiene una mayor amplitud y extensión radial que las densidades numéricas

de la Figura 2.3, dichas discrepancias pueden ser atribuidas a la interacción gravitacio-

nal entre los estados y al sistema de ecuaciones acoplado que las ecuaciones (2.32a -

2.32d) representan. Además, es notoria la diferencia entre una contribución indepen-

diente, i.e. resolver independientemente cada estado y tomar la superposición de ellos;

y la contribución acoplada de cada estado a la curva de rotación total. Debido a que

estas soluciones están relacionadas con los armónicos esféricos, se puede ver que para

las soluciones de multi-estados, cada uno de ellos tiene una contribución multipolar.

Para más detalles acerca de las características de las `-estrellas y en otro contexto se

recomienda consultar [60, 61, 62].
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Figura 2.2: Perfiles de densidad numéricos para cada estado, resolviendo el sistema

de ecuaciones para el estado base  100 (2.22a)-(2.22b), el primer estado excitado ( 210),

(2.25a)-(2.25b) y el sistema de ecuaciones (2.28a)-(2.28b) para el estado  320. La línea

azul corresponde al estado  100, la línea verde al estado  210 y la línea naranja corres-

ponde al estado  320.

Figura 2.3: Perfiles de densidad numéricos para cada estado, resolviendo el sistema de

ecuaciones (2.32a - 2.32d). La línea azul corresponde al estado  100, la línea verde al

estado  210 y la línea naranja corresponde al estado  320.
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Capítulo 3

Datos utilizados y análisis estadístico,

frecuentista y bayesiano.

En este capítulo explicaremos la muestra de datos utilizada en este trabajo, sec-

ción 3.1 y los métodos estadísticos para el análisis de ellos (sección 3.2), al igual que el

procedimiento que se siguió para el análisis.

3.1. Datos

Se ha mencionado en el capítulo 1 la importancia de las observaciones de las cur-

vas de rotación para la inferencia de la existencia de materia oscura a escala galáctica y

como las observaciones de M31 realizadas por Vera Rubin y Kent Ford en 1970 fueron

importantes para que la comunidad científica comenzara a atacar el problema de la

materia oscura desde distintos ángulos.

Actualmente, se sabe que las galaxias de bajo brillo superficial (LSBG, por sus

siglas en inglés) son galaxias propicias para probar modelos de materia oscura [63,

64], debido a su baja visibilidad en el espectro óptico y su fotometría en HI, lo cual

puede indicar que la dinámica de su curva de rotación principalmente depende de la

contribución de la materia oscura.

Por lo anterior, decidimos utilizar un conjunto de 17 LSBG, basándonos en la

buena calidad de los datos que fue clasificada por [65] y en su modelo de masa [66, 67,

46].

En la tabla 3.1 se muestra la morfología de cada galaxia del conjunto seleccio-
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nado, para mayores detalles sobre las características de los datos consultar [65]. La

morfología de cada galaxia nos puede dar información de su historia de formación, sin

embargo, al no encontrar ninguna relación entre su morfología y los parámetros libres

del modelo, se decidió mostrar los resultados basándonos en la extensión radial de las

galaxias y su comportamiento lineal. Es decir, se dividieron en aquellas con r < 10 kpc

y r > 10 kpc, añadiendo una categoría extra para 3 galaxias con r < 10 kpc, ya que los

datos parecen indicar que son una línea recta.

Galaxia Morfología

ESO3020120 Espiral, indicio de barra?

ESO3050090 Espiral barrada

ESO4880490 Barra de Magallanes inclinada

UGC11557 Espiral difusa, núcleo pequeño

UGC11616 Difusa, irregular

UGC4115 Nudosa y difusa

ESO0140040 Bulbo, brazos espirales justos

ESO0840411 Edge-on

ESO1200211 Barra de Magallanes difusa

ESO1870510 Espiral irregular, floculante

ESO2060140 Espiral

ESO4250180 Espiral barrada abierta

F730-V1 Espiral

UGC11454 Espiral difusa, núcleo pequeño

UGC11583 Barra de Magallanes tenue

UGC11648 Irregular

UGC11748 Irregular, núcleo/barra brillante?

Tabla 3.1: Morfología de cada galaxia en el conjunto de datos seleccionado, para más

detalles consultar [65].

3.2. Análisis estadístico

Como primer paso en nuestro análisis calculamos la �2 mínima, la cual está des-

crita en la sección 3.3. Comenzando por el estado base y la superposición, añadiendo
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sistemáticamente estados, es decir,  100+ 210 y  100+ 210+ 320, éstos últimos resulta-

dos nos dieron información de cómo contribuye cada uno de los estados a la curva de

rotación total. Concluyendo que para la mayoría de las galaxias en la muestra deberían

incluir al menos tres estados (un estado base y dos estados excitados).

Debido a los resultados mencionados anteriormente, se decidió centrar el trabajo

en el modelo descrito en la sección 2.1.2, ya que sirvieron como una primera aproxi-

mación al sistema acoplado, y utilizar como la información a priori en el algoritmo de

muestreo anidado, los resultados de la �2 de la superposición de estados. Como es un

sistema de ecuaciones acoplado, no se puede utilizar el parámetro ✏ para cada estado

como se hizo en el caso de superposición. En la ecuación (2.21) se puede observar que

✏ se convierte en un parámetro global para este caso. Por lo tanto, se eligió la amplitud

central de cada estado ( n`(0)) como parámetro libre, la cual es parte de las condiciones

iniciales necesarias para resolver el sistema de ecuaciones numéricamente. Este cambio

hizo que la estimación de parámetros fuera más costosa computacionalmente debido

a que la integración con el método de shooting se tenía que hacer a cada paso del algo-

ritmo de muestreo anidado.

Los parámetros libres para el caso de multi-estados son: ma, ✏,  100(0),  210(0) and

 320(0).

Elegimos los siguientes priors planos �26  log (ma[eV/c2])  �20, �6  log (✏)  �2,

�5  log ( 100(0))  0, �6  log ( 210(0))  0 y �6  log ( 320(0))  0. Donde la cota

superior de la masa del campo escalar (ma) es elegido a partir de las observaciones

de Lymman-↵ [38, 39] y el inferior a partir de los resultados obtenidos para el modelo

mencionados anteriormente. El parámetro ✏ está relacionado con qué tan pequeño es

nuestro sistema respecto a la velocidad de la luz, debido a que estamos tomando el

límite no relativista queremos que sea suficientemente pequeño, la cota inferior de este

prior fue restringida al resolver numéricamente el sistema ecuaciones ya que al hacer

más pequeña la cota no se encontraron condiciones iniciales que cumplieran la con-

dición de cero nodos. Los prior referentes a las amplitudes centrales se eligieron con

una cota superior de log ( `n0(0)) = 0, debido a que una reparametrización en la que

la amplitud central de cada estado sea la unidad puede ser encontrada, mientras que

la cota inferior fue restringida al considerar que una contribución numérica de 10�5 es

cercana a cero, es decir, el estado no contribuye a la curva de rotación total. Para los

casos independientes, estado base ( 100) y primer estado excitado ( 210) elegimos los
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mismos priors para los parámetros libres ma y ✏, respectivamente.

Para el número de “live points” necesarios para el algoritmo de muestreo anida-

do se siguió la regla 50 ⇥ k, donde k corresponde a la dimencionalidad del vector de

parámetros libres, como un número mínimo. Se modificó SimpleMC, un código que

utiliza dynesty [68], este método de sampleo nos permitió obtener la evidencia baye-

siana, la cuál utilizamos para obtener el factor de Bayes. Este algoritmo es descrito en

la sección 3.4.1.

Adicionalmente, se utilizó la librería fgivenx [69] para la visualización del aná-

lisis obtenido con el muestreo anidado. Los contornos a 2� obtenidos al utilizar esta

librería pueden ser observados en las figuras.

Para conocer cual de los tres casos considerados en este trabajo es favorecido por

los datos como componente de materia oscura, calculamos los criterios de información

de Akaike y bayesiano, en conjunto con el factor de Bayes. Para este último tomamos

al estado base ( 100, section 2.1.1) como el modelo base, debido a su simplicidad y a su

correspondencia con el perfil solitónico obtenido de las simulaciones de campo escalar

[34], que usualmente es utilizado en la literatura con un perfil NFW en la parte exterior

[36, 37]. Adicionalmente, tomamos las cotas para la masa del campo escalar encontra-

das en [46] para este caso, 0.212⇥ 10�23 < ma[eV/c2] < 27.0⇥ 10�23.

En las siguientes secciones, adicional a la explicación de las métricas utilizadas

en el análisis, se dará una breve introducción a estadística bayesiana, la cual es clave

en el muestreo anidado utilizado en este trabajo.

3.3. �2

Como se mencionó anteriormente, en la primera parte del análisis se minimizó el

error a través de la siguiente expresión

�2 =
X

i

(vobs � v(xi, ✓))2

�2
vobs

, (3.1)

donde vobs es la rapidez circular observada, �2
vobs

es la varianza de vobs, ✓ son los pará-

metros libres y v(xi, ✓) es el modelo evaluado en los puntos observados.
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3.4. Estadística Bayesiana

A diferencia de la estadística frecuentista, la estadística Bayesiana define la pro-

babilidad como una medida de qué tan posible es que un evento o la posición de una

partícula sea cierta, dado otro evento que sabemos que es cierto, P (A|B). A esta can-

tidad se le conoce como la probabilidad condicional, debido a que depende de que el

observador tenga información del evento y puede actualizarse al tener más informa-

ción. La estadística Bayesiana se basa en el teorema de Bayes, definido de la siguiente

forma

P (⇥) =
L(⇥)⇡(⇥)

z
, (3.2)

donde

P (⇥) = P (✓|D,M), es el posterior y nos da la probabilidad de una hipótesis

(modelo,M ) dada la evidencia observada (datos,D), donde ✓ corresponde a los

parámetros libres del modelo.

L(⇥) = P (D|✓,M), es el likelihood o verosimilitud, es la probabilidad de observar

los datos bajo la suposición de un modelo. Se forma a partir de la distribución de

probabilidad conjunta de la muestra.

⇡(⇥) = P (✓|M), es el prior, es decir, el grado de nuestra creencia a priori de la

hipótesis basada en nuestro conocimiento previo.

z = P (D|M), es la evidencia, la probabilidad de los datos en todas sus posibili-

dades y está dada por la siguiente integral sobre todo el espacio de parámetros

(⌦⇥).

z =

Z

⌦⇥

L(⇥)⇡(⇥)d⇥. (3.3)

3.4.1. Muestreo anidado

El muestreo anidado (nested sampler en inglés) es un algoritmo introducido por

[70] en el 2004, dicho algoritmo es muy útil para lidiar con espacios de parámetros

grandes o en casos en el que el cálculo del likelihood es más costoso computacional-

mente. A continuación se presenta una breve explicación de como funciona

Inicialización: Comienza con un conjunto de puntos de la distribución de los

parámetros del modelo. Estos puntos son conocidos como live points y pueden

ser vistos como un conjunto de partículas en el espacio de parámetros.
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Iteración: Posteriormente, a cada iteración el algoritmo identifica el punto con el

menor valor del likelihood, lo elimina y lo reemplaza con un punto muestreado

del prior, con la restricción de que su probabilidad sea mayor que la del punto

eliminado. Este proceso continúa hasta alcanzar cierto umbral de probabilidad.

Muestreo del Prior dentro de las constricciones del likelihood: Al explorar

gradualmente el espacio de parámetros eligiendo muestreos del prior dentro de

la región donde likelihood, la cual es definida por aquel punto con el menor li-

kelihood, se permite que el algoritmo se centre únicamente en las regiones con

mayor likelihood.

A cada iteración el área del likehood va disminuyendo y los live points continúan

explorando el espacio de parámetros en aquellas regiones con mayor likelihood.

Este proceso continua hasta que el umbral del likehood es muy cercano al del

máximo likelihood del modelo.

Estimación de evidencia y posteriors: Los live points nos ayudan a estimar el

valor de la evidencia y también pueden ser utilizados para aproximar las distri-

buciones posterior del modelo.

Para mayor detalle sobre como funciona el muestreo anidado, se recomienda con-

sultar [71].

3.4.2. Factor de Bayes

El factor de Bayes, B12, es razón entre el posterior de un modelo (M1) comparado

con otro modelo (M2), dado cierto conjunto de datos (D), permitiéndonos compararlos

entre sí. En escala logarítmica

logB12 ⌘ log


z1(D|M1)

z2(D|M2)

�
(3.4)

= log [z1(D|M1)]� log [z2(D|M2)], (3.5)

donde z(D|M) es la evidencia bayesiana, la cual está definida como

z(D|M) =

Z
P (✓|M)L(D|✓,M)d✓. (3.6)

Se recomienda la revisión [72, 73] acerca de estadística bayesiana y selección de mode-

los.
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logB12 Información

<1.0 Inconcluso (apoya al M2)

1.0 Débil

2.5 Moderado

5.0 Fuerte

>5 Muy fuerte

Tabla 3.2: Escala de Jeffrey para cuantificar qué tan bueno es un modelo respecto a otro.

Si log(B12) es mayor que la unidad, los datos favorecen ligeramente el modelo M1,

de lo contrario (log(B12) es más pequeño que la unidad), los datos favorecen al modelo

M2. La tabla 3.2 contiene la información que nos da la evidencia según la escala de

Jeffrey [74], la cual cuantifica qué tan bueno es un modelo respecto de otro.

3.5. Criterios de información

3.5.1. Criterio de información de Akaike (AIC)

El Criterio de información de Akaike (AIC, por sus siglas en inglés) está basado en

la teoría de la información y nos da una forma de comparar modelos dado un conjunto

de datos [75]

AIC = �2 lnL+ 2k +
2k(k + 1)

n� k � 1
, (3.7)

donde k es el número de parámetros libres en nuestro modelo, n es el número de datos

de cada galaxia y L es el valor máximo del likelihood, el cuál es calculado previamente

para cada modelo. El primer término apremia el ajuste, mientras que el segundo pena-

liza al modelo al incluir el número de parámetros libres, lo cual hace que incremente el

valor de la función, Así, el AIC desalienta el sobreajuste. Además, al añadir el último

término penaliza el trabajar con una muestra pequeña de datos [76], lo cual es nuestro

caso debido a que las galaxias de bajo brillo tienen pocos puntos observables.

3.5.2. Criterio de Información Bayesiano (BIC)

Similar al AIC, el BIC es un criterio de selección de modelos y está definido de la

siguiente forma [77]

BIC = �2 lnL+ k lnn, (3.8)
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donde el primer término contiene información de qué tan bueno es el ajuste del mode-

lo, mientras que el segundo término lo penaliza al incluir los parámetros libres (k) y el

número de datos utilizados en el ajuste (n).
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Capítulo 4

Resultados

4.1. Casos independientes

La Tabla 4.1 muestra la estimación de parámetros obtenida con el muestreo ani-

dado, el valor de la evidencia (log (z)) y �2 lnL, para los casos 2.1.1 y 2.1.1; el valor

medio está reportado con una confidencia de 1�. Los valores de �2 lnL y log (z) en la

Tabla 4.1, muestran que para el conjunto de galaxias los casos en los que solamente la

contribución del estado base ( 100) está presente se tiene un mejor ajuste comparado

con los casos en los que solamente se tiene un estado excitado ( 210). Además, se puede

notar que para todas las galaxias el valor de la masa del campo escalar (ma) es mayor

para los casos con el estado excitado que para aquellas con solamente el estado base.

Como se mencionó en el capítulo 3.1, presentamos los resultados basándonos en la ex-

tensión radial de las galaxias, las cuales están divididas en dos secciones: r < 10 kpc

y r > 10 kpc; añadiendo una restricción extra para los datos con un comportamiento

lineal, es decir, aquellas galaxias con curva de rotación similar a una línea recta. Las

regiones sombreadas corresponden a las cotas para la masa del campo escalar encon-

tradas en [46], como se mencionó anteriormente. Esta clasificación se encuentra en la

Figura 4.1 y 4.2, para los casos independientes,  100 y  210, respectivamente. Se puede

notar que la mayoría de las galaxias con r < 10kpc tienden a tener una masa más gran-

de mientras que aquellas galaxias con r > 10kpc tienden a tener masas más ligeras. En

las gráficas de contornos se puede notar un caso particular, la galaxia UGC11616 tiene

una extensión radial de r = 9.6 kpc, debido a la cercanía al valor r = 10 kpc, se puede

asumir que esta galaxia tiene un comportamiento similar a aquellas con r > 10 kpc.

Por otro lado, las galaxias con comportamiento lineal y r < 10 kpc están altamente
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correlacionadas entre sus parámetros libres en el estado base ( 100), esta correlación

parece romperse en el caso de un solo estado excitado ( 210).
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 100  210

Galaxy log (ma) log (✏) log (z) �2 logL log (ma) log (✏) log(z) �2 lnL

ESO3020120 -23.20+0.08
�0.10 -3.42+0.03

�0.04 -7.93± 0.36 0.96 -23.05+0.07
�0.07 -3.42+0.03

�0.04 -11.87 ± 0.36 8.61

ESO3050090 -22.88+0.15
�0.25 -3.62+0.09

�0.05 -7.05 ± 0.32 0.98 -22.63 +0.03
�0.04 -3.67+0.04

�0.04 -13.44 ± 0.37 11.11

ESO4880490 -23.09+0.08
�0.09 �3.40+0.03

�0.02 -8.89 ± 0.36 2.8 -22.92+0.05
�0.05 -3.42+0.02

�0.02 -20.87 ± 0.39 24.7

UGC11557 -23.45+0.25
�1.49 -3.39+0.71

�0.10 -6.61 ± 0.33 0.52 -23.03+0.08
�0.22 -3.53+0.05

�0.04 -11.35 ± 0.36 7.61

UGC11616 -23.31+0.03
�0.03 -3.25+0.01

�0.01 -21.02 ± 0.41 23.44 -23.18+0.02
�0.02 -3.26+0.01

�0.01 -62.66 ± 0.417 105.97

UGC4115 -22.39+0.29
�1.60 -3.67+0.76

�0.12 -5.75 ± 0.31 0.04 -21.95+0.11
�0.13 -3.82+0.06

�0.05 -9.97 ± 0.36 4.77

ESO0140040 -24.05+0.04
�0.03 -2.90+0.01

�0.01 -15.62 ± 0.39 13.36 -23.98+0.03
�0.03 -2.90+0.01

�0.01 -38.07 ± 0.41 57.27

ESO0840411 -23.29+0.20
�2.20 -3.54+1.04

�0.08 -6.480 ± 0.320 0.45 -23.00+0.06
�0.08 -3.64+0.03

�0.03 -13.47 ± 0.36 12.21

ESO1200211 -22.12+0.17
�0.21 -3.99+0.06

�0.05 -7.57 ± 0.34 1.56 -21.98+0.10
�0.11 -4.01+0.04

�0.04 -8.58 ± 0.33 4.51

ESO1870510 -22.47+0.12
�0.16 -3.77+0.06

�0.05 -7.76 ± 0.35 0.82 -22.30+0.09
�0.09 -3.81+0.04

�0.04 -11.66 ± 0.36 8.16

ESO2060140 -23.30+0.04
�0.03 -3.28+0.01

�0.01 -21.31 ± 0.42 23.36 -23.20+0.03
�0.02 -3.28+0.01

�0.01 -54.49 ± 0.42 89.96

ESO4250180 -23.72+0.21
�0.41 -3.23+0.15

�0.05 -6.88 ± 0.32 1.25 -23.53+0.12
�0.17 -3.28+0.05

�0.03 -9.58 ± 0.35 30.26

F730-V1 -23.42+0.05
�0.05 -3.21+0.01

�0.01 -21.79 ± 0.28 25.36 -23.26+0.03
�0.04 -3.22+0.02

�0.02 -54.97 ± 0.4 91.74

UGC11454 -23.52+0.03
�0.03 -3.19+0.01

�0.01 -35.45 ± 0.31 49.97 -23.28+0.02
�0.02 -3.21+0.01

�0.01 -128.28 ± 0.43 236.57

UGC11583 -22.16+0.18
�0.31 -3.82+0.11

�0.06 -6.57 ± 0.32 0.5 -21.98+0.09
�0.10 -3.86+0.04

�0.04 -8.23 ± 0.35 2.19

UGC11648 -23.53+0.02
�0.03 -3.24+0.01

�0.01 -113.35 ± 0.43 206.47 -23.41+0.02
�0.02 -3.26+0.01

�0.01 -315.56 ± 0.44 609.2

UGC11748 -23.69+0.01
�0.01 -2.92+0.01

�0.01 -122.42 ± 0.46 465.26 -23.63+0.01
�0.01 -2.92+0.004

�0.004 -244.21 ± 0.46 222.06

Tabla 4.1: Constricción de parámetros, log (z) y �2 lnL para cada galaxia. Los casos  100 y  210 tienen los mismos parámetros libres, log(ma)

[eV/c2] y log(✏). Los errores están reportados con 1�.
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Galaxia log (ma) log (✏0) log (✏1) �2

ESO3020120 -23.11 -3.46 -3.76 0.41

ESO3050090 -22.75 -3.68 -3.89 0.90

ESO48800490 -22.98 -3.44 -3.69 1.94

UGC11557 -23.32 -3.46 -3.63 0.49

UGC11616 -23.22 -3.28 -3.58 14.99

UGC4115 -23.32 -3.46 -3.634 0.49

Tabla 4.2: Constricción de parámetros con la mínima �2 para la superposición de los

estados  100 +  210. Los parámetros libres son log (ma) [eV/c2], log (✏0) y log (✏1).

4.2. superposición

En las siguientes subsecciones mostraremos los resultados encontrados con la

mínima �2 para la superposición de estados. Tomando en cuenta dos casos principales,

el estado base mas el primer estado excitado (` = 0 + ` = 1, sección 4.2.1) y el estado

base más los dos primeros estados excitados (` = 0 + ` = 1 + ` = 2, sección 4.2.2).

En estos casos los parámetros libres fueron la masa del campo escalar (ma) y un ✏ por

cada estado, es decir, ✏0 y ✏1 para el primer caso, y ✏0, ✏1 y ✏2 para el segundo caso.

4.2.1. ` = 0 + ` = 1

En la Figura 4.3 se encuentran las curvas de rotación resultantes para este caso en

particular, donde se está tomando una submuestra de la muestra del total de galaxias

analizadas.

En ellas se puede notar la contribución de cada uno de los estados a la curva de

rotación total (línea naranja), donde el estado base es el que mayormente contribuye

a la curva de rotación de todas las galaxias (línea verde) y el primer estado excitado

(línea roja) contribuye en su mayoría a la parte externa de la curva de rotación. Adicio-

nalmente se puede notar que en la galaxia UGC11557, su curva de rotación únicamente

tiene contribución del estado base. En la tabla se encuentra la inferencia de parámetros

obtenida con la �2.
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Figura 4.1: Distribuciones de posteriors en 2D, de los parámetros libres para el caso

del estado base ( 100). La línea punteada vertical representa el valor de la masa del

campo escalar ma = 1.11 ⇥ 10�23 eV/c2 necesaria para tener el corte en el espectro

de potencias [32]. La banda gris representa las cotas a la masa encontradas en [46],

0.212 ⇥ 10�23 < ma[eV/c2] < 27.0 ⇥ 10�23. En la primera gráfica se encuentran las

galaxias con r < 10kpc. En la gráfica de en medio aquellas galaxias con r > 10kpc y en

la gráfica final se encuentran las galaxias con comportamiento lineal, esas tres galaxias

tienen r < 10 kpc y no están incluidas en la gráfica de la izquierda.
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Figura 4.2: Distribuciones de posteriors en 2D, de los parámetros libres para el caso de

un estado excitado ( 210). La línea punteada vertical representa el valor de la masa del

campo escalar ma = 1.11 ⇥ 10�23 eV/c2 necesaria para tener el corte en el espectro

de potencias [32]. La banda gris representa las cotas a la masa encontradas en [46],

0.212 ⇥ 10�23 < ma[eV/c2] < 27.0 ⇥ 10�23. En la primera gráfica se encuentran las

galaxias con r < 10kpc. En la gráfica de en medio aquellas galaxias con r > 10kpc y en

la última gráfica aquellas galaxias con comportamiento lineal, esas tres galaxias tienen

r < 10 kpc y no están incluidas en la gráfica de la izquierda.
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Figura 4.3: Curvas de rotación para la superposición de los estados  100 y  210. La línea

naranja representa la curva de rotación resultante, la línea verde corresponde al estado

base ( 100) y la línea roja al primer estado excitado ( 210).
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4.2.2. ` = 0 + ` = 1 + ` = 2

La figura 4.4 muestra los resultados obtenidos con la mínima �2 para las 17 gala-

xias. Mientras que la Tabla 4.3 contiene la inferencia de los parámetros libres (ma, ✏0, ✏1

y ✏2).

Algo importante que resaltar de este último caso de superposición de estados

es que su masa es ligeramente más grande comparada con los casos anteriores, que

la curva de rotación total resultante (línea naranja) tiene un mejor ajuste en compara-

ción a los casos anteriores, lo cual también se puede observar en el valor de la �2, a

pesar del incremento en el número de parámetros libres. En cuanto a la contribución

de cada estado, podemos notar que el estado base (línea verde) sigue contribuyendo

en en centro de la galaxia, existiendo casos como las galaxias UGC11557, UGC4115 y

ESO0840411 que presentan un comportamiento líneal, sugiriendo que únicamente ne-

cesitan la contribución de un estado base. Por otro lado, para el resto de las galaxias

los demàs estados excitados contribuyen mayormente a radios mayores, permitiendo

un mejor ajuste a los datos.

Debido a que en la mayoría de las galaxias el ajuste parece ser suficietemente

bueno con un estado base y dos estados excitados, estos resultados nos dieron un indi-

cio de que la mayoría de las galaxias deberían tener como mínimo dos estados excita-

dos.

4.3. Acoplados

La Tabla 4.4 contiene la constricción de parámetros, log (E) y �2 lnL para el caso

de multi-estados (2.1.2). Los valores medios están reportados con una confidencia de

1�. Las gráficas de contornos de estos resultados se encuentran en la Figura 4.5, donde

se ha seguido la clasificación mencionada anteriormente. Las galaxias siguen la misma

tendencia que en los casos independientes, aquellas con r < 10kpc tienden a tener ma-

sas más grandes mientras que las galaxias con r > 10 kpc tienden a preferir masas más

ligeras. Para las galaxias con comportamiento lineal la correlación entre los parámetros

ma y ✏ parece desaparecer. Sin embargo, para todas las galaxias la correlación persiste

entre ma y la amplitud central del primer estado ( 100(0)), como se puede observar en

la Figura 4.7. Para ver las 17 gráficas triangulares para este caso y los casos indepen-
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Galaxia log (ma) log (✏0) log (✏1) log (✏2) �2

ESO3020120 -23.0522 -3.48 -3.83 -3.81 0.04

ESO3050090 -22.59 -3.75 -4.00 -3.94 0.61

ESO48800490 -22.88 -3.48 -3.78 -3.74 0.72

UGC11557 -23.14 -3.53 -3.81 -3.68 0.34

UGC11616 -23.16 -3.30 -3.65 -3.63 7.17

UGC4115 -22.05 -3.83 -4.00 -4.00 0.03

ESO0140040 -23.84 -2.98 -3.33 -3.29 6.83

ESO0840411 -23.08 -3.68 -3.97 -3.83 0.23

ESO1200211 -21.99 -4.03 -4.41 -4.39 0.68

ESO1870510 -22.47 -3.77 -4.99 -4.99 0.82

ESO2060140 -23.14 -3.33 -3.70 -3.69 8.33

ESO4250180 -23.51 -3.31 -3.61 -3.57 0.73

F730-V1 -23.26 -3.26 -3.63 -3.62 9.11

UGC11454 -23.32 -3.26 -3.59 -3.56 18.45

UGC11583 -22.16 -3.82 -4.95 -4.99 0.50

UGC11648 -23.31 -3.32 -3.65 -3.61 142.71

UGC11748 -23.57 -2.95 -3.44 -3.44 74.25

Tabla 4.3: Inferencia de parámetros con la mínima �2 para la superposición de los es-

tados  100 +  210 +  320. Los parámetros libres son log (ma) [eV/c2], log (✏0), log (✏1) y

log (✏2).
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Figura 4.4: Curvas de Rotación para cada galaxia con la estimación de parámetros ob-

tenida de la �2 para el caso de superposición de los estados  100,  210 y  320. La línea

azul representa los datos de cada galaxia, la línea naraja corresponde a la curva de ro-

tación resultante, la línea verde indica la contribución del estado  100, la línea roja la

contribución del estado  210 y la línea morada la contribución del estado  320.
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dientes, vea el repositorio1. Las gráficas en la Figura 4.6 muestran los resultados de la

estimación de parámetros reportados en la tabla 4.4 a 1� y 2� como muestra la barra

gris. Podemos observar que la mayoría de las galaxias tienen un comportamiento in-

teresante, referente a la contribución de cada estado a la curva de rotación resultante

(línea azul oscuro), donde la línea azul que corresponde al estado base ( 100) muestra

una contribución predominante, el estado excitado  210 representado por la línea verde

contribuye menos que el segundo estado excitado  320 (línea naranja). Ambos estados

contribuyen a radios mayores mientras que el estado base ( 100) permanece en el cen-

tro, sugiriendo que la contribución del estado  210 es cercana a cero. Se puede notar

que la galaxia UGC11583, la cual tiene una extensión radial de r = 1.5 kpc siendo una

de las más pequeñas, tiene una contribución distinta de cada estado, donde el estado

 210 es el predominante y  320 tiene una amplitud más pequeña. A pesar de obtener

una inferencia de parámetros aceptable para todas las galaxias en el conjunto de datos,

de acuerdo a los contornos grises, se puede observar que las curvas de rotación para

las galaxias UGC11648 y UGC11748, el caso de multi-estados no se ajusta muy bien

a los datos. Es importante mencionar que a diferencia de los resultados del muestreo

anidado para los casos independientes donde la convergencia es clara, en el caso de

multi-estados, específicamente para las amplitudes centrales de cada estado la conver-

gencia no es tan clara, particularmente en la amplitud central del estado base ( 100(0))

parece haber una frontera que corresponde al límite superior del prior, log 100(0) = 0.

Los resultados del muestreo anidado usados para obtener las gráficas y las gráficas

mismas pueden ser consultadas en el repositorio2.

En la Tabla 4.5, los valores para el AIC, BIC, log(B12) y �2 lnL están reportados

para cada caso. Los valores del AIC y BIC para los tres casos son similares con un

decremento notable en el estado base. En cuanto al valor de �2 lnL, se puede notar que

para todas las galaxias el valor es mayor en el caso del estado excitado ( 210) y en el caso

de multi-estados es menor que en el estado base, excepto para la galaxia UGC11648,

donde hay un pequeño incremento. Particularmente, el factor de Bayes de cada galaxia

es representado en la Figura 4.8, donde las regiones sombreadas corresponden al valor

de la escala de Jeffrey mencionada en la Tabla 3.2.

Las galaxias con asterisco (⇤) tienen un log (B12) menor para el caso de un solo

estado excitado ( 210) y aquellas (UGC11748) con un mas (+) tienen un valor mayor
1https://github.com/atalianb/Triangle_plots_ell_boson_stars
2https://github.com/atalianb/fgivenx_plots
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de log (B12) para el caso de multi-estados, estas galaxias no aparecen en la figura pero

pueden ser consultadas en la Tabla 4.5. La posición de los puntos azules indica que

la mayoría de las galaxias prefieren el estado base en vez que el estado excitado  210,

excepto por las galaxias UGC11583 y ESO1200211 que parecen preferir ligeramente

el estado excitado. Por otro lado, la posición de las estrellas verdes sugiere que los

datos favorecen moderadamente el caso de multi-estados, a pesar de que el número de

parámetros libres es mayor comparado con el estado base. Algunas galaxias son más

notorias, UGC11616 con un log (B12) = �12.40 que apoya al caso del estado base, y las

galaxias UGC11648 y UGC11454 y apoyan fuertemente al caso de multi-estados.
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Galaxia log (ma) log (✏) log ( 100(0)) log ( 210(0)) log ( 320(0)) log(z) �2 lnL

ESO3020120 -23.16+0.14
�0.15 -3.53+0.04

�0.05 -0.01+0.01
�0.78 -3.41+3.37

�1.58 -0.94+0.46
�1.06 -7.28 ± 0.22 0.41

ESO3050090 -22.74+0.17
�0.56 -3.64+0.51

�0.11 -0.09+0.09
�0.79 -1.59+1.57

�0.41 -0.54+0.48
�1.46 -6.74 ± 0.20 0.55

ESO4880490 -23.01+0.07
�0.53 -3.46+1.02

�0.08 0.07+0.10
�1.54 -3.38+3.20

�1.61 -0.53+0.49
�4.46 -9.82 ± 0.24 1.58

UGC11557 -23.29+0.25
�2.35 -3.34+1.34

�0.32 -0.23+0.53
�1.78 -1.65+1.95

�2.35 0.78+1.05
�3.22 -7.69 ±0.11 0.35

UGC11616 -23.27+0.05
�0.05 -3.25+0.25

�0.02 -0.01+0.01
�0.51 -1.73+1.19

�0.27 -0.95+0.21
�1.05 -18.80 ± 0.27 15.47

UGC4115 -22.15+0.28
�1.75 -3.39+0.39

�0.52 -0.78+0.95
�0.60 -3.95+2.05

�4.10 -1.82+4.18
�1.98 -7.13 ± 0.11 0.01

ESO0140040 -23.98+0.04
�0.09 -2.91+0.44

�0.02 -0.03+0.03
�0.83 -2.85+2.26

�0.15 -0.83+0.23
�2.17 -16.73 ± 0.02 10.47

ESO0840411 -23.20+0.19
�2.80 -3.64+2.64

�0.13 0.03+0.14
�3.21 -3.65+3.81

�2.35 -0.26+0.43
�5.74 -7.52 ± 0.11 0.21

ESO1200211 -22.09+0.24
�1.42 -3.92+1.84

�0.27 -0.15+0.45
�3.78 -2.96+3.25

�2.04 -1.28+1.54
�3.72 -8.51 ± 0.16 1.21

ESO1870510 -22.38+0.13
�0.44 -3.86+0.83

�0.09 0.12+0.18
�1.40 -2.98+3.27

�1.02 -0.34+0.53
�3.66 -8.75±0.17 0.48

ESO2060140 -23.26+0.07
�0.08 -3.29+0.36

�0.02 -0.001+0.001
�0.72 -3.66+3.19

�2.34 -1.02+0.38
�4.98 -22.04 ± 0.15 17.53

ESO4250180 -23.69+0.28
�1.01 -3.18+1.18

�0.13 -0.12+0.12
�4.59 -4.91+4.89

�1.09 -0.90+0.69
�5.09 -8.90±0.02 0.95

F730-V1 -23.38+0.10
�0.09 -3.22+0.37

�0.02 -0.006+0.01
�0.70 1.88+1.34

�3.12 -0.96+0.27
�3.98 -22.56 ± 0.21 18.82

UGC11454 -23.46+0.04
�0.04 -3.20+0.32

�0.02 -0.01+0.01
�0.63 -1.69+1.00

�3.31 -0.83+0.18
�1.24 -32.10 ± 0.23 35.19

UGC11583 -22.02+0.18
�1.48 -3.66+1.65

�0.26 -0.55+0.55
�4.39 -0.74+0.73

�4.26 -2.26+2.21
�2.74 -7.93 ± 0.16 0.34

UGC11648 -23.46+0.03
�0.04 -3.26+0.27

�0.02 -2.02+0.02
�0.54 -1.07+0.14

�3.93 -0.77+0.09
�1.06 -103.50 ± 0.23 176.88

UGC11748 -23.71+0.19
�0.01 -3.00+0.42

�0.07 0.19+0.11
�3.96 -5.48+5.39

�0.48 -1.33+0.91
�4.66 -124.61 ± 74.57 224.84

Tabla 4.4: Constricción de parámetros, log (z) y �2 lnL para el caso de multi-estados para cada galaxia. Los parámetros libres son logma

[eV/c2], log ✏, log 100(0), log 210(0) y log 320(0). Los errores están reportados con 1�.
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Figura 4.5: Distribuciones de posteriors en 2D, de los parámetros libres para el caso de

multi-estados ( 100,  210 y  320). La línea punteada vertical representa el valor de la

masa del campo escalar ma = 1.11 ⇥ 10�23 eV/c2 necesaria para tener el corte en el

espectro de potencias [32]. La banda gris representa las cotas a la masa encontradas en

[46], 0.212⇥ 10�23 < ma[eV/c2] < 27.0⇥ 10�23. En la primera gráfica se encuentran las

galaxias con r < 10kpc. En la gráfica de en medio aquellas galaxias con r > 10kpc y en

la última gráfica aquellas galaxias con comportamiento lineal, esas tres galaxias tienen

r < 10 kpc y no están incluidas en la gráfica de la izquierda.
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Galaxia  100  210 Multi-estados

AIC BIC �2 lnL AIC BIC log(B12) �2 lnL AIC BIC log(B12) �2 lnL

ESO3020120 6.46 5.76 0.96 14.11 13.40 -3.94 8.61 22.41 12.40 0.65 0.41

ESO3050090 5.91 6.53 0.98 16.04 16.66 -6.39 11.11 16.64 14.50 0.31 0.55

ESO4880490 8.30 7.59 2.80 30.20 29.50 -11.98 24.70 23.75 13.74 -0.93 1.58

UGC11557 6.23 5.12 0.52 13.33 12.22 -4.95 7.61 25.33 11.84 -1.29 0.35

UGC11616 28.64 28.57 23.44 111.17 111.1 -56.26 105.97 35.21 29.46 -12.40 15.47

UGC4115 5.24 5.17 0.04 9.97 9.90 -4.22 4.77 18.58 12.84 -1.38 0.01

ESO0140040 19.76 17.52 13.36 63.67 61.43 -22.45 57.27 50.57 20.97 -1.11 10.47

ESO0840411 6.45 4.84 0.45 18.21 16.6 -6.99 12.21 30.21 11.19 -1.04 0.21

ESO1200211 6.65 6.84 1.56 9.6 9.78 -1.01 4.51 18.71 14.41 -0.94 1.21

ESO1870510 6.32 5.61 0.82 13.66 12.95 -3.90 8.16 22.48 12.47 -0.99 0.48

ESO2060140 28.36 28.77 23.36 94.96 95.37 -33.18 89.96 34.20 31.07 -0.73 17.53

ESO4250180 7.65 5.41 1.25 36.66 34.42 -2.70 30.26 40.95 11.35 -2.02 0.95

F730-V1 31.76 29.52 25.36 98.14 95.90 -33.18 91.74 59.14 29.53 -0.77 18.82

UGC11454 55.31 54.94 49.97 241.90 241.54 -92.83 236.57 55.19 47.61 3.35 35.19

UGC11583 6.21 5.10 0.50 7.91 6.79 -1.66 2.19 25.34 11.85 -1.36 0.34

UGC11648 211.1 212.65 206.47 614.55 616.2 -202.21 609.92 241.01 242.71 9.85 176.88

UGC11748 226.86 227.84 222.06 470.06 471.04 -121.79 465.26 199.08 198.53 18.92 224.84

Tabla 4.5: Resultados para la comparación entre los modelos  100,  210 y multi-estados para cada galaxia.
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Figura 4.6: Curvas de rotación para cada galaxia con la estimación de parámetros ob-

tenida del muestreo anidado. Los contornos indican la exactitud de la estimación a 1�

y 2�, como lo indica la barra gris.
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Figura 4.7: Gráfica triangular para la galaxia ESO3020120. En ella se muestran las dis-

tribuciones de probabilidad de cada uno de los parámetros libres en el caso de multi-

estados. Los posteriors nos indican una correlación entre los parámetros log 100(0) y

log ✏.
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Figura 4.8: Factor de Bayes (log(B12)) para la comparación entre el estado base ( 100)

como el modelo base y los otros dos casos. Los circulos azules corresponden al caso

del estado excitado ( 320) y las estrellas verdes al caso de multi-estados. Las regiones

sombreadas indican la información de la escala de Jeffrey y las líneas sólidas represen-

tan los valores mencionados en la tabla 3.2. Las galaxias marcadas con un * tienen un

valor menor a �15 del factor de Bayes y las galaxias con un + tienen un mayor valor a

+15 de éste, los cuales pueden ser consultados en la Tabla 4.5.
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Capítulo 5

Conclusiones y Discusión

Este trabajo analiza la viabilidad de las `-estrellas de bosones como componente

de materia oscura en las curvas de rotación, utilizando herramientas de estadística ba-

yesiana tales como el muestreo anidado (NS), el factor de Bayes, al igual que criterios

de información para conocer el caso que es favorecido por los datos, siendo el caso de

multi-estados. Se analizaron diecisiete galaxias de bajo brillo, tomando en cuenta tres

casos principales, el estado base, el cual se toma como modelo base en el factor de Ba-

yes; un solo estado excitado y los multi-estados. Donde todas las galaxias indican que

su componente de materia oscura es preferible que esté hecha de multi-estados como

la Figura 4.8 muestra.

Los contornos de las Figuras 4.6 nos confirman la información obtenida del fac-

tor de Bayes sobre los datos, obteniendo una inferencia de parámetros bastante buena

para el caso de multi-estados. Hay algunas galaxias en la muestra como UGC11648 y

UGC11748, que tienen un ajuste pobre y que claramente no siguen el comportamiento

del modelo. Además, es importante notar que para la mayoría de las galaxias la mayor

contribución para la curva de rotación total (línea azul oscura) es por parte del estado

base ( 100, línea azul) y el segundo estado excitado ( 210, línea naranja), esto se puede

deber a que estamos asumiendo simetría esférica, lo que implica que es importante

realizar un análisis más exhaustivo en esta dirección, para ello se tendría que resolver

el sistema de ecuaciones axial para multi-estados mencionado en [58]. Además, es im-

portante mencionar que al añadir más estados y por lo tanto, incrementar el número de

parámetros libres, la masa del campo a escalar tiende a volverse un poco más grande

comparada con solamente el estado base, esto se puede observar en las primeras co-
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lumnas de las tablas 4.1 y 4.4. Desafortunadamente, esto no satisface las constricciones

de Lymman-↵ [38, 39].

A pesar de que el muestreo anidado converge para el caso de multi-estados, la

convergencia no es tan clara como en el caso de los estados independientes, especial-

mente para la amplitud central del estado base ( 100(0)), la cual presenta un límite

superior en log ( 100(0)) = 0, esto puede ser interpretado como una necesidad para

extender el valor del prior para este parámetro, sin embargo, en general es posible en-

contrar una forma de reparametrizarlo. Uno de los resultados más importantes de este

trabajo se puede observar en las Figuras 4.1, 4.2 y 4.5, donde la correlación entre los pa-

rámetros ma y ✏ parece desaparecer para el caso de un estado excitado ( 210) y también

para los multi-estados. Sin embargo, al observar los posteriors de los demás parámetros

libres (Figuras 4.7 , las cuales también pueden ser encontradas en el repositorio1), se

puede observar que la correlación entre parámetros sigue preservándose, en este caso

con los parámetros ma y la amplitud central del estado base,  100(0).

Estas correlaciones entre parámetros para los perfiles de densidad de materia oscura

ha sido estudiada en [78], donde basándose en la relación de discrepancia de masa

aceleración (MDAR por sus siglas en inglés) y en que cualquier halo de materia oscura

tendrá una aceleración máxima, pudieron eliminar la correlación entre parámetros me-

diante una reparametrización, tendiendo un sólo parámetro libre. Otra forma en la que

se podría eliminar la correlación entre parámetros para este caso, es una reparametriza-

ción con el número de partículas en cada estado, fijando el número de partículas total

y añadiendo a las condiciones de frontera en el método de shooting las tazas del nú-

mero de partículas en diferentes estados con respecto al estado base [43]. Sin embargo,

al intentar lo anterior observamos que las funciones de distribución de los posteriors

de las tazas del número de partículas, eran prácticamente planos. Por lo tanto, sería

necesario realizar más análisis en esta dirección, tomando en cuenta el procedimiento

seguido en [78].

Es importante mencionar que al observar los posteriors (Figuras 4.1, 4.2 y 4.5) de cada

uno de los casos estudiados se puede observar una tendencia en cuanto a la dispersión

de las masas del campo escalar, donde para el estado base existe una mayor dispersión

en los valores de ésta y en el caso de multiestados la dispersión es menor para la masa

del campo. Lo anterior podría indicar que al tener mayor cantidad de estados en algún
1https://github.com/atalianb/Triangle_plots_ell_boson_stars
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momento se podría llegar a una convergencia en el valor de la masa del campo escalar.

Se ha mencionado en [79] y sus referencias, que al añadir más estados al modelo

podría llevar a una mejor estimación de parámetros y también se convertiría más cos-

to computacionalmente. Por lo que, tal vez al combinar las alternativas mencionadas

anteriormente y añadiendo el término de auto-interacción en el potencial se obtendría

un análisis más completo y a su vez, obtener una forma de restringir el número de

estados.
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Appendices

A. Resultados de la �2
con los estados  100, 210, 320 y  430

En esta sección se muestran los resultados obtenidos con la mínima �2 con la ex-

pansión de los estados acoplados del sistema de ecuaciones SP (2.11b-2.11a) truncada

en el cuarto término, es decir, estamos añadiendo el término y ecuaciones correspon-

dientes al estado  430, los parámetros libres son ma, ✏,  100(0),  210(0),  320(0) y  430(0).

Donde se han elegido las galaxias ESO3050090 y UGC11616 debido al valor obte-

nido del máximo likelihood en el caso de multi-estados, descrito anteriormente (i.e. un

estado base y dos estados excitados) y su extención radial de la galaxia.

La tabla 1 muestra la estimación de parátros obtenida al minimizar la �2 para las

galaxias ESO3050090 y UGC11616, la tabla 2 contiene los valores del AIC, BIC y �2.

Galaxia log(ma) log(✏) log( 100(0)) log( 210(0)) log( 320(0)) log( 430(0))

ESO3050090 -22.66 -3.71 -6.30⇥10�3 -1.46 -1.40 -0.60

UGC11616 -23.24 -3.40 0.27 -2.74 -1.30 -0.59

Tabla 1: Estimación de parámetros para las galaxias ESO3050090 y UGC11616 con la

�2 para el caso de multi-estados con tres estados excitados. Los parámetros libres son

log (ma) [eV/c2], log(✏), log ( 100(0)), log ( 210(0)), log ( 320(0)) y log ( 430(0)).

Galaxia AIC BIC �2

ESO3050090 21.64 16.95 0.31

UGC11616 36.79 26.18 10.79

Tabla 2: Resultados para las galaxias ESO3050090 y UGC11616 para el caso de multi-

estados con tres estados excitados. AIC, BIC y �2.
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Figura 1: Curvas de rotación para las galaxias ESO3050090 y UGC11616 con la estima-

ción de parámetros obtenidos con la �2. La línea azul oscura corresponde a la curva

rotacional resultante, la línea azul indica la contribución del estado  100, la línea verde

a la contribución del estado  210, la línea naranja a la contribución del estado  320 y la

línea rosa a la contribución del estado  430.
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