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Resumen

hay typos: El presente trabajo tiene como finalidad explorar la cosmologia computacio-
nal, su estrecha relacion con la cosmologiia observacional y su potencial al relacionarla con

la rama de la inteligencia artificial: la computaciéon evolutiva.

(jav: Definir acronimos, o poner una breve explicacion. )La formacion de estructura
cosmolodgica ha sido objeto de estudio desde antes del descubrimiento de la expansion del
Universo. El proceso de evolucion conlleva a proponer la existencia de elementos hasta
ahora desconocidos, la materia oscura y la energia oscura, ambos descritos en el modelo
cosmologico estandar: ACDM ((jav: definir brevemente)). Posteriormente surge la pregun-
ta de como describir los diferentes componentes del universo dando origen a extensiones

del modelo ACDM, como son la energia oscura con ecuacion de estado variable en el tiempo.

El método aqui descrito utiliza la habilidad de algoritmos genéticos para identificar los

parametros, dado un modelo matematico, que mejor describen las observaciones.

El capitulo 1 esta dedicado a presentar la motivacion de este trabajo. (jav: y el cap
27) El capitulo ?? presenta una introduccion a grandes rasgos de los conceptos biolégicos

relevantes en este trabajo.

Posteriormente en capitulo 2 se presentan los puntos més importantes de la optimiza-

cion matematica ademés de una serie de algoritmos de optimizacion metaheuristica.

El capitulo 3 se explica en profundidad el funcionamiento teérico de los algoritmos ge-
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RESUMEN v

néticos. Es esta misma seccion se presenta un algoritmo para la optimizacion de funciones

de N dimensiones y se compara con algoritmo de optimizacién puramente matematica.

(jav: mover y cambiar) Mas adelante en capitulo ?? se presenta los antecedentes his-
toricos y teodricos de la cosmologia, para posteriormente describir dos aplicaciones de los
algoritmos genéticos, la primera para el ajuste de datos y la segunda para utilizarlos como

método de validacion.



Notacion

Indice general

Agradecimientos

Resumen

Notacion

1 Introduccidén

2 Optimizacion matematica

§2.1 Introduccion . . . . . . . . ..

§2.2 Antecedentes . . . . . ...

§2.3 Optimizacion Estocastica . . . . . . . . . .. ..o

§2.3.1
§2.3.2
§2.3.3
§2.3.4
§2.3.5
§2.3.6
§2.3.7

Optimizaciéon con gradientes . . . . . . . . . . .. ... ... ...
Métodos de estado simple . . . . . . .. ...
Ascensodecolina . . . . . . ...
Métodos de poblacion . . . . . . ...
Estrategias evolutivas . . . . . . . . . ... ..o
Optimizaciéon por enjambre de particulas . . . . . . . .. .. .. ..

Sistema de colonia de hormigas . . . . . . . ... ... ... ... .

11

111

I R N S



3 Algoritmos Genéticos

§3.1 Introduccion . . . . . . ..o

§3.2 Algoritmos Genéticos como un modelo de la evolucion de las especies
§3.2.1 Seleccion Natural y Genética: una sintesis . . . . . . . . ... ...
§3.2.2 El Algoritmo Genético Simple . . . . . . .. ... ... ... ...
§3.2.3 Seleccion . . . . . .
§3.2.4 Recombinacion . . . . . . ... ...
§3.2.5 Mutacion . . . ... Lo
§3.2.6 Reemplazo . . . . . . . . ..
§3.2.7 Criterios de convergencia . . . . . . . . . .. ...

§3.3 ;Por que los algoritmos genéticos funcionan? . . . . . . . ... ... L.

§3.4 El problema de One Max . . . . . . . . .. ... ... ... ...

§3.5 Algoritmo genético en Python . . . . . . . . .. .. ... ... ...
§3.5.1 Resultados . . . . . . . . . . ..
§3.5.2 Enfoque de algoritmo genético . . . . . . . ... ..o

§3.6 Aplicacién a N dimensiones . . . . . . . . . . .. .. ... ...

4 Resultados
§4.0.1 Solucién con algoritmo genético . . . . . . . .. ...

§4.0.2 Algoritmos genéticos como método de validacion . . . . . . . . . ..
5 Conclusiones
A Teorema del esquema
B Algoritmo genético One Max

C Algoritmo genético en Python

VI

18
18
19
19
24
28
30
32
33
34
34
36
37
38
42
45

48
48
52

55

57

60

64



INDICE DE FIGURAS VII

Indice de figuras

2.1

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12
3.13
3.14
3.15

3.16
3.17
3.18

4.1
4.2
4.3

Representacion de puntosilla. . . . . . . .. ..o 8
Computacion Bioinspirada . . . . . . . ... .. oL 20
Representacion de poblaciones aisladas. . . . . . . . .. ... .. ... ... 22
Representacion de cromosoma. . . . . . . . . ... 26
Representacion de gen en cromosoma. . . . . . . .. ... 27
Seleccion de ruleta. . . . . . ..o 29
Seleccion aleatoria. . . . . . ..o 29
Recombinacion de un punto. . . . . . . . ... Lo 30
Recombinacion uniforme. . . . . . ..o L0000 31
Recombinacion ordenada. . . . . . . ..o Lo 32
Mutacion tipo flipping. . . . . . . . .. 32
Reemplazo débil para problema de optimizacion. . . . . . . . . . ... ... 34
Ejemplo de operador macro-mutaciéon. . . . . . .. ... 35
Diagrama de flujo de algoritmo genético. . . . . . . . . ... ... ... .. 39
Funciones de una variable a optimizar. . . . . . . .. ... ... ... ... 41
Exploracion del espacio de busqueda para diferentes generaciones. (jav: no

se menciona ni explica en el texto.) . . ... ..o 43
Funciéon de Himmelblau . . . . . .. . ... .. o000 45
Grafica de superficie de funcién de Himmelblau. . . . . . . .. .. ... .. 46
Niching y sharing para funcion de Himmelblau . . . . . . . . . ... .. .. A7
Ajuste de modelo LCDM con diferentes valores para datos H(z). . . . . . . 49
Ajuste de modelos para datos SNia. . . . . . . .. ... ... L. 51

Ajuste de LCDM, PolyCDM y CPL para datos H(z). . . . . ... ... .. 51



INDICE DE FIGURAS VIII

A.1 Ejemplo de un esquema de longitud 6. . . . . . . ... ... ... ... .. 59



Capitulo 1

Introduccion

Hace 50 anos, gracias a uno de los proyectos méas ambiciosos en la historia de la cien-
cia, fue posible decodificar el genoma humano. Hoy en dia comparado con la coleccién
de genomas de microorganismos viviendo en nuestro cuerpo, en el océano, todos nuestros
alrededores, un genoma humano, el cual puede ser codificado en un DVD, se vuelve simple.
Sus 3 billones de bases de DNA y cerca de 20,000 genes son insignificantes comparados con
las 100 billones de bases y genes que uno puedo encontrar en los microbios en el cuerpo
humano. En la rama de la fisica, cada ano, la organizaciéon europea para la investigacion
nuclear, también conocida como CERN, produce aproximadamente 115 petabytes de da-
tos. Este es un problema actual de la ciencia de hoy en dia, y existe una gran cantidad
de datos esperando a ser explorados, entre ellos podemos encontrar H(z), Baryon acoustic
oscillations (BAO), supernovas tipo Ia (SNIa), brote de rayos gamma (GRB) por mencio-

nar algunos, pero el problema es ;Como? (jav: definir acronimos antes de usarlos LISTO).

La naturaleza es rica en conocimiento y gran parte del desarrollo de la especie humana
se debe al gran trabajo de conocerla e imitarla. No hay duda alguna de que no existe otro
mecanismo tan avanzado que se haya perfeccionado tanto asi mismo como la naturaleza. Es
por esta misma razoén que una gran cantidad de problemas han sido resueltos, inspirandose
en disenos y comportamientos biolégicos. La razéon es muy sencilla, esta ha descubierto lo

que funciona y lo que perdura |[Benyus, 2012|.
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Con los grandes avances tecnologicos, una de las ramas que mas se ha beneficiado
es la computacion. Por esta razén desde hace dos décadas, la biomimesis o biomimética
(imitacion de la vida) junto con el poder computacional actual, han presentado un papel
muy importante en la resoluciéon de problemas y explotacion de datos. Con este desarrollo
técnicas computacionales como Redes Neuronales Artificiales y el computo evolutivo co-
menzaron a popularizarse en la industria. Sin embargo, estas técnicas computaciones han
sido utilizadas por la comunidad cientifica para conocer el pasado y explorar el futuro de

nuestros alrededores, nuestro planeta y universo.

Es dificil darse una idea de la inmensidad del universo, por eso no es sorpresa encon-
trar un gran volumen de informacién que los cientificos han recopilado a lo largo de los
anos. Uno de los primeros campos que comenzaron con la explotaciéon de datos haciendo
uso de algoritmos computacionales fueron la astronomia. Esta relacion datos-analisis se
remonta hasta el siglo XVI, antes de la existencia de telescopios. Cuando Tycho Brahe y
Johannes Kepler trabajaron en conjunto. Tycho hizo mediciones cinco veces més precisas
que sus contemporaneos, creando un conjunto de datos limpio. Posteriormente colabord
con Kepler y, usando rigor matematico, los datos observacionales fueron convertidos en
descubrimientos cientificos. De esta manera Kepler y Tycho, desarrollaron métodos cienti-
ficos y algoritmos para crear las leyes de Kepler. En la actualidad existe una gran cantidad
de observatorios astronémicos y telescopios espaciales construidos por diferentes agencias
espaciales, estos son los encargados de suministrar los datos. El analisis es realizado por di-
ferentes instrumentos computacionales entre los mas famosos se encuentran software como
HEALPix |Gorski et al., 2005, codigos como CMBFAST [Seljak and Zaldarriaga, 1999],
CAMB [Lewis and Bridle, 2002], CMBEASY [Doran, 2005] y CLASS |[Blas et al., 2011] o
paquetes como CosmoMC |Lewis and Bridle, 2003] y SimpleMC por mencionar algunos
(jav: agregar referencias FALTA SIMPLE MC).

En la era actual uno puede encontrar diferentes herramientas computacionales para
encontrar informacion relevante. El objetivo de (jav: que? LISTO )este trabajo consiste en

encontrar los parametros césmicos mas relevantes de ciertos modelos cosmolégicos con la
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ayuda de algoritmos genéticos.



Capitulo 2

Optimizacién matematica

2.1. Introduccion

En muchas disciplinas la optimizacion juega un papel clave. En la fisica, los sistemas
son llevados a su estado de energia més baja segun las leyes fisicas que lo rigen. En los nego-
cios, las empresas buscan maximizar el precio de sus acciones. En biologia, los organismos
més Optimos tienen una mayor (jav: que?) de sobrevivir [Kochenderfer and Wheeler, 2019].
Ingenieros espaciales utilizan simulaciones computacionales para optimizar la aerodinami-
ca de un misil o avién. Cientificos farmacéuticos disenan experimentos para obtener la
méxima informacion de un nuevo medicamento [James, 2003]. Dado su importancia en la
industria, no es novedad encontrar un gran interés por encontrar nuevas y mejores técnicas

de optimizacion.

2.2. Antecedentes

El campo de la optimizacion es uno que ha sido estudiado por muchos afios. Se tienen
registros con una gran cantidad de problemas de optimizacion, por ejemplo alrededor de
300 A. C., Euclides descubrié que un cuadrado tiene la mayor area entre todos los rectan-
gulos con el mismo perimetro. Alrededor de 100 A.C. Her6n de Alejandria propuso que la
luz viaja a lo largo del camino geométricamente mas corto |[Cillero Fernando, 2010|. Hoy

se sabe que esto es falso (jav: pero si lo hace, y se les llama geodesicas), sin embargo se
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convirtié en un problema de optimizacion para los anos posteriores y el cuél seria resuelto

por Fermat con el principio del mismo nombre |Xin-She, 2010].

El astronomo aleman Johannes Kepler perdié a su esposa en 1611 debido al célera, y
comenzd a buscar una nueva companiera de vida, por lo que en 1613 encontré la solucion
Optima al famoso problema de la secretaria [Macia Vazquez, 2020| [Ferguson, 1989]. En
1687 en sus Principia Mathematica Newton resolvio el problema de la forma del cuerpo
con menor resistencia que él mismo habia propuesto en 1685, el cual se convirtié en un
problema optimizacién muy importante en calculo de variaciones. El principal objetivo
consistia en encontrar la forma de un s6lido de revolucién para minimizar su resistencia a

través de un fluido homogéneo con velocidad constante en la direccién del eje de revolucion.

En 1696 Johann Bernoulli reté a sus contemporaneos para encontrar la curva que co-
necta dos puntos a diferentes alturas, tales que un cuerpo caiga sobre dicha curva en el

menor tiempo posible. Actualmente se conoce como el problema de Brachistochrone.

En 1746 Pierre-Louis Moreau de Maupertuis propone su principio de minima accién,
en el cual plantea que en todos los fenémenos naturales se minimiza una cantidad llamada
“accion”. En términos actuales dicho principio se conoce como principio de Hamilton. En
1781 Gaspard Monge, enfoco su energia y tiempo, en resolver el problema de optimizar la
transportacion y distribucion de mercancias. Posteriormente en 1942 Leonid Kantorovich

demostré que este es un problema de optimizaciéon combinatoria.

Frederich Gauss, en 1801, utiliz6 el método de minimos cuadrados para predecir la
orbita del asteroide Ceres. Sin embargo en 1805 Adrien Legendre describié de manera ri-
gurosa dicho método en el apéndice de su libro Nouvelle Meethodes pour la Determination
des Orbites des Cometes. Un ano después utilizo el mismo principio para el ajuste de una
curva. Gauss afirmaba que el mismo habia creado el método en 1795 y en 1808 Robert

Adrain publica el mismo método pero tomando en cuenta los errores observacionales.
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David Ricardo propuso su Ley de los rendimientos decrecientes para el cultivo de tierras
en 1815, de la cual derivo la Ley del Costo de Oportunidad Creciente. En 1847 Augustin-
Louis Cauchy propuso un método general para resolver sistemas de ecuaciones de manera
iterativa, lo cual construyo las bases para dos de los método iterativos més famosos que

existen el método del gradiente y el método del descenso méas pronunciado.

A principios del siglo XX Johan Jensen introduce el concepto de convexidad y deduce
la famosa desigualdad de Jensen la cual es pieza clave en la optimizaciéon convexa y eco-
némica. Para 1930 Karl Menger plantea en un coloquio de Viena el problema del agente
viajero (o famosamente conocido como el problema TSP) [Cummings, 2000]. Dicho pro-
blema consiste en encontrar el camino més corto entre un conjunto finito de ciudades. En
1917 Harris Hancock publica el primer libro sobre optimizacion “Theory of Minima and

Maxima” [Hancock, 1917].

Continuando con los avances en el campo de la optimizacion en 1939 Leonid Kanto-
rovich desarrollo el primer algoritmo de programacién lineal para identificar la 6ptima
asignacion de los recursos y métodos de fabricacion, por el cual obtuvo el premio nobel en
1975. En 1947 George Dantzig crea el método simplex para la resoluciéon de problemas de
programacion lineal. La siguiente década, en 1957, Richard Bellman desarrolla la progra-

macion dindmica y la ecuacion de Bellman para la toma de decisiones.

En el siglo XX con el avance tecnolégico de la computacion se dio origen a una gran
cantidad de algoritmos de optimizacion, por esta misma razon a partir de 1960 la literatura

sobre dicho tema empez6 a ver un incremento como nunca antes.

(jav: relacionado con los comentarios anteriores, por que necesitas algoritmos de opti-

mizacion en cosmologia? Agregar un intro)
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2.3. Optimizacion Estocastica

En el siguiente capitulo se presenta una técnica de optimizacion con algoritmos ge-
néticos es por esta razén que necesitamos explicar, a grandes rasgos, estos métodos de
optimizacion.

Se le conoce como optimizacion estocastica al conjunto de técnicas y algoritmos que
emplean cierto grado de aleatoriedad para encontrar la soluciéon més 6ptima para un pro-
blema dado. Los algoritmos metaheuristicos son los més generales de este grupo y tienen

aplicaciones en una gran variedad de campos |Bianchi et al., 2008].

La optimizacién metaheuristica es aplicada a aquellos problemas de los cuales tenemos
poca informacion, donde no sabemos nada respecto a la soluciéon. Uno podria preguntarse
si un algoritmo de este tipo es equivalente a utilizar fuerza bruta. La respuesta es no, los
primeros exploran aleatoriedad en su busqueda para posteriormente ser guiada de alguna
manera, la fuerza bruta no cuenta con ningtn tipo de guia y en espacios muy grande pue-

den llegar a ser muy costosos computacional y temporalmente.

2.3.1. Optimizacién con gradientes

Antes de profundizar en los métodos metaheuristicos, es importante conocer uno de los
métodos de optimizacion matematica mas importante que existen. El descenso o ascenso
del gradiente (ver Algoritmo 1). La idea es muy sencilla, identificar la pendiente y bajar
o subir segiin si uno quiere encontrar el minimo o maximo respectivamente. Este método
no requiere evaluar f(x), pero asume que uno puede calcular la pendiente de x, en otras

palabras, asume la existencia de f’(z) [Andrychowicz et al., 2016].

Tomando el problema de maximizacién, nosotros empezamos con un punto aleatorio
para x. Posteriormente sumamos repetidamente una pequena parte de la pendiente a di-
cho punto, z < = + a.f’(x), donde « es un valor positivo muy pequeno. Si la pendiente es

positiva  aumentara, si es negativa disminuira. El algoritmo se detiene cuando x esta en
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Algoritmo 1 Ascenso del gradiente
X 4 vector inicial
repeat

T+ T+ aVf(Z) > En una dimension x < = + a.f (z)

Hasta que 7 sea una solucion ideal o se cumpli6 el tiempo limite de ejecucion
Return 7

el punto mas alto, en aquel punto donde la pendiente es cero y x no podra cambiar de valor.

Usualmente los problemas que uno busca resolver son multidimensionales, para esca-
lar el algoritmo anterior a n dimensiones solo basta con reemplazar x, por un vector ¥ y

reemplazar la pendiente f'(x) con el gradiente de Z, V f(Z).

Cabe destacar que el algoritmo corre hasta que hemos encontrado la “solucion ideal”
o “se cumpli6 el tiempo limite de ejecucién”. jCuando sabemos que hemos encontrado
la solucion ideal? Generalmente cuando la pendiente es cero. Sin embargo hay puntos
diferentes del maximo, donde la pendiente también tiene un valor de cero, conocidos como
optimos locales. Igualmente tenemos otro tipo de puntos conocidos como puntos de silla o
montura, que son aquellos donde no tenemos ningtn tipo de méximo pero si una pendiente

de cero (ver Figura 2.1).

f()a

Punto silla

>
'

Figura 2.1: Representacion de punto silla.

El problema con este tipo de algoritmos es el tiempo de convergencia. Mientras nos
acercamos al maximo, existe la posibilidad de saltar al otro lado del 6ptimo, saltando de
un lado a otro hasta converger. Este problema puede ser resuelto ajustando el valor de «

por un valor pequeno, de esta manera esquivaremos accidentalmente el méximo pero se
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necesitard un mayor nimero de evaluaciones para converger.

2.3.2. Meétodos de estado simple

La optimizaciéon con gradientes asume que uno puede calcular la primera, o incluso
la segunda, derivada. En la mayoria de los casos, uno no puede calcular dichas derivadas
porque no contamos con una funcién matematica explicita para representar el problema,
si no que deseamos realizar un ajuste a una serie de datos, queremos la mejor combinaciéon
de activos para un portafolio y aunque evaluemos (jav: 7). Lo tnico con lo que contamos
es una manera de crear o modificar las entradas de la funcién para verificar su calidad en

términos del problema [Luke, 2013].

Todo lo que tenemos es una problema de caja negra, la cual describe el problema de
optimizacion. Esta toma una posible solucion y devuelve la calidad de la soluciéon en térmi-
nos del problema. Estos problemas son complicados porque, en ocasiones, no hay manera
de obtener informacion gréfica, la solucién puede no consistir de niimeros, vectores, estos
pueden ser una estructura de decisiones, un conjunto de reglas, una palabra. La solucion

es aquella que sea apropiada para el problema.

Para encontrar una solucién son necesarias las siguientes cuatro condiciones:

= Proporcionar uno o mas posibles soluciones. Este es conocido como el proceso de

inicializacion.
» Evaluar la calidad de las posibles soluciones. Esto es conocido como el proceso de
evaluacion.

= Generar copias de las posibles soluciones.

= Modificar las soluciones, esto produce un conjunto de nuevas soluciones aleatorias, las
cuales son un poco diferentes a las primeras. Esta condicion sumado con la generacion

de copias es conocido como el proceso de modificacion.
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2.3.3. Ascenso de colina

El algoritmo de ascenso de colina o escalada simple, mayormente conocido por su
nombre en inglés Hill-Climbing (ver Algoritmo 2), es similar al ascenso del gradiente pero
no necesita informacion de derivadas o direccion, solo se necesita evaluar nuevas soluciones
en la region del candidato actual y adoptar las nuevas si son mejores. Esto permite “escalar”

la colina hasta encontrar el 6ptimo local.

Algoritmo 2 Ascenso de colina

S <+ solucion candidata > Inicializacién repeat
R <+ modificacion(copia(5)) > Modificacion
if Calidad(R) >Calidad(S) then

S R
end if

until S sea una solucién ideal o se cumpli6 el tiempo limite de ejecucion
Return S

Si uno compara ambos algoritmos podra darse cuenta de sus similitudes. La tnica
diferencia real radica en el enfoque estocastico (parcialmente aleatorio) para buscar las

mejores soluciones.

El significado de modificar

El proceso de inicializacion, evaluacién y modificacion son los encargados de crear la
representacion de las posibles soluciones. En conjunto estas operaciones pueden verse como
una fabrica, la cual se encarga de crear soluciones siguiendo un grupo de reglas, las cuales
generaran la apariencia y comportamiento en términos del problema. Lo importante en

este tipo de problemas es cumplir las cuatro condiciones antes mencionadas.

Para ilustrar mejor el significado de modificar tomemos uno de los ejemplos més ge-
nerales, la representacion de soluciones como vectores de longitud fija con valores reales.
Crear un vector de estas caracteristicas es sencillo, solo tendremos que seleccionar ntimero
aleatorias dentro de nuestras limites. Tomemos min y max como el limite inferior y supe-

rior y [ la longitud del vector (ver Algoritmo ??7) (jav: 7).
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Algoritmo 3 Generacion de vector aleatorio
min < limite inferior

max <— limite superior

¥ <= un nuevo vector (vq, vy, ..., Up)

for i from 1 to [ do
v; <= numero aleatorio seleccionado entre min y max.
end for

Return v

Para modificar un vector uno puede sumar una pequena cantidad de ruido aleatorio a
cada nimero, siguiendo la definiciéon de modificacion, asumamos que el ruido a sumar es
un valor pequeno. Para cada posicion de nuestro vector generaremos un ntimero aleatorio
entre 0 y 1, si este niimero es menor a nuestra probabilidad p realizaremos la suma. Este
enfoque es utilizado para modificar posibles soluciones en la mayoria de los algoritmos

metaheuristicos.

Los algoritmos presentados anteriormente resuelven problemas matematicos de una
manera eficiente, sin embargo cuando tenemos poca informaciéon del problema empiezan a
fallar en la localizacion del 6ptimo. Por esta razéon se comenzaron a desarrollar diferentes
algoritmos mas avanzados, inspirados en diferentes conceptos, entre ellos la biologia y

fisica.

2.3.4. Meétodos de poblacién

Los métodos de poblacion difieren de los métodos de estado simple en el hecho que los
primeros guardan una muestra de las soluciones candidatas a solo una. Cada uno de las
soluciones sera sometida al proceso de modificacion, pero lo que previene a estos de con-
vertirse en un ascenso de colina paralelizado es el hecho que las mismas soluciones guian
la exploraciéon. Un ejemplo de esto seria el efecto de las mejores soluciones rechazando

aquellas con un peor desempeno o modificindolas para generar mejores.

No es sorpresa que la mayoria de estos métodos estan basados en conceptos biologi-

cos, cuyo conjunto recibe el nombre de computacion Evolutiva, los cuales son basados en
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conceptos como la genética y evolucion. Entre estos algoritmos podemos encontrar los al-
goritmos genéticos (GA) y estrategias evolutivas (ES), los cuales son generacionales. Esto
significa que modifican a la muestra en cada iteracion, sin embargo también podemos en-
contrar versiones de estado firme o estable, los cuales modifican solo unos candidatos de

toda la muestra |[Beheshti and Shamsuddin, 2013].

La computacion evolutiva son técnicas de remuestreo: nuevas muestras son generadas
a partir de los resultados de las anteriores. El algoritmo evolutivo basico consiste de crear
una poblacion inicial, seguido de tres pasos. Primero evaluar a la poblaciéon, posteriormente
crear una nueva generacion segin la evaluaciéon anterior y por altimo colocar los nuevos

individuos en la muestra original.

2.3.5. Estrategias evolutivas

Esta familia de algoritmos fue desarrollada en 1960 y 1970 por Ingo Rechenberg y
Hans-Paul Schwefel en la Universidad Técnica de Berlin [Rechenberg and Eigen, 1973,
Schwefel., 1977|. Estrategias Evolutivas (por su siglas en inglés ES) se caracterizan por
utilizar un método de seleccion llamado Seleccion truncada que solo utiliza la mutaciéon

como operador de modificacion.

Entre estos algoritmos podemos encontrar el (u, A) (ver Algoritmo 4). Empezamos con
una muestra de A soluciones generadas aleatoriamente. Primero evaluamos las soluciones,
luego eliminamos todas excepto las p mejores. Cada uno de los y; individuos produce A/
soluciones hijas, a través de métodos de modificacion, de esta manera creamos \ que seran

utilizados como las nuevas soluciones en la siguiente iteracion.

De forma resumida A es el ntiimero de soluciones que sobreviven y u es el nimero de

soluciones hijas. Es importante aclarar que A tiene que ser un multiplo de pu.

En los métodos de poblacion existen una gran variedad de procesos de modificacion, sin
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Algoritmo 4 Estrategia evolutiva (u, A)
1 <— nimero de soluciones seleccionadas
A <— numero de soluciones hijas generadas
P+ ]
for i from 1 to [ do
P < P y nueva solucion aleatoria
end for

mejor <— X

for P,in P do
Evalucion(F;)
if Calidad(P;) >Calidad(mejor) then
mejor < P;
end if
end for
Q < los p mejores individuos
P[]
for ); in ) do
for \/; do P < P y modificacion(copia(Q);)
end for
end for

until mejor sea una solucion ideal o se cumpli6 el tiempo limite de ejecucion
Return Mejor Soluciéon

embargo hay dos que destacan mas que otros, la mutacioén, la cual consiste de pequenos
cambios, los cuales modifican a los individuos (soluciones) y la recombinacion, proceso en

el que se seleccionan multiples individuos los cuales seran combinados para obtener un hijo.

Este algoritmo tiene tres pardametros que pueden ser ajustados para explorar o explotar
el espacio de soluciones. Por explorar nos referimos a hacer una biisqueda de todo el espacio,

explotacion consiste en enfocar la busqueda en las zonas més prometedoras.

= Tamano de \. Este parametro controla el tamano de la poblaciéon. Cuando A tiende

a 0o tendremos exploracion. Basicamente una busqueda aleatoria.

= Tamano de u. Este pardmetro controla que tan selectivo es el algoritmo. Valores
pequenos de p respecto a A, provoca que la biisqueda sea mas explosiva, ya que solo

los individuos mas aptos sobreviviran.
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» El grado de mutacion (modificacion). Si la mutacion es muy alta, las nuevas solucio-

nes seran aleatorias sin importar la selectividad de p.

2.3.6. Optimizaciéon por enjambre de particulas

Optimizaciéon por enjambre de particulas o por sus siglas en inglés PSO, es un algorit-
mo de optimizacion estocastica similar a los algoritmos evolutivos pero con la diferencia de
que este es modelado a partir de comportamientos de enjambre o rebanos de animales. A
diferencia de otros métodos de poblacion, PSO no vuelve a muestrear a la poblaciéon para
generar una nueva, este algoritmo mantiene una poblacién estatica cuyos individuos son
modificados segtn los descubrimientos del espacio. Esta técnica fue desarrollada por James

Kennedy y Russell Eberhart a mediados de los afios 90’s [Kennedy and Eberhart, 1995].

PSO opera exclusivamente un espacio multidimensional con valores reales, esto se debe
a que el método muta a las soluciones candidatas hacia las mejores soluciones descubiertas.
Dado que se utilizan valores reales y que este algoritmo esta inspirado en enjambres y
rebafios nos referiremos al conjunto de soluciones como enjambre de particulas. Estas
particulas exploran el espacio a partir de la mutaciéon. Una particula esta compuesta de

dos partes:

= La ubicacion de la particula en el espacio & = (1, xg, ..., Tp,).

» La velocidad de la particula ¢ = (v1,v9,...,v,). Esta es la rapidez y direccion a la

—t

que viaja la particula. Si #¥~! y # son las ubicaciones de una particula al tiempo

t — 1 y t respectivamente, entonces al tiempo t, v = 7¢ — 71

Cada particula empieza en una ubicacion y con una velocidad aleatoria. Es importante

registrar:

= La mejor ubicacion de ¥ que & ha descubierto.

» La mejor ubicacion de ¥t que cualquiera de los informantes 7 ha descubierto. Los

informantes son un conjunto de particulas seleccionadas aleatoriamente.
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. . ., =l . z :
= La mejor ubicacion de T* que cualquiera de las particulas ha descubierto.
En cada iteracion tenemos que realizar las siguientes operaciones:

= Evaluar el desempeno de cada particula y de ser necesario actualizar las ubicaciones.

= Determinar el proceso de mutacion. Para cada particula 2, actualizamos el vector de

. — —. —| ~ .
velocidad ¥ sumando un vector apuntando a ¥*, a £+ y a Z* en pequenas cantidades.

= Mutar cada particula a lo largo de su vector se velocidad.
Esta implementacion depende de cinco parametros:

= « que tanta velocidad es retenida.

B que tanto del mejor desempeno personal es retenido y mezclado en las futuras ite-
raciones. Si [ es muy grande las particulas se moveran mas hacia su mejor desempeno

personal en lugar de mejor desempeno global.

= 7 que tanto del mejor desempeno de informantes es retenido y mezclado en las futuras

iteraciones.

= 0 que tanto del mejor desempeno global es retenido y mezclado en las futuras itera-

clones.

= ¢ la velocidad de la particula. Si este parametro es alto se movera més rapido hacia

mejores zZonas.

2.3.7. Sistema de colonia de hormigas

Este algoritmo fue presentado por primera vez en 1992 por Marco Dorigo [Dorigo, 1992].
Sistema de colonia de hormigas (por sus siglas en inglés ACO) toma un enfoque de opti-
mizacién combinatoria, en este caso la modificacién se vuelve opcional y la sustituye por

una seleccién de componentes las cuales competiran por atencion 6.
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Algoritmo 5 Optimizacién por enjambre de particulas
size <— tamano de enjambre

a <+ velocidad

B < mejor personal

v < mejor informante

0 < mejor global

€ < tamano del salto

P+ ]

Mejor «+

for size do
P < P y nueva particula con ubicacion ¥ y velocidad ¢ aleatoria
for cada particula 7 en P do
Evaluar(7)
if Evaluacion(Z) >Evaluacion(Mejor) then
— "
Mejor < ¥
end if
end for
for cada particula 7 en P do
Evaluar(7)
Z* + mejor ubicacion de anterior de &
ZT < mejor ubicacion de anterior de informantes de ¥
#' < mejor ubicacién anterior de cualquier particula
for cada dimension do
b < namero aleatorio entre [0, [
¢ + namero aleatorio entre [0, |
d < namero aleatorio entre [0, d]
end for
for cada particula © en P do
T4 T+ ev
end for
end for
end for

until Mejor sea una solucion ideal o se cumplié el tiempo limite de ejecucion
Return Mejor
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La fuente de inspiracion de este algoritmo es el camino de feromonas que las hormigas
utilizan como medio de comunicaciéon. Como analogia dicha técnica se encuentra basada
en el método de comunicacion indirecta de una colonia de agentes simples, llamados hor-
migas artificiales, regulados por los caminos de feromonas. Estos caminos sirven como una
distribucion de informacion numérica que las hormigas utilizan para construir, probabilis-
ticamente, soluciones para el problema. Las hormigas se adaptaran durante la ejecucion

para reflejar su experiencia en la buisqueda [Dorigo and Stiitzle, 2006].

Algoritmo 6 Colonia de hormigas
C <+ {Cy,Cy,...,CL}

size <— tamano de enjambre

D %.un nuevo vector (p1, P, ..., Pn)
Mejor < 0

repeat

P < size creacion de rastros a partir de feromonas
for P, from P do

P, « Ascenso de colina opcional P,

if Evaluacion(P;)>Evaluacion(mejor) then

mejor < P;

end if

Actualizar componentes de p basado en las evaluaciones de cada P; en P
end for

until mejor sea una soluciéon ideal o se cumplio el tiempo limite de ejecucion
Return mejor

En este algoritmo una feromona puede ser vista como la calidad historica de todos los
rastros a la que el componente ha pertenecido. Las feromonas nos informan sobre que tan
bueno es seleccionar un componente sobre otro sin importar de su valor o costo compu-

tacional.



Capitulo 3

Algoritmos Genéticos

3.1. Introducciéon

Una parte importante de la tecnologia de nuestra época tiene su base en la imitacion de
la naturaleza, a tal grado que a la estrategia de imitar los disenos y los procesos biol6gicos
para resolver problemas humanos se le ha asignado un nombre propio: biomimesis o bio-
mimética. El punto de partida de esta técnica es la suposicion razonable de que, después
de 3800 millones de anos de evolucion, la naturaleza ha descubierto lo que funciona, lo que
es apropiado y lo que perdura [Benyus, 2012]. En el caso de la computacion, las dreas més
importantes de la Inteligencia Artificial (las Redes Neuronales Artificiales y el Computo
Evolutivo) siguen, como sus nombres asi lo indican, las estrategias de la biomimesis de

manera transparente.

Esta técnica de imitacion dio origen a una rama de la computacion, conocida como
computacion bioinspirada [Bagavathi and Saraniya, 2019|. Esta se puede dividir en tres
grupos principales (ver Figura 3.1), los algoritmos evolutivos, inteligencia de enjambre y
ecologia. En el primer grupo se encuentran los algoritmos genéticos, las estrategias evolu-
tivas, evolucion diferencial entre otros. El segundo replica el comportamiento de diferentes
especies para reproducirse, como las luciérnagas [Yang, 2010] o bacterias [Passino, 2002],
o los patrones para conseguir alimento de una manada de lobos [Mirjalili et al., 2014| o

un banco de peces. El tercero se inspira en el comportamiento ecolégico, como lo puede

18
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ser la biogeografia [Simon, 2008|, el crecimiento de hierba o la simbiosis. Existe un tltimo,
el cual combina ambos fendémenos, entre ellos tenemos algoritmos como: campo de arroz,
sistema de rio natural y salto de rana |[Riquelme Medina and Luna, 2014], a dicho grupo

se le conoce como grupo mixto.

Los Algoritmos Genéticos (AG) suelen definirse como métodos heuristicos de busqueda
inspirados en lo que sabemos acerca del proceso de la evolucién natural, los cuales han
resultado ser también métodos muy potentes de optimizacion. Al igual que otras técnicas
heuristicas, los AG se han popularizado debido a que permiten abordar problemas en los
que es muy dificil aplicar procedimientos matemaéticos tradicionales, como la optimizacién
basada en el calculo de derivadas. De tal manera que han sido aplicados con éxito a proble-
mas de matemaéticas, planificacion, diseno, estadistica, aprendizaje o control automatico,

entre otros.

3.2. Algoritmos Genéticos como un modelo de la evolu-
cion de las especies

Los AG estan inspirados en la teoria darwiniana de la evoluciéon de las especies, por
ello conviene comenzar estableciendo una sintesis de la misma que nos permita aprove-
charla para establecer la terminologia y los operadores que son aprovechados en la técnica

computacional.

3.2.1. Selecciéon Natural y Genética: una sintesis

Al hablar de evoluciéon no hay otro nombre que resalte més en nuestra cabeza que
el de Charles Darwin. Darwin fue un bi6logo inglés conocido por sus estudios pioneros
respecto a la evolucion. En su libro El Origen De Las Especies, publicado en 1859, esti-

pula que el proceso de evolucion es una consecuencia de la seleccion natural [Darwin, 1877].
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La seleccion natural es un proceso de competencia por los recursos, en el cual los orga-
nismos con los rasgos més aptos tendran una mayor probabilidad de sobrevivir, teniendo
una mayor descendencia, por lo que se aumenta la frecuencia de sus caracteristicas en las
siguientes generaciones. Los organismos son sistemas abiertos que operan sobre la base
de una serie de instrucciones codificadas en sus genomas. Durante la reproduccion los ge-
nomas parentales son replicados para producir nuevas copias en la siguiente generacion,
pero la replicacién no es perfecta y las mutaciones heredadas producen, continuamente,
novedades genéticas. Ademas la reproduccion sexual implica una recombinaciéon de cromo-
somas para dar origen a nuevas variedades, por lo que los individuos, adquieren, gracias
a este mecanismo, variaciones de genomas, lo que da origen a una serie de nuevos rasgos
[Kutschera, 2017]. Al conjunto de individuos se le conoce como poblacion, estas habitan
en ecosistemas y es en este lugar donde diferentes poblaciones compiten por los recursos
(espacio, comida etc.). Cada organismo, tiene una serie de caracteristicas tnicas, las cua-
les le proporcionan diferentes habilidades que pueden ser explotadas para la obtencion de
esos recursos, es decir, maximizar su probabilidad de sobrevivir, lo cual se traduce en una

maximizacion del éxito reproductivo (Fitness Darwiniano), en un nicho ecologico especifico.

La evolucién es un fenémeno de poblaciones, individuos nacen, se reproducen y mue-
ren, mientras que la poblacion evoluciona. Estudios morfologicos, genéticos y bioquimicos
han demostrado que poblaciones las cuales se expanden albergan una gran cantidad de
variaciones y esta variabilidad es la base para la evolucion biologica [Kutschera, 2017|. La
evolucion actiia como un potenciador lo que permite que una poblacién sea diversa para

que perdure adaptanddse a futuros cambios y riesgos ambientales.

La variabilidad sirve como material en “crudo” para la creaciéon de nuevas especies.
Si los miembros de una poblacion aislada de moscas se reproducen entre ellos mas que
con otros miembros de su especie, tendremos que su perfil genético (ADN) divergiria, lo
que significa que: nuevas mutaciones se originarian y la selecciéon natural se encargaria de

propagarlas o eliminarlas dependiendo de su aportaciéon a su supervivencia. Sin embargo
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Poblacion A Poblaciéon B
O O Nuevas
/mutaciones
Generaciones
después
Mientras que se
acumulan las

diferencias genéticas la
poblacién da origen a

® una nueva especie @

Especie A Especie B

Figura 3.2: Representacion de incompatibilidad de poblaciones aisladas a lo largo del tiem-
po. (jav: explicar que debo ver aqui, .. y tambien poner una pequena explicacion en el
texto.)

dado que la poblaciéon de moscas solo se esta dando dentro de la misma, las mutaciones
no podrian ser propagadas al resto de la especie. La poblacion aislada se volveria cada
vez mas genéticamente distinta y se puede dar el caso en el que sus nuevos genes sean
incompatibles con los genes de las moscas ajenas a su poblacién. Si el aislamiento se da
por un periodo largo de tiempo las moscas podrian perder su capacidad de reproducirse
con otras moscas o sus descendientes hibridos serian estériles (Fig 3.2), pero si el grupo de
moscas termina su aislamiento en el tiempo adecuado, la reproducciéon se llevaria a cabo

sin ningin problema dando origen a una nueva especie [Dobzhansky, 1951].

Los encargados de transmitir estos rasgos son los cromosomas, en estos se almacena
toda la informacion genémica o genética. Un genoma esta compuesto por un conjunto de
cromosomas, los cuales estan formados por una serie de genes, que se encuentran com-
puestos por una serie de acidos nucleicos. Podemos ver esta relaciéon como un conjunto de
murtiecas rusas. En los humanos y otros organismos eucariontes (organismos compuestos
por una o mas células con nicleo y organelos) que se reproducen sexualmente, tendremos
que se encuentran emparejados, heredando caracteristicas de cada padre. Las células hu-

manas contienen 23 pares de cromosomas, para un total de 46. Este diploide (células que



CAPITULO 3. ALGORITMOS GENETICOS 23

contienen dos copias de cada cromosoma) transmiten sus cromosomas en dos procesos de
divisién celular: mitosis y meiosis [Rosenberg and Rosenberg, 2012|. En la primera, divi-
sion que ocurre en todas las células de nuestro cuerpo (células somaticas), cada “célula
hija” recibe un cromosoma del padre. En la segunda, la cual ocurre en células germinales
(células reproductoras), el diploide 23 es dividido, produciendo un haploide (una célula u

organismo con un unico conjunto de cromosomas).

La variacion heredada entre dos organismos se da gracias a dos eventos los cuales ocu-
rren durante la fase de meiosis: la separacion aleatoria de los cromosomas y la combinacion

de cromosomas.

Los genes se encuentran compuestos por acido desoxirribonucleico (ADN), estos alma-
cenan la informacién en moléculas lineales de ADN, las cuales comprenden cuatro bases
nicleicas, G (guanina), C (citosina), A (adenina) y T (timina), en conjunto estas bases
forman los nucle6tidos. Cada gen tiene una secuencia de nucledtidos, los cuales le brindan
una funcién tnica. E1 ADN es una hélice compuesta por dos hilos, cada uno de estos se

encuentra compuesto por bases pares de A-T o G-C.

Cada uno de ellos se compone de acido ribonucleico (RNA). Los cromosomas se dividen
en diferentes partes, estas reciben el nombre de genes, cada una de ellas contiene un ras-
go fisico, por lo que, distintas combinaciones de genes, generarin variedad de individuos.

Tales combinaciones se dan a partir de la reproduccion celular, mitosis o meiosis.

., Como se transmiten estos rasgos? La respuesta mas actual la ofrece la sintesis moder-
na, la cual anade la explicacion genética de la herencia a la seleccion natural “e identifica a
las mutaciones genéticas como fuente de variabilidad de las especies” |Garcia Ortega, |. La
sintesis moderna es una rama de la biologia que describe a la evolucién en términos de la
variacion genética. Dicha variacion se puede dar por diferentes factores, la recombinacion

y la mutacion.
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La recombinacion genética se refiere al reordenamiento de las secuencias de ADN por el
rompimiento y reincorporacién de cromosomas o segmentos de cromosomas. Como conse-
cuencia de dichos arreglos, tendremos nuevas combinaciones las cuales presentaran nuevas
caracteristicas en las siguientes generaciones. Este proceso también es conocido como re-
produccion sexual dado que se encuentra “programado” en la mayor parte de procesos los
cuales involucran meiosis en la mayoria de la reproducciéon de organismos. Este fendémeno
también sirve como un sistema de reparacion para danos, potencialmente, letales a cromo-

somas [Carroll, 2013|.

La mutacion es un cambio permanente en la secuencia genética, sin importar si tienen
efectos notables en el organismo. Una mutaciéon sucede cuando, se presentan errores al
copiar el material genético en el proceso de division de una célula, por exposicion a ra-
diacion ionizante, exposicién a mutagenos (agentes fisicos o quimicos los cuales cambian
permanentemente el material genético ) o infeccion por virus. Con frecuencia las mutacio-
nes presentan efectos perjudiciales en la habilidad de que un gen funcione correctamente,
las consecuencias pueden ser enfermedad o muerte del organismo mutado. Aquellas mu-
taciones con efectos pequenos o que ocasionalmente presentan beneficios pueden volverse

puntos claves en el desarrollo de la secuencia genética [Ripley, 2001].

3.2.2. El Algoritmo Genético Simple

Los algoritmos genéticos pueden describirse como algoritmos de buisqueda estocastica
dirigida, basados en los mecanismos de la seleccion natural y la genética. Estos fueron
presentados por John Holland en 1975, en su libro Adaptation in Natural and Artificial
Systems [Holland, 1992] y desarrollados por él, sus colegas y estudiantes de la Universidad
de Michigan, principalmente, David E. Goldberg y Kenneth A. De Jong. En un principio,
la investigacion de Holland tenia los objetivos de abstraer y explicar rigurosamente los pro-
cesos de adaptacion de los sistemas naturales, ademéas de disenar sistemas artificiales que
emularan aquellos mecanismos de adaptacion mas importantes en los sistemas naturales
|Goldberg, 1989]. Debido a que requieren de un computo intensivo los AG no se explotaron

de inmediato, pero actualmente la disponibilidad de computadoras mas poderosas ha pro-
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piciado que se usen cada vez mas en una gama muy amplia de problemas de optimizacion.

Los AG tienen como objetivo principal encontrar la soluciéon 6ptima de un problema. Es-
tos son normalmente utilizados en problemas los cuales involucran una representaciéon ma-
tematica compleja, problemas sin representaciéon matematica, problemas con mucho ruido
o problemas cuyo ambiente cambie con el tiempo. Uno puede encontrar aplicaciones de los
algoritmos genéticos en campos como en la medicina para identificar aquellas regiones de in-
terés en mamogramas y para diferenciar tumores de pecho malignos y benignos en imagenes
de ultrasonido [ghaheri et al., 2015|. En la geotecnia para determinar la maxima disconti-
nuidad de frecuencia [Simpson and Priest, 1993|. Igualmente los algoritmos genéticos han
sido utilizados en la prediccion de precios de mercancias [Drachal and Pawlowski, 2021] e

incluso en la optimizaciéon de un reactor industrial [de S. Victorino and Filho, 2006].

Regresando a la analogia entre la selecciéon natural y los algoritmos genéticos, tendre-
mos que cada individuo representara una posible soluciéon. El genotipo o informaciéon
genética, contenido en los cromosomas de cada individuo sera representado por una cade-
na de caracteres, por ejemplo, cada bit representara un gen como se muestra en Fig 3.3 y
Fig 3.4 . Podriamos decir que los cromosomas contienen la informacién en crudo sobre las
posibles soluciones al problema. El fenotipo o la representacion fisica del genotipo sera la

expresion en términos de este.

Los Algoritmos Genéticos hacen uso de una version simplificada del proceso de evolu-
cion biolégica, como la siguiente: La selecciéon natural es el proceso mediante el cual los
individuos mejor adaptados a su entorno tienden a producir mas descendientes, en pro-
medio, que sus competidores menos adaptados, y esté dirigida por dos ingredientes clave:
1) herencia: los padres "transmiten"de alguna manera su aptitud a su descendencia; y 2)

variacion: la existencia de un espectro de aptitud en una poblaciéon dada.

Para comprender mejor este proceso, debemos comenzar estableciendo la distincion

entre genotipo y fenotipo. El primero hace referencia a la composiciéon genética de
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un individuo, codificada y almacenada en forma de secuencias lineales de genes dentro
de sus cromosomas; el segundo es la manifestacion externa del genotipo, es decir, las
caracteristicas del individuo que determinan su aptitud de adaptacion. A grandes rasgos,
el fenotipo es simplemente una version decodificada de su genotipo, y esta decodificacion
ocurre durante el proceso que llamamos crecimiento o desarrollo del individuo (durante
el cual, por supuesto, existen influencias ambientales no incluidas en el genotipo). Una
aptitud fenotipica alta se traduce, en promedio, en éxito reproductivo alto y por ende en
una influencia directa en la reserva genética de la proxima generacion, lo que conduce a una
proporcion cada vez mayor de fenotipos de alta aptitud en la poblacién. Para un ambiente
de condiciones fijas, la poblacion convergerd de manera natural al genotipo de aptitud
més alta presente en la reserva genética inicial. La rapidez de este proceso de convergencia
es una funcion de la presion de selecciéon, es decir, la relacion entre aptitud y éxito

reproductivo.

I0o1010111010110

Figura 3.3: Representacion de cromosoma. Como se puede observar cada cromosoma se
encuentra representado por 1y 0 (codificacion binaria).

Al conjunto de individuos se le conoce como poblacién, esta tomaréd valores dentro
del espacio de btisqueda. En este espacio cada punto representara una posible soluciéon
al problema. La soluciéon més 6ptima sera encontrada al combinar diferentes cromosomas
para dar origen a individuos mas aptos. En los algoritmos genéticos hay dos aspectos muy
importantes de la poblaciéon: poblacién inicial y tamano de poblacién. La poblacion
inicial son aquellos primeros individuos que seran evaluados. Necesitamos tener la mayor
diversidad posible, por esta misma razon seran elegidos aleatoriamente. El tamano depen-
deré siempre de la naturaleza del problema pero debera de ser lo mas grande posible para

abarcar el espacio de busqueda con mayor eficacia.

Cada individuo en la poblacién se le asignard un nimero para conocer que tan bueno

o malo es para resolver el problema dado. Esta medida cuantitativa es asignada por una
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funcién mejor conocida como funcién fitness o funcién objetivo. La bisqueda de las
mejores soluciones sera guiada por dicha funciéon. La funcién fitness no solo representa la
fortaleza de las soluciones sino que también nos da informaciéon sobre que tan cerca se

encuentra un cromosoma de ser el 6ptimo.

1010 1110 1111 0101
™ 0 N 0
Gen 1 Gen 2 Gen 3 Gen 4

Figura 3.4: Representacion de gen en cromosoma. Se puede observar los diferentes cromo-
somas, compuestos por cuatro cromosomas en codificaciéon binaria.

Al proceso de la representacion de genes se le denomina codificacion. En los AG uno
puede representar los genes como bits, nimeros, arboles, arreglos, listas o diferentes obje-
tos. Para ilustrar un poco mas este concepto tomemos unos ejemplos. En la codificacion
binaria cada cromosoma esta codificado por una cadena binaria, lo que significa que solo
podré tener valores de 0 o 1, en la codificaciéon octal podré tener valores enteros de 0 a 7.
En el caso de la codificacion de arbol cada gen es un arbol que puede representar funciones,

comandos o instrucciones.

La caracteristica mas importante de los algoritmos genéticos es la crianza. Este pro-

ceso consta de cuatro pasos: Seleccion, Recombinacion, Mutaciéon y Reemplazo.

La seleccion de estos parametros, junto con su valor, dependera de la naturaleza de
cada problema y la mayoria de las veces estos son seleccionados a mano. Sin embargo
existe una herramienta de anélisis denominado “anélisis de sensibilidad”. Dicho analisis
busca identificar la influencia de cada pardmetro en las soluciones. Esta técnica nos puede
ayudar a contestar la siguiente pregunta: ;Qué factores provocan la mayor y menor incer-
tidumbre en el resultado? Esto mide la importancia de los factores en el modelo analizado

[Pinel et al., 2011].
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3.2.3. Seleccién

Es el proceso de “seleccionar” uno, dos o més padres de la poblacién. El proposito de
esta es contar con los mejores individuos para que, de esta manera, la descendencia ob-
tenga un valor mas alto de fitness con el paso de las generaciones. Los cromosomas son

seleccionados de la poblaciéon inicial para reproducirse.

Este proceso selecciona cromosomas aleatoriamente segtn el fitness de cada individuo.
Entre mejor sea el fitness mayor serd la probabilidad de ser seleccionado, esto permite
que el proceso de busqueda sea guiado, a este proceso se le conoce como presion selectiva.
Igualmente entre mayor sea la presion selectiva, tendremos que los individuos seleccionados

seran mas aptos.

Es esta misma presion la que lleva a encontrar las soluciones méas 6ptimas. Una presion
muy baja provocard que el algoritmo tome més tiempo del necesario para encontrar la
soluciéon 6ptima, presion muy alta aumenta la probabilidad de obtener un éptimo local.
Una presion adecuada lleva al AG a mejorar el fitness de la poblacion con el paso de las

generaciones.

Existen diferentes métodos de seleccion como lo son:

= Seleccion de ruleta: El principio de este método se basa en una bisqueda lineal en
una ruleta en la cual cada espacio tendra un peso proporcional al fitness del individuo

(Figura 3.5).

= Seleccion aleatoria: Se eligen los padres de la poblaciéon con una probabilidad igual
para cada individuo. Esto significa que si tenemos una poblacion de 10 individuos

cada uno tendra un 10 % de probabilidad de ser seleccionado (Figura 3.6).

= Seleccion de ranking: Este método le asigna rangos a la poblacion y los ordena de
mejor fitness al peor, segin la naturaleza del problema. Es una alternativa a seleccion

de ruleta en el caso de que la diferencia de fitness sea muy grande. Si el mejor
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Punto de
seleccién

15%

50%

25%

Figura 3.5: Representacion de selecciéon de ruleta. El individuo con mayor fitness tendra
una mayor probabilidad de ser seleccionado.

Poblacidn

Padre 1

Padre 2

Padre 3 |:> Padre 2

Padre 4

Padre 5

Figura 3.6: Representacion de seleccion de aleatoria. Cada individuo tendra la misma
probabilidad de ser seleccionado.

cromosoma tiene un fitness del 90 % su circunferencia en la ruleta sera muy grande
provocando asi poca diversidad en la poblacién, problema que puede ser evitado con

esta técnica.

= Seleccion de torneo: Como su nombre lo indica se realiza una competencia entre un
nimero N de individuos de la poblacion seleccionados al azar, se comparara su fitness
y el més apto sera seleccionado para reproducirse. Se repite este proceso hasta que
tengamos el namero de padres necesarios para la nueva descendencia. Este método

asegura un mejor fitness global, lo que lo hace mas eficiente.

= Seleccion de entropia de Boltzman: Este método no se basa en el fitness de los
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individuos, si no en la entropia y métodos de muestreo de una simulaciéon de Monte

Carlo [Lee, 2003].

3.2.4. Recombinaciéon

El siguiente proceso es la recombinacion, la cual consiste en tomar dos padres y reprodu-
cirlos para tener un hijo. Como vimos anteriormente la selecciéon genera buenos individuos
pero con poca variabilidad total en la poblacion. El objetivo de la recombinacion es generar

una mayor diversidad.

Existen diferentes métodos de recombinacién como lo son:

= Recombinacién de un punto: Es utilizada por la mayoria de algoritmos genéticos, en
este tipo de recombinacién se eligen dos cromosomas y se cortan en el mismo punto
(linea punteada Figura 3.7). Una vez divididos se intercambia el material genético

para dar origen a la siguiente generacion.

Padre 1 10110010

Padre 2 10101111
N

Hijo 1 10110111

Hijo 2 10101010

Figura 3.7: Recombinaciéon de un punto.

= Recombinaciéon de dos puntos: A partir de la recombinacién de un punto surgieron
més clases de recombinaciones. Analogamente al punto anterior se eligen dos puntos

para cortar al cromosoma y se intercambian los cromosomas.

= Recombinacién de N puntos: Es el caso generalizado de los dos métodos de recom-
binacién anteriores y existen dos maneras de implementarlo, con ntimeros pares o

impares. En el primer caso los cromosomas se ordenan en un circulo y se intercambian
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al azar. En el segundo, se recombinan cromosomas que no se hayan intercambiando

antes.

= Recombinacién uniforme: En este tipo de recombinacion se seleccionan cromosomas
de cualquiera de los dos padres de acuerdo a una mascara binaria aleatoria de la
misma longitud que los cromosomas. Cuando el valor de dicha mascara sea 1 se
copiara la informacion del primer padre, en el caso de que sea 0 se copiara del
segundo. Una mascara es generada aleatoriamente de los dos padres. Por lo que la

descendencia sera una combinaciéon de ambos genes (Figura 3.8).

Padre 1 10110011
Padre 2 00011010
Mascara 11010110
Hijo 1 10011010
Hijo 2 00110011

Figura 3.8: Recombinaciéon uniforme.

= Recombinacién de tres padres: En esta técnica de recombinacion se eligen tres padres
al azar. Cada gen del primer padre es comparado con el gen del siguiente. Si el valor

es el mismo este gen sera el elegido para la descendencia.

= Recombinacion aleatoria: Esta relacionado con la recombinacion uniforme. Se selec-
ciona un punto para realizar un corte, pero antes de intercambiar la informacion,

esta se combinaré aleatoriamente entre dos padres.

= Recombinaciéon ordenada: Este método utiliza el principio de la recombinacién en
dos puntos. Se seleccionan dos padres y se cortan en dos puntos aleatorios, creando
tres partes, la izquierda, central y derecha. La informacién de esta particion sera
distribuida de la siguiente manera, el primer hijo heredara la informacion de las
partes izquierda y derecha del padre uno. La seccién del centro sera determinada por

los genes del padre uno pero con el orden de los valores del segundo padre (Figura

3.9) |Deep and Adane, 2011].
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L
Padre 1 1 2:345:67 89

Padre 2 85[712[4936

Hijo 1 123459687
Hijo 2 457126893

Figura 3.9: Recombinacién ordenada.

El parametro principal en la recombinacion es la probabilidad de recombinacion P..
Este parametro describe el ritmo al cual una recombinaciéon sera realizada. En el caso
donde P, = 100 toda la descendencia es producto de recombinacion, en el otro extremo

P. = 0 la descendencia seran copias exactas de los cromosomas padres.

3.2.5. Mutacion

Después de la recombinacion los individuos son sometidos al proceso de mutacion. Este
proceso es el encargado de salvar al algoritmo de quedar atascado en un 6ptimo local. Se
podria ver como aquel proceso disruptivo encargado de recuperar informacion perdida en
el proceso de biisqueda ademas de perturbar al algoritmo. El operador de mutacion es el
encargado de mantener diversidad en la poblaciéon para asi buscar mas soluciones en el

espacio y evitar 6ptimos locales. Existen diferentes tipos de mutaciones:

= Flipping: Este método de mutaciéon consiste en tomar un cromosoma de mutacion,
comparar al padre con este y en el caso de que los valores sean los mismos se sustituye

ese valor por 0 y en el caso contrario por 1 (Figura 3.10).

Padre 10110101
Cromosoma de mutacion 10001001
Hijo 00111100

Figura 3.10: Mutacién tipo flipping.

» Intercambio: Se eligen dos posiciones al azar y se intercambian sus valores.



CAPITULO 3. ALGORITMOS GENETICOS 33

= Reversing: Se selecciona una posicion al azar y los valores de la izquierda y derecha

son intercambiados.

= Inverso: Consiste en una variacion del método anterior, se toma una secuencia alea-

toria de genes y se invierten el orden de los genes.

» Scramble: En este tipo de mutacion igualmente se toma una secuencia al azar y

aleatoriamente se intercambian las posiciones.

3.2.6. Reemplazo

El altimo paso para concluir el proceso de crianza consiste del reemplazo, el cual es
un método donde se seleccionan dos padres de la poblacién para obtener un par de hijos
pero los cuatro individuos no pueden regresar a esta, por lo que dos seran reemplazados.
Existen diferentes métodos para reemplazar individuos pero todos tienen que cumplir una
regla: la poblacion se tiene que mantener constante a lo largo del periodo de ejecucion del

codigo. Existen tres métodos para ejecutar este mecanismo:

= Reemplazo fuerte: En este método se reemplazan dos individuos de la poblacion al
azar. En el reemplazo fuerte tanto los padres como los hijos pueden participar. Esto
es de utilidad para realizar una busqueda mas completa en el espacio con poblaciones
pequenas. Uno es libre de seleccionar un nimero n de participantes, pero lo comtn

es seleccionar dos para mantener la mayor diversidad en los individuos.

= Reemplazo débil: Del conjunto padres-hijos se seleccionan los dos individuos mas
aptos. Este proceso mejora el fitness general de la poblacion (ver Figura 3.11). Como
se mencioné anteriormente se suelen seleccionar dos participantes para mantener la

mayor diversidad en la poblacion.

= Ambos padres: Es el més sencillo de todos los métodos, los hijos reemplazan a los
padres. La desventaja de este método radica en que favorece a los padres con mayor

fitness.
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Fitness
Padre 1 3
Padre 1
Hijo 2 5 ::>
Hijo 2
Hijo 1 6
Padre 1 7

Figura 3.11: Reemplazo débil para problema de optimizacion.

3.2.7. Criterios de convergencia

Otro concepto muy importante en los algoritmos genéticos es el criterio de con-
vergencia. Al cumplir este criterio el algoritmo detendra el proceso de biisqueda. Este

dependera del objetivo y poder computacional. Los criterios mas comunes son:

= Numero de generaciones: El algoritmo genético se detiene cuando se alcanza el nu-

mero maximo de generaciones.

» Tiempo de ejecucion: El algoritmo genético se detiene al transcurrir una cantidad

especifica de tiempo.

» Fitness estacionario: El algoritmo genético se detiene cuando no hay ningtin cambio

en el mejor fitness de la poblaciéon a un ntmero especifico de generaciones.

= Stall de generaciones: El algoritmo se detiene si no se presenta ninguna mejora en la

funcién objetivo para una secuencia consecutiva de generaciones.

= Stall de tiempo: El algoritmo se detiene si no se presenta ninguna mejora en la

funcién objetivo en un intervalo de tiempo especificado.

3.3. ;Por que los algoritmos genéticos funcionan?

La busqueda heuristica de los AG esta basada en el teorema del esquema de Hollad
(ver Apéndice A), el cual nos menciona que existen esquemas (patrones) que se encuen-
tran dentro de los cromosomas. Cada esquema representa un subconjunto de cromosomas

que son similares entre si. Esto significa que las mejores opciones tienen mejores bloques
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constructores (combinaciones de bits), por lo que esquemas de bajo orden, bien definidos y
con fitness promedio seran recombinados para producir un esquema de mayor orden y un
fitness mayor que el promedio. Aqui es donde toma relevancia la hipotesis de bloques de
construccion. Este es uno de los criterios mas importantes de como funciona un algoritmo
genético y nos dice lo siguiente, “Un algoritmo tiene un mejor desempeno cuando esquemas
cortos de bajo orden con buen fitness se recombinan para formar esquemas de mayor orden

con atn un mejor desempeno” [Forrest and Mitchell, 1993].

Ademas de esta hipotesis existen explicaciones alternativas al funcionamiento de los

algoritmos genéticos como lo son:

Hipotesis de macro-mutacion: Esta hipotesis menciona que el proceso de recombinacion
puede verse como una macro-mutacion (mutacion de més de 1 o 2 bits). El operador del
mismo nombre (ver Fig 3.12) tomard una secuencia de posiciones y la reemplazara con
otra aleatoria. Este operador es muy parecido a la recombinaciéon de uno o dos puntos.

Ademas tiene la ventaja de, en algunos casos, no necesitar de una poblacion.

Figura 3.12: Ejemplo de operador macro-mutacion.

Hipotesis de mutacion adaptativa: En esta hipotesis el operador de recombinacion sirve
como un mecanismo que se adapta a las diferentes etapas de convergencia de la poblacion.
Esto significa que cuando la poblacién comienza a converger en una region mas pequena
del espacio de busqueda, la recombinaciéon producira nuevos individuos dentro de la mis-
ma. Por lo que en esta hipdtesis podemos considerar a la recombinacién como un método
de mutacion adaptativa que reduce la fuerza de la mutacion a lo largo del tiempo. En este

caso hace uso de una poblacién pero no a través de bloques de construccion.
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3.4. El problema de One Max

Uno de los problemas mas sencillos que se pueden utilizar para la implementacién de
algoritmos genéticos es el problema One Max, el cual consiste en por encontrar el maximo
valor de una cadena de caracteres de valores binarios [Saad et al., 2007]. Para generar un
nimero de cadenas uno puede hacerlo manualmente, simulando el lanzamiento de una
moneda la cantidad de veces que sea necesario. Los valores de cada una de los caras de la
moneda seran 1 y 0. Para calcular el valor médximo de una cadena uno puede utilizar la

siguiente funcion [Schaffer and Eshelman, 1991].

F(X) = Zx (3.1)

Donde N es el niimero de en nuestra poblacion y X; es el arreglo binario.

Puede ser bastante obvio para nosotros que el mejor individuo es aquel cuyas entradas
tienen un valor de 1. Sin embargo el algoritmo genético no sabe nada de esto y necesita

buscar ciegamente por la mejor soluciéon utilizando sus operadores genéticos.

Uno de las ventajas de este problema radica en el hecho que nos permite explorar las
técnicas de recombinacién y mutacion de una manera sencilla, ademés entender como estos

afectan la busqueda del algoritmo.

Para este ejemplo se buscé el mejor individuo de longitud 30, para esto se utilizaron 50
generaciones y 50 individuos. En este caso se utiliz6 una de recombinacion de un punto con
probabilidad de 90 %, mutacion Flipping con 2% de probabilidad y una seleccion de torneo
con tres individuos. El co6digo utilizado se puede encontrar en Apéndice B. A continuacion

se presentan los mejores individuos en las generaciones 1, 10, 20, 30, 40 y 50.
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Generacion Mejor Individuo Fitness
1 g1o0101111111111100111011101111 23
10 11011011171171711111111111101111111 27
20 1111101111111 11111111111111111 29
30 1111101111111 11111111111111111 29
40 1111101111711 111111111111111111 29
50 1111111111111 1111111111111111 30

Tabla 3.1: Mejores individuos en las generaciones 1, 10, 20, 30, 40 y 50.

3.5. Algoritmo genético en Python

37

En las secciones anteriores se mencionaron los principios teéricos de un algoritmo ge-

nético, en esta secciéon se implementara un AG para encontrar los puntos maximos de

funciones de una sola variable.

Los algoritmos genéticos comparten la estructura que se presenta en Figura 3.13.

= Crear poblacion inicial: Se crea la primera poblacion.

» Seleccion: Se seleccionaran los mejores padres.

» Recombinacién: Se combinaran los mejores padres para obtener mejores soluciones.

= Mutacion: Se mutan algunos individuos de la poblaciéon para agregar diversidad.

= Se calcula el fitness de toda la poblacion

= Criterio de convergencia: Si se cumple el criterio de convergencia se detiene el algo-

ritmo y se elige al individuo més apto, de no ser asi se regresa a la seleccion.

Actualmente existen diferentes librerias con las cuales uno puede incorporar algoritmos

genéticos, como, Distributed Evolutionary Algorithms (DEAP) [Fortin and De Rainville, |,

GENEAI [Matos Chaves, |, Karoo GP [Staats, |, Tiny Genetic Programming [Sipper, |,

Symbiotic Bid-Based GP [de Castro Bonson, |. Dichas librerias facilitan la implementacion

de algoritmos genéticos sin embargo aqui nos enfocaremos principalmente en el funciona-

miento de estos, construiremos nuestro propio algoritmo y posteriormente haremos uso de
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Algoritmo 7 Algoritmo genético simple (jav: no se menciona en el texto.)

Padres < poblacién generada aleatoriamente
P < poblacién inicial
while not (condicién do
for pin P do
Hijos < ()
Evaluar(p)
Seleccionar(p)
Recombinar padres para crear hijos ¢; y ¢
Hijos < Hijos U{cy, o}
Mutar(p)
end for
end while

2 < mejor individuo
Return x

DEAP. Para el caso de funciones de una variable se utiliz6 algoritmo genético en Apéndice

C.

3.5.1. Resultados

Se comparan los resultados del AG con la funcién optimize de la libreria Scipy, la cual
puede utilizar diferentes algoritmos |opt, |. Para esta comparacion solo se tomaron en cuen-
ta los algoritmos Broyden Fletcher Goldfarb Shanno(L-BFGS-B) [Morales and Nocedal, 2011,
Byrd et al., 2003], Sequential quadratic programming (SLSQP) [Kraft, 1988] y método de
Powell [Powell, 1964, Press et al., 2007]. Los primeros dos algoritmos tienen la caracteris-
tica de que utilizan derivadas y asumen que las funciones son diferenciables. Esto, por una
parte, presenta un beneficio en costo computacional siempre y cuando las derivadas pue-
dan ser calculadas ya que este calculo solo se realiza una sola vez por iteraciéon a diferencia

de un AG que tiene que realizar el mismo calculo multiples veces |Gray and Fowler, 2011].

En este caso para comparar el algoritmo genético con la librerfa de Optimize se toma-
ran las siguientes funciones (Fig 3.14) [Gjylapi and Kasémi, 2014]. De arriba hacia abajo,

nos referiremos a dichas funciones como funcion fi(z), fo(z), f3(x), fa(x) y f5(x).
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Figura 3.13: Diagrama de flujo de algoritmo genético.
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Los pardmetros utilizados para las funciones consistieron de 100 individuos. El método
de mutaciéon consiste en mutar todos los padres dentro de todo el espacio de busqueda
alrededor del mejor padre, posteriormente, con el paso de las generaciones, la mutacion se
dara en espacios cada vez mas pequenos alrededor del mejor individuo. Dada la naturaleza
del problema no es necesario hacer uso de recombinacion. Igualmente la selecciéon consiste
en un método de torneo entre todos los individuos. El criterio de convergencia consistié en

un nimero de generaciones de 100.

fi(x) = (2* + x) cos(2z) + 2%, —20 < z < 20. (3.2)

fo(z) = sin®(3z + 45) + 0.9sin*(92) — sin(152 + 50) cos(2x — 30). (3.3)
.6 5 4 93

fale) = —— - 4T 4+ 2 3922 G.da (3.4)

60 50 2 3

-2, ifz>1
fa(@) = (3.5)

—22,  otro caso

f5(r) = ——5- (3.6)
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Figura 3.14: De arriba hacia abajo, graficas de ecuaciones (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) y (3.6)
con sus respectivos maximos globales en verde: 18.90, -1.95, -4.00, -1.00 y 0.25. (jav: es la
posicion o valor maximo?) (jav: revisar {4 y f5.)

Realizando la comparacion entre al AG y los métodos de optimizacion para las ecuacio-
nes 3.2 y 3.3, se puede observar que el algoritmo genético fue el tnico capaz de encontrar
el 6ptimo global (ver Tabla 3.2). Para la funcion 3.4 se puede observar que el algoritmo de
Powell también encontro6 el 6ptimo. Por tltimo para el resto de las funciones (3.5 y 3.6)
todos los algoritmos encontraron el éptimo. (jav: mecionar los rangos o puntos iniciales
que necesitaste en BFGS, SLSQP, POWELL, ya que encontrar la solucion depende de
estos valores.) Dado que en este ejercicio estamos analizando funciones de una variable,

que se pueden representar visualmente en dos dimensiones, es posible visualizar la funciéon
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Funciéon AG BFGS | SLSQP | POWELL
fu(z) Mejor padre | 18.896 | O 0 9.538
! Mejor fitness | 731.390 | 0 0 170.330

Mejor padre | -1.940 | -0.018 | -0.018 | 1.244
22(®) " Nfejor fitness [ 2503 [ 0.768 [ 0.768 | 1.055
Mejor padre | -4.000 | -2.000 | -2.000 | -4.000
fs(2) Mejor fitness | 11.946 | 2.240 | 2.240 11.947
Mejor padre | 1.000 1.000 | 1.000 1.000
1) Nejor fitness [ 1,010 | -1,000 | -L.00T | -1.000
Mejor padre | -1.000 | -1000. | -1.000 | -1.00
F5(®)  Nejor fitness 0250 [ 0250 [ 0.250 | 0.250

Tabla 3.2: Tiempo promedio, mejor padre y mejor fitness para funciones de prueba. Los
6ptimos globales se encuentran en 18.9, 1.94, -4.0, 1.0, -1.0 para fi(x), fo(x), f3(z), fa(z)
y f5(x) respectivamente.

para posteriormente utilizar técnicas de bracketing [Kochenderfer and Wheeler, 2019| para

encerrar el 6ptimo global y asegurar una efectiva localizacién de este.

Uno se puede preguntar ;Porque utilizar un AG sobre otro método de optimizacién?
Esto dependeria de tu problema, si nuestra funcién no es continua no podriamos imple-

mentar de manera tan sencilla los métodos mencionados en el capitulo anterior.

3.5.2. Enfoque de algoritmo genético

Como se mencion6 en la seccion anterior el AG es una de las muchas opciones para el
encontrar el 6ptimo de funciones de N variables. Sin embargo dicho desempeno dependera
de los parametros como el nimero de individuos en la poblacion y el nimero de iteraciones.
Sabemos que un niimero pequeno de individuos e iteraciones se traduciran en menor tiempo
de ejecucion pero en una menor exploracion del espacio de biisqueda.

Con un namero bajo de individuos el AG explora el mismo espacio de buisqueda pero
con menor precision. Se realizaron distintas pruebas para encontrar la mejor combinacion
entre cantidad de individuos y generaciones, para la funcién 3.4 basta con 50 individuos
en la poblacion y 50 generaciones, con un tiempo promedio de 28.7ms + 2.2ms iteraciones
para encontrar el 6ptimo global. Para mostrar un poco mas a fondo como las generaciones

y el numero de individuos puede afectar el tiempo de ejecucion de un algoritmo genético, se
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Figura 3.15: Exploracion del espacio de busqueda para diferentes generaciones. (jav: no se

menciona ni explica en el texto.)
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realizo una prueba con 100 individuos y 100 generaciones, esta combinacion de pardmetros
tiene un tiempo de ejecucion promedio de 64.6ms 4+ 1.56ms. Para encontrar los tiempos
aqui mencionados se realiza la ejecucion del codigo cien veces para calcular el promedio y

la desviacion estandar.

Tenemos que recordar que estas funciones de prueba son bidimensionales (jav: 77), por
lo que se pueden representar en un espacio tridimensional (jav: 77), por dicha razon es
importante considerar diferentes nimeros de individuos y generaciones, métodos de muta-

cion y recombinacion.

Dada la naturaleza estocastica de los AG nos encontraremos que uno de los mayores
problemas para encontrar la mejor soluciéon son los parametros que vuelven al algoritmo
més eficaz. En este caso se presenta un algoritmo genético lo suficientemente sencillo para
aplicarlo a funciones de una variable. Para validar el desempeno de nuestro AG compara-
mos los resultados y tiempos de ejecucion contra DEAP (una de las librerias mas populares
de algoritmos genéticos para Python) en este al igual que en el caso anterior se tomo el
mismo nimero de individuos, generaciones y limites que en el caso anterior. Los resultados
del algoritmo genético en DEAP son los siguientes, 18.9004, -1.9449, -4.0001, -1.0000 y
-1.0000, para las funciéon 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6 respectivamente.

Para atacar este problema de “funcionalidad” para funciones con mas variables uno po-
dria proponer utilizar un nimero grande de individuos e iteraciones. Aunque esta solucién
parezca ser la mas facil, no es la mejor dado que se aumentaria el tiempo de ejecucion. La
solucidn en este caso consistiria de utilizar métodos de seleccién, mutacion y recombinacion
adecuados al problema. Hoy en dia no existe un método para encontrar la mejor combina-
cion de parametros para un AG, la inica manera de hacerlo es analizar la naturaleza del

problema para después con prueba y error encontrar aquellos con el mejor rendimiento.
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Figura 3.16: Funcién de Himmelblau

3.6. Aplicacién a N dimensiones

En la seccién anterior presentamos un algoritmo genético para la optimizacion de fun-
ciones de una variable, pero no se pueden modelar fenémenos naturales en una sola dimen-

sion. Es por ello que se presenta un AG para la optimizacion de funciones de N dimensiones.

Uno puede crear el algoritmo desde cero pero su programaciéon puede complicarse en
funcién del problema, por lo que para la programaciéon de este algoritmo utilizaremos la

libreria DEAP.
Nuestro objetivo consiste en encontrar el 6ptimo de la funcion de Himmelblau:

flay) =@ +y—1172+ (= +y° - 7)% (3.7)

Aunque esta funcion parece mas simple en comparacion a otras funciones tridimensio-
nales, llama la atencion porque es multimodal, es decir, tiene més de un minimo global
(puntos rojos en Fig 3.17). Para ser exactos, la funcion tiene cuatro minimos globales que

se evaltan en 0, que se pueden encontrar en los siguientes lugares [Wirsansky, 2020]:

1. =z =3.000, y = 2.000.
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Figura 3.17: Grafica de superficie de funciéon de Himmelblau.

2. 7 = —2.805, y = 3.131.
3. x=—3.779, y = —3.283.

4.z =3.584, y = —1.848.

Si queremos encontrar todos los 6ptimos globales en una sola ejecucion, podemos uti-
lizar la técnica de “niching” y “sharing”, una técnica de AG que imita la forma en que un
entorno natural se divide en miltiples subentornos, o nichos. Estos nichos estan poblados
por diferentes especies o subpoblaciones, que aprovechan los recursos tnicos disponibles
en cada nicho, mientras que los especimenes que coexisten en el mismo nicho tienen que
competir por los mismos recursos. Implementar un mecanismo de reparticiéon dentro del
algoritmo genético animara a los individuos a explorar nuevos nichos y puede utilizarse
para encontrar varias soluciones 6ptimas, cada una de las cuales se considera un nicho.
Una forma comun de lograr la comparticion es dividir el valor del fitness de cada individuo
con alguna funcién, la cual haga uso de las distancias combinadas de todos los demés in-
dividuos, penalizando de forma efectiva a una poblacion saturada al compartir la riqueza

local entre sus individuos.
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Cuando queremos implementar esta técnica necesitamos hacer uso de méas individuos
y mas generaciones esto se debe a que queremos explorar toda la busqueda y explotar
las mejores zonas con el fin de poblarlas lo méas posible para buscar otro 6éptimo. Hemos
ejecutado nuestro algoritmo con 200 individuos y 200 generaciones y se encontraron los

siguientes resultados:

x= 3.010, y= 1.998

x=-2.802, y = 3.133

x = -3.774, y = -3.292

X = 3.585, y =1.847

Como podemos ver estos resultados son muy similares a los esperados. Aqui encon-
tramos los 6ptimos globales de una funciéon de 2 variables. Esto se puede generalizar a N
dimensiones y M 6ptimos globales. Sin embargo, cuantas mas dimensiones, mas recursos

y tiempo van a necesitar los algoritmos.
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Figura 3.18: Niching y sharing para funcién de Himmelblau.
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Resultados

4.0.1. Solucién con algoritmo genético

Nuestro primer objetivo es encontrar aquellos valores de Qcparo y €240 que mejor se
ajustan a los datos observados (jav: en que ecuacion?). Para esto se tomaron en cuenta las

siguientes consideraciones:
= Hy=70.
» OQpro=1-CQcpump.

Para encontrar aquellos valores de ) que mejor se ajustan a los datos observacionales,
tendremos como funcién objetivo una prueba de chi-cuadrada, ya que dicha prueba nos
puede dar la informacion suficiente de que tan bueno es un modelo para el conjunto de
datos dado. Béasicamente esta prueba nos dice si una distribucion de frecuencias observada

difiere de una distribucién tedrica .

XQ _ Z [Hin(z) — Hdat(Z)]z_ (4.1)

o2
Donde representa Hyy,(z) los datos teoricos (obtenidos a partir de ecu (?7)), Hyps(2) los
datos observacionales (jav: cronometros cosmicos?) (jav: esta funcion se puede generalizar

a cualquier conjunto de datos?) y o el error asociado a los datos.

48
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La estructura es muy similar al ejemplo anterior con la tinica diferencia que se utiliza

la ecu 77 para definir nuestra funciéon objetivo 4.1.

Con este algoritmo se asume que Hy = 70 por lo que nuestro se problema se con-
vierte en un problema de una sola variable. Encontramos un valor de Q¢paro = 0.3079,

Qpo = 0.6921. y x* = 7.5494

3504 7 QCDM'O:O.QQ

QCDM,O:O-OG

3004 —— Qcom,0:0.43

—— Qcpm,0:0.2

250 9 —— Qcpm,0:0.79
£ 200 -
150 A
100 A

50 A I

Figura 4.1: Ajuste de modelo ?? para diferentes valores de €24 o, Qcparo y un valor fijo de
Hy = 70 para conjunto de datos H(z). (jav: no se meciona en el texto y explicar que se
graficaron algunas selecciones de valores ’aleatorias’.)

Posteriormente se dejo de tomar un valor para Hy por lo que nuestro problema de op-
timizacion se vuelve de dos variables, pero como se mencioné anteriormente los algoritmos
genéticos no estan limitados a una dimension. Para este problema en particular se utilizo
un co6digo mas completo el cual cuenta con diferentes métodos de seleccion y mutacion
[Amat Rodrigo, 2019]. En particular en este ejemplo se utilizo una seleccion de torneo y

una mutacién uniforme.

Con este algoritmo encontramos un valor de Hy = 68.3653, Qcparp = 0.3197, Qp o =

0.6803 y x? = 7.2062.
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Los valores reportados en la literatura nos dicen que el valor de Hy se encuentra en un
rango de [64.9—72.0] kms~'Mpc~![Bernal et al., 2016, Busti et al., 2014b, Busti et al., 2014a,
Lukovié¢ et al., 2016] y Qcparo entre [0.28—0.35][Lukovié et al., 2016, Val, 2002, Conley et al., 2006].

Tomando en cuenta nuestros resultados y aquellos reportados en la literatura podemos
darnos cuenta que los valores encontrados por el AG se encuentran dentro de los rangos

aceptados.

Se utilizo el mismo codigo del ejemplo anterior en combinacién con los datos H(z) y
ecuacion 77 (jav: poner nombres de ecns/modelos), se obtuvieron los siguientes resultados:
Hy = 68.7361 , Q,, o = 0.3103, Q= 0.1024, Q39 = 0.0337 y X2 = 8.6686. (jav: esto no es

correcto)

Se realiz6 el mismo ejercicio para ecuacion ?7? (jav: poner nombres de ecns/modelos).
En este caso se utilizo SimpleMC un codigo el cual cuenta con diferentes métodos de es-

timacion de parametros y datos.

Se ejecuto el algoritmo 50 veces, cada una de ellas con 300 individuos en la poblacion
y 150 generaciones ademas de una combinacion de datos BAO y UnionSN [uni, |. Se
obtuvieron los siguientes resultados Hy = 64.4078, €2, 0 = 0.2777, wy = —0.8826 y w, =
0.1253 con un fitness de y = 15.7503, estos valores se encuentran dentro de los valores
aceptados [Ferramacho et al., 2010|[Pan et al., 2020] si se toma en cuenta que se cada uno
de los pardmetros como valores desconocidos.

(jav: Escribir que chi-cuadrada es para cada conjunto de datons, H, SN, BAO. Y que

la chisq es la sumas de sus indiviuales. Poner porq?)
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— LCDM
| — cpL
—— PolyCDM

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Figura 4.2: Datos de UnionSN. Este conjunto de datos representa la el modulo de distancia
y el corrimiento al rojo para 580 supernovas. (jav: deben conicidir las lineas con los datos.)

250 A
—— Ho =70, Qcpm,0=0.3079
— H0=68, QCDM,0=0-3197
200 ] — PolyCDM
— CPL
150 A
N
T
100 A
50 A

Figura 4.3: Se presentan los tres diferentes ajustes para cada modelo. Linea azul representa
ACDM con valor fijo de Hy = 70, linea verde representa mismo modelo pero sin ningin
valor fijo, por tltimo linea morada representa el ajuste al modelo PolyCDM.

(jav: Explicar resultados tabla 1. Estan deacuerdo los datos? son correctos? hay dife-
rencias? hay algo interesante de notar? )
(jav: Explicar tabla 2, que resultados puedo obtener de ahi, coinciden con las figuras? que
puedo concluir?)

(jav: Escribir que aqui nos limitamos a estos modelos, como primera prueba, pero se puede
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Parameters LCDM wCDM PolyCDM  CPL

HD 0.3192  0.3103  0.3340  0.2782
HD+BBAO O 0.2995 0.3020  0.3398  0.3603
HD+BBAO SN 0.2991  0.2893  0.3255  0.3004
0D 63.1785 73.1830  69.7875  71.8957
HD+BBAO H, 67.4737 63.3047  67.2558  59.6734
HD+BBAO+SN 67.4931 65.1380  69.4497  64.3478
0D _ 1.4148 _ _
HD+BBAO w - -0.8145 ; .
HD+BBAO SN : -0.9103 _ _
1D _ _ ~0.4116 _
HD+BBAO Q10 _ _ 1.0512 _
HD -+ BBAO SN ; _ 0.6752 _
1D _ _ 0.0426 -
HD+BBAO Qo _ _ -0.3559 _
HD+BBAO SN ; ; -0.2813 _
1D B _ _ 71.3884
HD+BBAO wo _ _ _ ~0.2670
HD+BBAO+SN _ _ - -0.7837
1D 3 B _ 1.1430
HD+BBAO W, : _ : -1.6533
HD+BBAO SN ; ; -0.4081

Tabla 4.1: Valores de pardametros encontrados por SimpleMC segtun el modelo y conjunto
de datos. (jav: Hacer figuras de datos y modelos, usando los mejores ajustes de los 4
modelos para la combinacion HD+BBAO+SN.)

Dataset LCDM wCDM PolyCDM  CPL
HD 7.2500  7.2181 7.2081 7.1338
HD-+BBAO 14.0176 13.3099  12.1203  12.8534
HD+BBAO+SN 30.6286 30.4691  29.6429  29.1315

Tabla 4.2: Valores fitness para diferentes modelos y conjuntos de datos. (jav: Leer este art.
https://arxiv.org/abs/astro-ph/0608184) (jav: Calcular AIC, BIC y decir cual es el mejor
modelo que describe cada combinacion de datos.)

extender el analisis a cualquier modelo mas complejo o mas conjuntos de datos.)

4.0.2. Algoritmos genéticos como método de validaciéon

Como se menciond anteriormente uno de los puntos més fuertes de los AG es su enfoque
de caja negra, lo que significa que no se necesita informacion acerca del problema para

encontrar una solucién. Es por esta misma razén que los AG pueden funcionar como
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herramienta de validacion. Por ejemplo, imaginemos que utilizamos un método de regresion
simbolica como en [Arjona and Nesseris, 2020]. En |Arjona and Nesseris, 2020| se utiliza
un AG para reconstruir una funcién analitica que mejor describe un conjunto de datos.
Ecuacion 4.2 tiene una serie de coeficientes con valores de a = 0.652, b = 0.228 y ¢ = 0.017.

(jav: Esto se puede ver como una variacion del metodo polyCDM, mencionar.)

H(z) = Hy(1+ z(a + bz — ¢2°)?). (4.2)

En este caso utilizaremos el AG para confirmar si efectivamente estos coeficientes, son
aquellos, que minimizan una prueba 2. Para esto comparemos exclusivamente los resul-
tados de x? presentados en [Arjona and Nesseris, 2020| con los mismos datos (jav: cuales

datos, solo un conjunto? dos? tres?).

Ejecutando el AG se obtuvo un promedio de 68.42 para Hy y a = 0.615, b = 0.3090
y ¢ = 0.0288 para los coeficientes de la funcién, con un fitness promedio de 12.499. Los
resultados son similares a los encontrados en [Arjona and Nesseris, 2020] sin embargo estos
tienen un mejor fitness que aquellos presentados en dicho articulo (jav: esto es por la
diferencia de datos que ellos usan.). Se cree que la razon de esto es que los autores de
[Arjona and Nesseris, 2020| no solamente encontraron los coeficientes si no también las
variables, términos independientes y grados de la funciéon, y no conocemos los pesos para
encontrar los parametros a priorizar. Por lo que podemos aplicar el AG en dos pasos, el
primero para encontrar la funcién y el segundo para encontrar aquellos coeficientes que

mejor se ajustan al conjunto de datos.
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Parametros LCDM PolyCDM  CPL

HD 03192 0.3349  0.2782
HD-+BBAO Q, 0.2995  0.3398  0.3603
HD-+BBAO-+SN 02991  0.3255  0.3004
HD 68.1785  69.7875  71.8057
HD-+BBAO Hy 67.4737  67.2558  59.6734
HD+ BBAO SN 67.4931  69.4497  64.3478
HD - ~0.4116 -
HD-+BBAO Q10 - 1.0512 -
HD-+BBAO+SN - 0.6752 -
HD - 0.0426 -
HD-+BBAO 0 - -0.3559 -
HD-+BBAO-+SN - -0.2813 -
HD - - ~1.3884
HD-+BBAO wo - - -0.2670
HD-+BBAO+SN - - -0.7837
HD - - 1.1430
HD-+BBAO W, - - -1.6533
HD-+BBAO-+SN - -0.4081

Tabla 4.3: Valores de parametros encontrados por SimpleMC segtin el modelo y conjunto
de datos. (jav: son iguales a las anteriores? se repiten?)

Datos LCDM PolyCDM  CPL
HD 7.2500 7.2081 7.1338
HD+BBAO 14.0176  12.1203  12.8534
HD+BBAO+SN 30.6286  29.6429  29.1315

Tabla 4.4: Valores fitness para diferentes modelos y conjuntos de datos. (jav: son iguales a
las anteriores? se repiten?)
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Conclusiones

Al inicio de este trabajo se presentan una variedad de técnicas de optimizaciéon mateméa-
tica, estos algoritmos son utilizados en diferentes campos y destacan resolviendo problemas
de los cuales tenemos poca informacion, no tenemos informaciéon sobre las derivadas o te-
nemos una interpretaciéon compleja del problema. Posteriormente se propone el uso de

algoritmos genéticos para abordar dichos problemas.

Los algoritmos genéticos son una gran herramienta de biisqueda para funciones de N
dimensiones, especialmente dimensiones grandes. Una desventaja de dicha técnica son sus
tiempos de ejecucion altos, pero tienen un mejor desempeno que otros algoritmos de opti-

mizacion al momento de realizar busquedas en espacios con muchos 6ptimos locales.

Se comparo un algoritmo genético con los métodos de optimizacion BFGS, SLSQP y
Powell. Se mostré que, efectivamente, el tiempo de ejecucion del AG puede llegar a ser
hasta 30 veces mas alto que los métodos mencionados anteriormente. Por un lado esto
es un desventaja pero por otro lado el AG fue capaz de localizar los 6ptimos globales de

diferentes funciones de prueba con 100 % de eficacia.

Se presentaron dos ejemplos del uso de algoritmos genéticos en el campo de la cosmo-
logia, la primera para el ajuste de modelos cosmologicos, ACDM, PolyCDM, Chevallier,

Polarski y Linder (CPL), para encontrar los parametros de densidad y materia oscura. La

55
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segunda aplicacion corresponde a la regresion simbolica y confirmacion de resultados con
algoritmos genéticos. Esta aplicacion puede explorarse mas a fondo y aplicarse a diferentes

algoritmos de aprendizaje de maquina, para la afinacién de hiperpardmetros.



Apéndice A
Teorema del esquema

Como se mencion6 anteriormente un esquema es una plantilla la cual describe un sub-
conjunto de cadenas con similitudes respecto a la posicion. Esta formada por una terna
{0,1, %}, donde * describe todas las posibles similitudes entre cadenas de cierta longitud

[Sivanandam and Deepa, 2007].

Un esquema representa una variedad afin del espacio de btisqueda por ejemplo: el esque-

ma 01xx11x0 es un subespacio del espacio de aquellos individuos con una longitud de 8 bits.

Un algoritmo genético modelado con el teorema del esquema cuenta con los siguientes

operadores:

= El operador de seleccion. Una seleccion proporcionada donde el fitness sea una va-
riable para generar a la siguiente generacion, esto es: entre mayor sea el fitness de

un individuo mayor sera su probabilidad de ser seleccionado.

= Los operadores genéticos, recombinacion de un solo punto y mutacion flipping apli-

cados aleatoriamente con una probabilidad de P, y P,,.

Una definicién mas formal de dicho teorema, también conocido como el teorema fun-

damental de los algoritmos genéticos, viene dado por:

Para un esquema H sea:

57
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» m(H,t) la frecuencia relativa del esquema H en la poblacion de la generacion t™.
s f(H) el fitness promedio de los elementos de H.

» O(H) el ntumero de bits fijos en el esquema H, llamado orden del esquema.

» §(H) la distancia entre el primer y ultimo bit fijo del esquema H, llamado la longitud

definida del esquema.
» f es el fitness promedio de toda la poblacion.
» [(H) longitud del esquema.
= P, la probabilidad de recombinacion.

» P, la probabilidad de mutacion.

Entonces:

Elm(H,t+1)] > m(H, t)@ 1— Prl(g)—H_)l _

O(H)PF,, (A.1)

Donde E es la esperanza del esquema. Observando el término entre corchetes, también
conocido como probabilidad de disrupcién, podemos darnos cuenta que, por una parte,
para valores pequenios de 0(H), (H) y O(H) tendremos una disrupcion pequena. Analoga-

mente para valores pequenos de P, y P,,. En el caso contrario, para valores muy grandes,

tendremos que la disrupciéon sera mucho mayor.

Esta expresion cualitativamente nos dice que aquellos esquemas con mejor desempeno,
longitud definida corta y de bajo orden aumentaran su frecuencia en las siguientes gene-

raciones.

Para entender un poco mas a fondo este teorema tomemos un ejemplo. Consideremos

el esquema H:
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1 *10 * 1

Figura A.1: Ejemplo de un esquema de longitud 6.

En este caso la longitud [ = 6 , la longitud definida 6(H) =5 y el orden O(H) = 4. Si
este esquema H tiene un mejor fitness que los demaés, en la poblacion observaremos mas

individuos con sus posibles combinaciones de H.



Apéndice B

Algoritmo genético One Max

#CODIGO EXTRAIDO DE https://github.com/PacktPublishing/Hands-0On-Genetic-

Algorithms -with-Python/blob/master/Chapter03/01-0neMax-long.py

from deap import base, creator, tools
import matplotlib.pyplot as plt

import random

# constantes

ONE_MAX_LENGTH = 30

POPULATION_SIZE = 50 # individuos

P_CROSSOVER = 0.9 # probabilidad de recombinacion
P_MUTATION = 0.1 # probabilidad de mutacion

MAX_GENERATIONS = 50 # numero de generaciones

#Funcion para generar individuos
def zeroOrOne ():

return random.randint (0, 1)

creator.create("FitnessMax", base.Fitness, weights=(1.0,))

creator.create("Individual", list, fitness=creator.FitnessMax)

toolbox = base.Toolbox ()
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toolbox.register("zeroOrOne", random.randint, 0,1)

toolbox.register ("individualCreator", tools.initRepeat, creator.
Individual, toolbox.zeroOrOne, ONE_MAX_LENGTH)

toolbox.register ("populationCreator", tools.initRepeat, list, toolbox.

individualCreator)

#Funcion fitness
def oneMaxFitness (individual):

return sum(individual),

#evaluar fitness

toolbox.register ("evaluate", oneMaxFitness)

toolbox.register(”select”, tools.selTournament , tournsize=3)
toolbox.register("mate", tools.cxOnePoint)

toolbox.register ("mutate", tools.mutFlipBit, indpb=1.0/0NE_MAX_LENGTH)

toolbox.register("individualCreator", tools.initRepeat, creator.
Individual, toolbox.zeroOrOne, ONE_MAX_LENGTH)
toolbox.register ("populationCreator", tools.initRepeat, list, toolbox.

individualCreator)

def main():
# Crear poblacion inicial
population = toolbox.populationCreator (n=POPULATION_SIZE)

generationCounter = 0

# Calcular fitness de poblacion

fitnessValues = list(map(toolbox.evaluate, population))

for individual, fitnessValue in zip(population, fitnessValues):

individual.fitness.values = fitnessValue

# extraer fitess

fitnessValues = [individual.fitness.values[0] for individual in
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population]

maxFitnessValues = []

meanFitnessValues = []

#Loop principal

while generationCounter < MAX_GENERATIONS:

# Seleccion

offspring = toolbox.select(population, len(population))

# Clonamos generacion

offspring = list(map(toolbox.clone, offspring))

# Aplicar recombinacion y mutacion

for childl, child2 in zip(offspringl[::2], offspring[1::2]):

if random.random() < P_CROSSOVER:
toolbox.mate(childl, child2)
del childl.fitness.values

del child2.fitness.values

for mutant in offspring:
if random.random() < P_MUTATION:
toolbox.mutate (mutant)

del mutant.fitness.values

# Calcular fitness

freshIndividuals = [ind for ind in offspring if not ind.fitness.

valid]
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freshFitnessValues = list(map(toolbox.evaluate, freshIndividuals

))

for individual, fitnessValue in zip(freshIndividuals,

freshFitnessValues):

individual.fitness.values = fitnessValue

# Reemplazo
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population[:] = offspring

fitnessValues [ind.fitness.values [0] for ind in population]
maxFitness = max(fitnessValues)

meanFitness = sum(fitnessValues) / len(population)
maxFitnessValues.append (maxFitness)
meanFitnessValues.append(meanFitness)

print ("- Generation {}: Max Fitness = {}, Avg Fitness = {}".

format (generationCounter , maxFitness, meanFitness))

# Buscar mejor individuo
best_index = fitnessValues.index(max(fitnessValues))

print ("Best Individual = ", *population[best_index], "\n")

plt.plot (maxFitnessValues, color=’red’, label=’Max’)
plt.plot (meanFitnessValues, color=’green’, label=’Promedio’)
plt.xlabel (’Generacion’)

plt.ylabel(’Fitness’)

plt.legend(loc="best")

plt.title(’Fitness maximo y promedio’)
plt.savefig("onemaxfitness.png", format="png", dpi=800)

plt.show ()
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Algoritmo genético en Python

#Calculamos valores de H para cada valor z para cada parametros

def

def

h_square(z,list_cdm):

h_dict = {}

for i in list_cdm:

h_dict[i] = list(np.sqrt ((HO**2)*x(i*(1+z)**x3+ (1-i) )))

return h_dict

chi_square(z, H_dat, cdm, sigma):
#Calculamos H para cada Omega
H_th = h_square(z,cdm)

lista2 = []

for i in H_th:
resultado = 0
lista = H_th[i]
for j in range(len(lista)):

resultado += (listal[jl-H_dat[jl)#**2 / sigmal[j]

lista2.append(resultado)

return lista2
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def _obtener_fitness(z, H_dat, padres, sigma):

_fitness = chi_square(z, H_dat, padres, sigma)
Pfitness = list(zip(padres,_fitness))
Pfitness.sort(key = lambda x: x[1], reverse=False)
mejor_padre, mejor_fitness = Pfitness[0]

return round(mejor_padre ,6), round(mejor_fitness, 6), Pfitness
def mutacion(z, H_dat, padres, sigma, factor_mutacion):
n = int(len(H_dat))
padre, fitness, poblacion = _obtener_fitness(z, H_dat, padres, sigma
)
hijos = np.random.normal (padre, factor_mutacion, size=17)
return hijos
def AG_simple(z, H_dat, padres, sigma, max_iter):
Poblacion = {}
Historial=[]
f_mutacion = 0.2
mejor_padre, mejor_fitness, poblacion = _obtener_fitness(z, H_dat,
padres, sigma)
padre = mutacion(z, H_dat, padres, sigma, f_mutacion)
for i in range(l, max_iter):
padre = mutacion(z, H_dat, padre, sigma, f_mutacion)
padre_actual, fitness_actual, poblacion = _obtener_fitness(z,
H_dat, padre, sigma)

Poblacion[i] = poblacion

if fitness_actual < mejor_fitness:
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mejor_padre = padre_actual

mejor_fitness = fitness_actual

Historial.append((i, fitness_actual))

f_mutacion = f_mutacion/2

return mejor_padre, mejor_fitness, Historial,

Poblacion
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