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(Con cuantas lentes podemos fabricar “todos”™ los sistemas 6pticos? En el régimen paraxial (rayos de dngulo pequefio y lentes delgadas), el
problema se reduce a uno soluble con matrices y algin ingenio. Se ha concluido en la referencia estdndard [E.C.G. Sudarshan, N. Mukunda
and R. Simon, Optica Acta 32 (1985) 855] que el minimo son tres lentes. Nuestro andlisis es sencillo y revela mejor la estructura de las
fronteras entre distintas configuraciones 6pticas. Notamos que para formar imégenes equivalentes se requieren sélo dos lentes. Decimos qué
hacer cuando tinicamente hay a mano lentes de unas cuantas distancias focales.

Descriptores: Optica geométrica

With how many lenses can we build “all” optical systems? In the paraxial régime (rays of small angles and thin lenses), the problem is
reduced to one solvable with matrices and some wit. It has been concluded in the standard reference [E.C.G. Sudarshan, N. Mukunda and R.
Simon, Optica Acta 32 (1985) 855] that the minimum is three lenses. Our analysis is simple and reveals better the structure of the boundaries
between different optical configurations. We note that to form equivalent images only two lenses are required. We say what to do when we

only have at hand lenses of a few focal distances.

Keywords: Geometrical optics

PACS: 02.10.Gd; 42.79.Bh

1. Elementos y herramientas

Todo taller de Optica tendrd un inventario de lentes, pero
(cudl es el nimero minimo de lentes necesario para fabri-
car cualquier sistema Optico? Mds de un estudiante se ha-
bré preguntado esto al ver en el laboratorio una coleccién pe-
quena o incompleta de ellas. La solucién a este problema fue
dada por Sudarshan, Mukunda y Simon en 1985 [1] para el
régimen paraxial en dos dimensiones (véase también los ele-
mentos de solucién de Arsenault y Macukow [2], que son
distintos). Mediante andlisis de matrices de 2 x 2 se llega a
la conclusién que el nimero minimo de lentes es tres. Por
otro lado, en los tltimos afios, las aplicaciones dpticas de la
transformada fraccional de Fourier al procesamiento parale-
lo de seiiales [3], han enfocado interés en estos sistemas y
en su realizacién por diferentes configuraciones de lentes. La
meta de este articulo es ordenar y pulir la solucién completa
del problema con atencién especial a los transformadores de
Fourier; el objetivo amplio es descubrir amablemente para el
lector algunos aspectos matemadticos de la 6ptica.

Los rayos de la éptica geométrica se caracterizan, como
estd indicado en la Fig. 1, por su interseccién g con una pan-
talla plana y sus dngulos p con la normal en ese punto. El
llamado régimen paraxial (cerca del eje) simplifica la parte
angular considerando sélo la aproximacién lineal de las fun-
ciones trigonométricas y extrapoldndola a la recta real. Como
mostramos en la Fig. 2, el efecto de un desplazamiento (“‘vue-
lo libre™) a lo largo del eje por z estd dado por
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FIGURA 1. a) Rayos que cruzan una pantalla quedan determina-
dos por su posicién g y su dngulo (momento) p. b) Espacio fase,
donde a cada rayo corresponde un punto. En el régimen paraxial
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FIGURA 2. a) Rayos bajo desplazamiento de la pantalla g (“vuelo
libre™) a q' por una distancia z > 0. b) Sesgo vertical correspon-
diente del espacio fase en la pantalla; el dngulo de sesgo es ~ z.

El vector p se conoce como el momento 6ptico; es el
analogo del momento mecinico en la formulacién hamilto-

niana de ambos modelos [4]. El vector compuesto PY es

elemento genérico del espacio fase. En el mundo plano de
nuestros diagramas, la dimensién del espacio fase (y de las
matrices) es dos; en el espacio real, es cuatro.
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FIGURA 3. a) Acci6n de una lente delgada (convexa) sobre los ra-
yos referidos a dos pantallas (de entrada g y salida g') coincidentes;
la distancia focal es f = 1/g. b) Sesgo horizontal del espacio fase;
el 4ngulo de sesgo es ~ g.

La accién de una lente delgada de potencia gaussiana g,
como se muestra en la Fig. 3, es

2 ()06 DO

La distancia focal f = 1/g indica dénde se cruzan rayos ori-
ginalmente paralelos. A diferencia de los espacios vacios (1)
que no pueden ser negativos, las lentes pueden ser convexas
(g > 0), céncavas (g < 0), o triviales (g = 0).

Lentes y espacios vacios son los elementos bdsicos con
los que contamos para construir sistemas Gpticos paraxiales,
cuya accién sobre el espacio fase serd lineal, y genéricamente
de la forma

(0 (-0 (0

_(dp—bg b=
_(—cp+aq>’ ad—ch=1. (3)

Adelantamos que el determinante de estas matrices es la uni-
dad, porque o es para los elementos &pticos (1) y (2). De esta
manera, asociando sistemas 6épticos M (M) con matrices M
de 2 x 2, resolvemos el problema de las tres lentes mediante
el an4lisis matematico de matrices de 2 x 2 [5].

En el caso real, cuando p y g son 2-vectores en el plano
de la pantalla (y el espacio fase 4-dimensional), los sistemas
6pticos descritos por (3) son aquellos compuestos por len-
tes con superficies esféricas (delgadas) alineadas sobre un eje
6ptico z (sistemas axialmente simétricos). En la Sec. 2 preci-
saremos la relacién entre la concatenacién de los elementos
6pticos y la multiplicacién de sus matrices. All{ también pre-
sentamos los transformadores fraccionales de Fourier y algu-
nas de sus propiedades. Finalmente, definimos el espacio abc
de sistemas dpticos que, aunque obvio, los autores no han
encontrado en la literatura.

En las Secs. 3, 4 y 5 determinamos las regiones del espa-
cio abc que corresponden a sistemas épticos realizables con
una, dos y tres lentes, respectivamente. La restriccion funda-
mental consiste en que los espacios vacios z solamente pue-
dan tener longitud positiva z > 0; el limite z = 0 correspon-
de a un cambio de configuracién, o a un sistema restringido

en el que una de sus lentes estd en contacto con la pantalla.
Lejos de ser un problema trivial, la agregacién de elementos
Opticos revela una estructura sui generis de regiones con fron-
teras abiertas y cerradas en a, b, c. En la Sec. 6 comentamos
algunas referencias de valor histérico y dejamos el problema
en mas dimensiones (que podria fascinar a un matemaético)
abierto.

2. El espacio abc de los sistemas épticos

Cuando a lo largo del eje 6ptico colocamos (de izquierda a
derecha como siempre viaja la luz en el mundo paraxial) dos
subsistemas M, y Mo, las transformaciones del espacio fa-
se (3) se multiplicardn de la manera siguiente:

[Mmov) Mmg)] (g) =MMy): [M(M”: @]

s o )

- (M) )

- M—l M—l <p)
2 1 q

()

= M(M; M) : (z). ()

Como vemos, para que la concatenacién de elementos
Spticos corresponda con la multiplicacién de sus matrices, la
accién genérica (3) de M (M) requiere que sea la inversa de
la matriz M la que actie sobre las coordenadas del espacio
fase de los rayos. Asi, con la ventaja de respetar el orden de
los elementos, trabajaremos en adelante con las matrices M.

Del desarrollo (4) también sigue que M(1) = I es el
elemento unidad, y que la asociatividad de tres o més fac-
tores vale. Ahora notemos que los elementos 6pticos, des-
plazamientos y lentes (1)~(2), estdn asociados con matri-
ces de determinante unidad, llamadas unimodulares. Como
det(M; M;) = det M det My, la matriz de cualquier sis-
tema 6ptico compuesto también tendrd determinante unidad.
Esto a su vez implica que el inverso de cualquier sistema (pa-
raxial) existe, y es [M(M)]~! = M(M™!). El conjunto de
matrices que representan a estos sistemas cumplen en conse-
cuencia los axiomas de un grupo. El conjunto de matrices (3)
pertenecen al grupo de transformaciones lineales, unimodu-
lares y reales de un espacio de 2 dimensiones, que se indica
por SL(2, R). La condicién de unimodulariedad implica que
en las Figs. 2 y 3 anteriores (espacio 6ptico de dos dimensio-
nes y espacio fase también de dos dimensiones), el area del
espacio fase de rayos, dpdg, se conserve bajo la accién de
todo sistema optico. Esta ley de conservacion se asemeja al
principio de Lavoisier o al de Liouville: la luz (los rayos de la
éptica geométrica) no se crea ni se destruye, sélo se transfor-
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FIGURA 4. a) Sistema DLD que realiza las transformadas fraccio-
nales de Fourier con potencias 0 < a < 2. b) Rotacién del espacio
fase de rayos por un dngulo (7/2)a bajo este sistema Gptico.

ma. Es decir, el espacio fase de rayos se comporta como un
fluido incompresible. Comentaremos mds sobre mas dimen-
siones en la seccién de conclusiones.

Un conjunto distinguido de sistemas 6pticos, ilustrado en
la Fig. 4, se logra con una lente equidistante entre dos pan-
tallas. Cambiando la distancia a las pantallas, como veremos
mds adelante, recorreremos (parte de) el circulo de los trans-
formadores fraccionales de Fourier. Genéricamente, de po-
tencia o son

COSEQ Senza

Fo=M 2 2 | aeRmodd. (5
i
—senga COS§Q

Su accidn sobre el espacio fase (3) es hacerlo rotar rigida-
mente alrededor del origen por un dngulo (7/2)a contrario
a las manecillas del reloj, como se ve en la figura. Cuando
a = 1, la transformacién es F : (p, ¢) = (—q, p). El reempla-
zo de la posicién por momento y del momento por (menos)
posicién, es la muy conocida accién de la transformada inte-
gral de Fourier sobre las funciones de onda de la mecénica
cudntica y de la 6ptica ondulatoria. El conjunto de matri-
ces (5) forma el subgrupo de rotaciones SO(2) ¢ SL(2,R)
porque su producto es F*1 F*2 = F*1+e2 médulo 4.
Ahora usaremos los tres pardmetros independientes a,b,c,

. . ab . .
de una matriz unimodular M = o g ) como ejes cartesia-

nos de un espacio ° que representamos con el “cubo” de
la Fig. 5, donde cada punto (a, b,c) € ®* corresponde a un
sistema Optico paraxial. El sistema unidad M = 1 estd en el
origen de coordenadas (a = 1,b = 0,¢ = 0). Podemos pen-
sar en ¢ como el eje de desplazamientos (D), marcando los
elementos positivos (1) que son naturales en el laboratorio:;
también marcamos el eje b de las lentes (L). El eje a es el
factor de magnificacién de la imagen, que puede ser positivo
o negativo —pero no cero—. El plano a = 0 debe ser remo-
vido de ese espacio R° porque allf la correspondencia entre
puntos y sistemas 6pticos es invédlida: como debe cumplirse
bc = —1 por la condicién de unimodulariedad, la segunda
coordenada del] plano que excluimos de la figura se vuelve el
cuarto pardmetro d, que ahora es independientede b = —1/c.

FIGURA 5. El espacio abc de sistemas Opticos paraxiales. Es el
espacio 2 con el plano a = 0 excluido. Cada punto correspon-
de a una transformaci6n distinta sobre el espacio fase, y a cualquier
configuracién de lentes que la logre. La transformacién unidad (sis-
tema trivial) estd en el punto (a = 1,b = 0,c = 0) que tomamos
por origen de los ejes. Sobre el eje —c marcamos los vuelos libres
(positivos), y las lentes sobre el eje b. Marcamos también el cfrculo
de transformadores fraccionales de Fourier, que se encuentran en el
plano b = —centre a = =%1; este circulo cruza de manera continua
el plano singular a = 0.

Las transformadas fraccionales de Fourier (5) evitan la sin-
gularidad del plano a = 0 porque sobre su circulo se cumple
b=-1/c=1yd =0.Losplanosa = 0y a = 1 asi como
b = 0y ¢ = 0 serdn referencias dtiles como fronteras en-
tre regiones de realizabilidad por sistemas de 1, 2 y 3 lentes,
como ahora procederemos a mostrar.

3. Configuraciones de una lente

Comenzaremos considerando la configuracién DLD, donde
una lente de potencia gaussiana g € R estd entre dos espa-
cios vacios no-negativos z; > 0y z > 0. El sistema es

_ 1 0 1 g 1 0
DlegDz?_M(—zl 1>M<O 1)M<-—z2 1)

— 1-gz g
- (—zl —zy+ 292, 1—29/)" (6)

Entre los tres pardmetros abc genéricos y los tres pardme-
tros libres del sistema DLD, z,, g, 2, podemos despejar las
siguentes relaciones:

a=1- g2y, b= g,
C= —2) — 2y + 2192y = —2104 — 25, )
y sus inversas,
l1-d a-bc-1 I-a
- - =b = :

No todos los sistemas Opticos son realizables en configu-
racién DLD; por ejemplo, si quisiéramos realizar el sistema

12

M ( en esta configuracién, la primera de las Ecs. (8)
nos informarfa que 2, = —1, lo cual est4 fuera del rango per-
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FIGURA 6. Regiones del espacio abc de sistemas 6pticos que puc-
den ser realizada con una lente en configuracién DLD; la regién
superior con una lente céncava y la inferior con una lente convexa.
Estas regiones incluyen las lineas de lentes L (eje b), de desplaza-
miento positivo D (semieje —c), y de transformadores de Fourier
con potencia 0 < a < 2.

mitido. Por ello, analizaremos ahora las Ecs. (7) para deter-
minar la regién del espacio abc que s7 estd permitida para es-
ta configuracién. Hay dos casos distintos a considerar: lentes
céncavas y lentes convexas.

El caso de una lente céncava b = g < O es sencillo por-
que —gz, > 0 implicaa > 1,y en consecuenciac < 0. Esta
regi6n es el octante del espacio mostrado en la parte superior
de la Fig. 6. La frontera b de la region es abierta (excluimos
lentes triviales b = 0); la frontera ¢ también es abierta, ex-
cepto por los desplazamientos triviales que estdn dinicamente
enlaarista (¢ = 1,b < 0,¢ = 0); y finalmente, la fronte-
raa = 1 es cerrada y consta de los sistemas reducidos DL,
con z, = 0. Consecuentemente, la regién de sistemas DLD-
céncavos es la unién de un octante abierto, un cuadrante de

plano y una semi-linea,
c <0, DLD
c=0. } (céncavo) .

Las lentes triviales (sistemnas D) estdn todas en la arista (a =
1,b=0,c<0).

Las lentes convexas en configuraciéon DLD llenan otra re-
gion del espacio abc de sistemas pticos. Cuando b = g> 0
en (7), entonces gz, > 0, de modo que a < 1; pero hay
cuatro posibitidades,a = 1,1 > a > 0,a =0 (el plano
singular), y a < 0, que determinan que c esté en los rangos

a>1,
a=1,

b <0,
b<0,

siguientes:
0<a<l, b>0, ¢<0, DLD (10)
a<0, b>0, ce®R. convexo )

Este rango es la regién inferior del espacio abc en la Fig. 6.
El cuadrante frontera @ = 1 nuevamente contiene los siste-
mas reducidos DL con z, = 0. La cara ¢ = 0 de la region
caracteriza los sistemas que forman imagen, es decir, cuya
imagen [dada por (3)] depende solamente de la posicioén del
objeto (y ne de la direccién del rayo), como M : ¢ — agq,

con factor de magnificacién a. Las demds caras son abiertas.
Las regiones DLD céncavas y convexas son disjuntas, y se
tocan s6lo a través de la arista de lentes triviales. Su unién
define la regién de sistemas realizables con una lente.

El circulo de transformadas fraccionales de Fourier (5)
marcado en la Fig. 5 estd parcialmente contenido en la regién
DLD-convexa de la Fig. 6. Como es fécil convencerse de (6)
y la Fig. 4, con una lente convexa se pueden realizar trans-
formadores F con potencia 0 < a < 2 —pero no mas—.
Casos especiales de la configuracién DLD son la DL (vista
antes para 2, = 0, que cierra la cara a = 1 de la regién de
una lente), y la LD, donde 2, = 0 y d = 1, de modo que
a = 1+ becon ¢ < 0. Esta es una superficie reglada gene-
rada por lineas paralelas al plano a-b que cruzan el eje ¢ con
angulo arctan ¢; como esperado, esta superficie estd conteni-
da en la unién de las regiones DLD.

4. Configuraciones de dos lentes

Con dos lentes tenemos genéricamente la configuracién
DLDLD, con tres espacios vacios y por ende con cinco
pardmetros ajustables, para cubrir una regién del espacio abc
de sistemas 6pticos, que debe contener propiamente a la re-
gién DLD de la secci6n anterior. Hay un caso restringido im-
portante: la configuracién LDL donde las dos lentes estdn en
contacto con las pantallas objeto e imagen. Analizaremos pri-
mero esta Gltima, para utilizarla luego como base de induc-
cién.

Con dos lentes de potencias gaussianas g,, g, € R, se-
paradas por un desplazamiento z > 0, realizamos sistemas
6pticos cuyas matrices son

(0 D6 %)=

a=1-g2z b=ga+g,
(c:—zSO d=1-2zg, - D

Este es el semi-espacio mostrado en la Fig. 7. La frontera
¢ = 0 es abierta, porque cuando las dos lentes estdn en con-
tacto (z = 0), el sistema degenera en L y ocupa Gnicamente
la linea (a = 1,b € R,c = 0). En particular, estdn exclui-
dos de la regién LDL los magnificadores puros, sistemas (3)
representados por matrices diagonales. Excluyendo el plano
singular a = 0, la regién LDL esté caracterizada por

0£a€eR,

a=1,

be R,
be R,

c <0,
=0 } (LDL). (12)

En consecuencia, con LDL’s lienamos los dos octantes de sis-
temas (a>1,0<0,c<0)y (0#a <1,6>0,c<0), que
no fueron realizables con configuraciones de una lente. Siste-
mas que caen en la interseccién de las regiones DLD y LDL
pueden realizarse con ambas configuraciones.

Ahora despegaremos de la pantalla la primera lente de
una configuracién LDL, para examinar el caso semi-restringi-
do DLDL de dos lentes. La composicién de un desplazamien-
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FIGURA 7. Regi6n del espacio abe de sistcmas 6pticos realizables
en una configuracion restringida de dos lentes LDL.

to D (no trivial, con z > 0), y el LDL genérico de (12), es
1 0\ fa#0 beR\ _
—2<0 1/ \e<0 deR) ™~

(d—a¢0 U:be%).uw

|

¢ =c-—z2a d=d-=zb

En particular, estamos interesados en penetrar el semi-
espacio ¢ > 0 vedado para configuraciones mds simples.
En (13), ¢ < 0y —z < 0, de modo que sélo a < 0 pue-
de dar lugar a ¢’ > 0; la regién ¢’ < 0 no tiene restriccién.
Eliminando primas, la regién del espacio abc realizable con
sistemas DLDL es

a #0,
a <0,

beR,
beR,

c <0,

c>0, } (DLDL)  (14)

y se muestra en la Fig. 8. Intersecta con la regién DLD con-
vexa(a < 0,b > 0,¢ > 0) (¢f. Fig. 6), e incluye los magnifi-
cadores puros con inversién, a < 0, que se encuentran sobre
el semieje vertical inferior.

El tercer cuarto del ciclo de Fourier puede realizarse den-
tro de la nueva regién DLDL. Para § = (7/2)c, la compo-
sicién de D y LDL a una transformada fraccional de Fou-
rier (5) es

1 0 (l:].—gIZQ b:gl+g2_912292 _
-2 <0 1)\e=-2,<0 d="--

( cosf senO). (15)

—senf cos@

Usando las primas como anteriormente, el primer elemen-
to establece que @' = a = cos§, mientras que los elemen-
tos antidiagonales relacionan los miembros de la igualdad
senf=b=V =—c = z;a—c=2, cos@+2,. De aqui resulta
que en la nuevaregion ¢’ > 0, la restriccion —c’ =sen8 <0
implica que sélo pueden cubrirse los dngulos de rotacién
7 < @ < 2w, mientras que —¢' = z;a—c <0y c¢ < 05sélo
pueden ser satisfechas sia < 0, en (1/2)7 < § < (3/2)m
(el punto a = 0 de este conjunto, como vimos antes, estd
bien definido). En consecuencia, con sistemas DLDL pode-
mos cubrir solamente la interseccidn de estos dos intervalos,

FIGURA 8. Sistemas Gpticos realizables en una configuracién semi-
restringida de dos lentes DLDL, que incluye el circulo de transfor-
madores de Fourier con potencias 0 < o < 3.

en el tercer cuarto del circulo 7 < 8 < (3/2)m, correspon-
dientes a potencias 2 < a < 3 de la transformada de Fourier.
El resto del ciclo requerird al menos un elemento Sptico més.

La region DLDL excluye el cuadrante (a > 0,b € R,
¢ > 0) en la Fig. 8. Para intentar cubrirlo utilizaremos la
la configuracién DLDLD de dos lentes entre tres espacios
vacios. Basdndonos en los resultados previos para sistemas
DLDL, agregamos una D mis:

(a b)( 1 0)_<a’=a—-zb b’=b) (16)
c d/j\-z 1) \d=c-2d d=4d}’

donde a y cestan restringidas en (14) y b € R. Podemos satis-
facer larelaciéna’ = a—zb > 0sia > 0osi(a < 0,b < 0);
y podemos satisfacer ¢ = ¢ — zd = (ca’' — z)/a > Osi
a < 0o (a > 0,c > 0). Esto se traduce en seis condi-
ciones que —eliminando primas— permiten acceder al cua-
drante (@ > 0,b € R,c > 0), no cubierto por los sistemas
semi-restringidos DLDL en (14), o al cuadrante (a < 0,b €
R,b < 0) que ya cubrimos. De esta manera, con sistemas
genéricos de dos lentes completamos la regién previa con el
nuevo octante (a > 0,b < 0,c > 0). En la Fig. 9 mostramos
la regi6n de los sistemas 6pticos abc que pueden ser realiza-
dos con dos lentes.

El cuarto cuarto del ciclo de transformadores fracciona-
les de Fourier estd contenido en la nueva regién ganada con
sistemas DLDLD. Con DLD’s pudimos realizar 7 para po-
tencias 0 < a < 2; asi, concatenando dos de estos siste-
mas alcanzamos ahora potencias 0 < a < 4. Pero estamos
impedidos de cerrar el ciclo de transformadores de Fourier
con la potencia @ = 4, lo cual es distinto del sistema 6ptico
identidad a = 0, y subraya la complejidad del problema en
las fronteras entre regiones en que esto es realizable. Las ca-
ras de la region DLDLD son abiertas, excepto en la linea de
lentes L (el eje b), donde el conjunto es cerrado. En conse-
cuencia, quedan atin excluidos los magnificadores positivos
puros (el semieje +a) y los vuelos libres negativos (el semie-
je +¢). Necesitaremos tres lentes para cubrir el octante que
falta, (a > 0,0 > 0,¢ > 0).
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FIGURA 9. Sistemas 6pticos realizables con dos lentes en la confi-
guracién genérica DLDLD. Incluye ahora transformadores de Fou-
rier con 0 € a < 4. El octante que queda vacio requiere de al
menos una lente més para ser realizado.

Revisaremos ahora la correspondencia entre puntos del
espacio abc y sistemas 6pticos. En la seccién anterior, es-
ta asociacién era 1:1 en las regiones permitidas, y estu-
vo dada por las relaciones directa e inversa (7) y (8) con
los parametros del sistema Gptico DLD. En la configuracién
LDL, las relaciones inversas a (11) también son 1:1,

a—1 d-1 1—a+be
g, = , Z=-—C, gy = =

C c ac

, (07D

y vilidas para ¢ < 0. Pero si somos requeridos a fabricar
. . ab .
un sistema 6éptico M (C 4) conuna configuracién DLDL

(con pardmetros 2,, g;, 2, g, respectivamente), y para ello
invertimos (13), obtenemos las tres relaciones

l-a
, 29= =-—az,—¢, ag,=b—g,. (18)
ag; 2 9 ! 2 !

a—cg;—1
z = :

Aqui podemos escoger un pardmetro libre (en algiin intervalo
vélido) para construir una familia de sistemas 6pticos con el
mismo efecto sobre el espacio fase de rayos. Los dos despla-
zamientos z; deben cumplir az; + 2, + ¢ = 0 y ser positivos;
en el plano z,—z, mostrado en la Fig. 10, la familia es unarec-
ta que corta los ejes en —¢/a y —c respectivamente. Cuando
¢ < 0 (dentro de la regién DLDL en la Fig. 7), la recta ten-
drd un segmento en el primer cuadrante z;,2, > 0, finito
cuando a > 0 y semi-infinito cuando @ < 0. Cualquier par
(2,,7;) en ese segmento permite realizar el sistema 6ptico
deseado. Si nuestro estuche de lentes tiene s6lo un niimero
pequefio de potencias gaussianas g;, podemos escoger una
que ajuste z, con g; = (1 — a)/z,, y buscar otra que cumpla
92 = (b—gy)/a

Los espacios vacios son literalmente gratis, por lo cual

. L a b
podemos preferir la realizacién de una M e d) " la con-

figuracién genérica de dos lentes DLDLD en la regién cu-
bierta por estos sistemas. Con ayuda de MATHEMATICA, se
invierte (16) en las tres relaciones siguientes:

AZ2 A22

-C

-a/c -a/c

FIGURA 10. El plano (z;, z,) de longitud de espacios vacios en
configuraciones DLDL; s6lo el primer cuadrante es realizable. Las
lineas az; + z, + ¢ = 0 muestran sistemas que realizan el mismo
sistema 6ptico (a, b, ¢).

ab— (1+bc)g; — ag,
z, = ,

abg,
-b
2y = g1+ 92 ’
9192
b-g, —ag,
2 = ———== 19)
s bg,

con dos parametros libres, g,, g,, que podemos escoger jui-
ciosamente entre las pocas lentes que tengamos a disposicién
de manera que el plano contenido en el espacio z,, 25, 23 de
las Ecs. (19), bg 2, + 919225 + bgy23 = 2b — dg, — ag,,
intersecte el octante z,, 25,2, > 0.

5. Configuraciones de tres lentes

Configuraciones de tres lentes completaran el octante que fal-
ta, (a > 0,b > 0,c > 0), de sistemas que no son realizables
con dos lentes y que se muestra en la Fig. 9. Procederemos a
construir sistemas restringidos de tres lentes LDLDL (donde
las lentes extremas tocan las pantallas) colocando una lente L
frente a sistemas semi-restringidos de dos lentes DLDL, cu-
yos pardmetros abc se encuentran en la region llena. Después
examinaremos la regién que atin asi queda irrealizada. Como
antes, multiplicamos las matrices correspondientes:

(1 g) (a b)_(a’=a+gc b’=b+gd) 20)
0 1/\c d/ \cd=c d=d
donde los pardmetros a,b,c cumplen con las restriccio-
nes (14), y donde buscamos en los puntos (a’ > 0,b' > 0,
¢’ > 0) del octante por cubrir. Es evidente que con a < 0,
¢ = c > 0yunalente g € R apropiada, a’ puede alcan-
zar cualquier valor real. De esta manera llenamos el octante
(¢’ > 0,b' > 0,c" > 0). Sin embargo, el valor ¢' = 0 estd
excluido de este conjunto porque entonces a = a' < 0 es fi-
ja. En consecuencia, con configuraciones restringidas de tres
lentes LDLDL podemos realizar todos los sistemas 6pticos,
excepto el cuadrante de plano (a > 0,b > 0, ¢ = 0) indicado
en la Fig. 11, que examinaremos adelante.

Con un minimo de tres lentes, dos de ellas coincidentes
con las pantallas de entrada y salida, podemos producir en
particular los desplazamientos negativos que ocupan el
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FIGURA 11. El cuadrante plano no realizable con configuraciones
restringidas de tres lentes LDLDL. Para llenar esta regién (que in-
cluye magnificadores puros positivos) se requiere de la configura-
cién gencral semi-restringida DLDLDL.

eje +c. En la Ref. 1, se encontré un resultado para sistemas
DLDLDLD (sin restriccién) y se propuso un arreglo equiva-
lente al siguiente LDLDL con dos de tres lentes iguales y
convexas:

L4/;DsL2/;D2:Lay: = D-.. 1)

El aparato tiene longitud 3z y actia como un espacio ne-
gativo —z. No hay indicacién en [1] sobre c6mo se encontré
la solucién (21). Para trascender las soluciones de ensayo-
y-error, invertiremos los cinco pardmetros g, 2y, ga, 23, g3
de la configuracién restringida LDLDL en términos de los
pardmetros a, b, c del sistema deseado, escogiendo dos de
ellos independientes —por “simetria” tomamos los dos vue-
los libres. Despejando las relaciones para los otros tres obte-
nemos
ct+az, + 2,

b

91

€z,
c+zy+2
gy = L S
212y
c+z; +dz,
gy = — 222 (22)
cz,

Si lo que deseamos es un vuelo libre D, negativo, tomamos
a=1=d,b=0yc=—2 > 0, y encontramos las igualdades

2219) = 212392 = 22393 = Z, (23)

donde Z = z + 2z, + z,. En particular, si queremos un sistema
con espacios iguales 2; = z5 = z, tendremos también lentes
iguales g, = g, = g5 = 3/2. Es decir, descubrimos un nuevo
arreglo 6ptico:

£3/2Dz£3/zD2£3/z =D_,. (29

El aparato (24) es mas eficiente que el de Sudarshan, Mu-
kunda y Simon [1] en (21), porque su longitud total es 2z,
y es simétrico bajo reflexién z <+ —z (esto elimina algunas
aberraciones mds alld del régimen paraxial).

Los sistemas que no pueden ser realizados con los cinco
elementos LDLDL ocupan el cuadrante plano (a > 0,5 >0,
¢ = 0). Esto es evidente en (22) porque ¢ = 0 aparece en dos
de los tres denominadores; az; + 2, y z; + dz, no pueden ser
cero con a y b en este cuadrante. El cuadrante “prohibido”
es un plano necesariamente abierto en su arista a = 0, y ce-
rrado en su arista b = 0. Prominentemente, los magnificado-
res puros positivos representados por matrices diag (a,a™!),
a > 0, no pueden ser realizados en configuraciones restringi-
das de tres lentes. Si precedemos el arreglo LDLDL con un
desplazamiento, como en (13), es facil ver que de ¢ # 0 po-
demos pasar a ¢’ = 0 con una z apropiada (y a # 0). De esta
manera, con la configuracion de tres lentes semi-restringida
DLDLDL, llenamos el plano de la Fig. 11 y cubrimos todo el
espacio abc de sistemas Gpticos paraxiales.

Si nos preguntamos cémo (y con qué pardmetros li-
bres) podemos construir con tres lentes en configuracién

DLDLDL un sistema deseado M (Z Z),
producto genérico de tres desplazamientos positivos 2, 25,
y 24 y tomar las tres lentes g,, g,, y g5 por pardmetros libres.

Obtenemos

basta invertir el

2 = 1 L%t (d — cg3)9y

h 9 (ag; — b)g,
1 1 -b
meto Ll amctb
g9 92 9192
1
23 == 4 9 + ago (25)

g2 (a.‘]s - b)gz '

Por ejemplo, para construir los magnificadores puros b =
0 = ¢ sobre el eje a de la Fig. 5 con tres lentes iguales
g; = g = g3 = g, reducimos las relaciones anteriores a

al+1+4+a 2+a 1+ 2a

(26)

Cuando a > 0, con tres lentes convexas iguales que hayamos
encontrado en el estuche podemos determinar las distancias a
las que debemos colocarlas para obtener el magnificador de-
seado. Cuando a < 0, podemos realizar magnificadores con
dos lentes convexas DLDL como vimos anteriormente (o, si
insistimos en meter una lente mas, tendremos que cuidar que
sea tal que las tres distancias (25) sean positivas). Parag = 1
tenemos el sistema unidad realizado como (DL)3 con tres dis-
tancias iguales y longitud total f = 1/g:

Dg/y L:g Dg/g L:g D3/y Lg =1. (27)

Con esta configuracién cerramos el ciclo de 360° de transfor-
madas fraccionales de Fourier.

Es importante notar en toda la discusién anterior, que
cuando juzgamos el desempefio de un sistema 6ptico por las
imdgenes que nos proyecta sobre sobre una pantalla, es decir,
cuando somos ciegos a la direccién de los rayos que llegan,
entonces perdemos un parametro. En efecto, vemos de (3)
que las matrices de dos sistemas 6pticos que difieran en sus
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elementos d y b, llevaran el mismo rayo (p, q) al mismo pun-
to en la pantalla, ¢'(p,q) = aq — ¢p. Ignorar el pardmetro b
corresponde a proyectar el espacio abc de todas nuestras fi-
guras sobre el plano ac. Bajo este criterio de desempeiio,
sistemas DLD de una lente céncava ocuparén el cuadrante
(a > 1,¢ < 0): sistemas de una lente convexa, los dos cua-
drantes (a < 1,¢ < 0) y (a > 0,¢c > 0), etc.; y “todos”
los sistemas Gpticos seran realizables por configuraciones de
hasta dos lentes, DLDLD.

6. Conclusiones

Habiendo resuelto el problema de las tres lentes, queremos
agregar algunas lineas de contexto a la solucién. Aqui he-
mos trabajado con sistemas Opticos planos. En la tres di-
mensiones del espacio ‘real’, la dimensién del espacio fa-
se y de las matrices, como apuntamos, es cuatro. No seran
matrices generales de 4 x 4 las que representen sistemas
Gpticos, sino solo aquéllas que también preserven la estruc-
tura hamiltoniana [4] del modelo. El principio de Lavoisier—
Liouville (que implica unimodulariedad) tiene que generali-
zarse a preservar los paréntesis de Poisson {g;,p;} = 6, ;
entre las coordenadas cartesianas de posicién y momento en
cualquier nimero /N de dimensiones. Las matrices de trans-
formacién que cumplen con estas condiciones son las ma-
trices simplécticas (6], que no detallaremos mds que indi-

car su grupo por Sp(2N, R). Sucede que, accidentalmente
Sp(2,R) = SL(2,R).

El grupo de matrices Sp(4, R) tiene 10 pardmetros, y los
elementos Spticos a nuestra disposicién son desplazamien-
tos positivos como antes en (1), y lentes astigmdticas dadas
por (2) donde la potencia gaussiana g se reemplaza por una
matriz simétrica g de 2 x 2 que tiene 3 pardmetros libres. Se
puede demostrar que a partir de estos elementos también se
genera el grupo completo de todos los sistemas 6pticos [7].
Allf los transformadores fraccionales de Fourier, que en dos
dimensiones son puntos sobre un circulo S, en cuatro di-
mensiones son puntos en una hiperesfera S* [8]. Lo que para
dos dimensiones era el grupo de rotaciones SO(2) = U(1),
en cuatro dimensiones se generaliza al grupo de matrices uni-
tarias de 2 x 2, U(2) £ SO(2) @ SO(3).

Desafortunadamente, los argumentos y figuras que nos
ayudaron en este articulo para resolver el caso en tres dimen-
siones, tendrian que generalizarse a diez. Creemos que es un
problema abierto. Vale decir que la descomposicién en siste-
mas de lentes y espacios no es el punto de vista natural en la
teoria de grupos. Alli es mds conveniente utilizar otras para-
metrizaciones, como la de Iwasawa, que factoriza a cualquier
sistema optico en un transformador de Fourier y un forma-
dor de imdgen astigmadtico [7, 8]. Con ello se gana claridad
en la teoria, ain cuando se glose sobre su realizabilidad con
configuraciones Opticas minimas.
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