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Introduccion

La XXV Escuela de Verano en Hsica fue organizada con el apoyo del
Posgrado en Ciencias Hsicas, el Instituto de Fsica y el Instituto de Ciencias F
isicas de la Universidad Nacional Autdnoma de México. Se llewd a cabo en las
instalaciones del Instituto de Fsica en Ciudad Universitaria del 12 al 16 de junio
y en las instalaciones del Instituto de Ciencias Hsicas en Cuer-navaca, Morelos,
del 19 al 23 de junio.

En esta Escuela se impartieron 15 cursos cortos de cinco horas de duracion cada
uno y 30 conferencias. Los cursos y conferencias cubrieron un am-plio espectro
con temas comodptica cudntica, sistemas complejos, Optica de meta-materiales,
biofisica molecular, plasmas, redes complejas, fisica médica, estructuras fonicas,
quimica cudntica y fisica abmica, entre otros.

José Récamier, ICF UNAM
Abril, 2018.
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Modelos de Estados de Markov en el estudio de cambios
conformacionales en proteinas

Marcelino Arciniega Castro
Instituto de Fisiologia Celular, Universidad Nacional Autéonoma de México,
Circuito Exterior S/N, Ciudad Universitaria, 04510 Ciudad de México, México.

Resumen

En los ultimos afios la construccion de Modelos de Estados de Markov (MEM), a partir de
simulaciones de dindmica molecular, ha permitido reproducir la dindmica
conformacional de biomacroméculas en escalas temporales de relevancia bioldgica. Los
MEM son capaces de estimar las propiedades estacionarias y cinéticas en periodos largos,
del orden de milisegundos, utilizando un conjunto de simulaciones a nivel atomico
que individualmente son mucho més breves. La teoria de Markoviana de procesos
estocasticos no solo facilita el estudio tedrico de procesos biomoleculares (tales como
plegamiento y funcion enzimatica), sino que ademas de abre la posibilidad de establecer
comparaciones cuantitativas con métodos de la biofisica experimentales a nivel molecular.
El presente expone las consideraciones teodricas del uso de MEM en el estudio de
macromoléculas.

Introduccion

La funcion biologica de las que desempefian las biomoléculas estd intimamente relacionada
tanto a su estructura tridimensional como a sus propiedades dinamicas. El término
conformacion es entendido, geométricamente, como el conjunto  posiciones
tridimensionales que poseen cierta similitud estructural entre si. Sin embargo, desde un
punto de vista dindmico, dicha conformacion debe de persistir por periodos largos (varios
ordenes de magnitud superiores a los periodos de vibracion térmica, por ejemplo) de tal
manera que el conjunto asociado resulte dindmicamente metaestable. La idea central
consiste en describir el comportamiento dindmico macroscopico (la medicion
experimental) con el comportamiento dindmico microscopico (la simulacion
computacional) a través del proceso de transicion entre subconjuntos metaestables.

Experimento Simulacién

Observable (t)

Tiempo Estado A Estado B

Fig. 1 — La simulacion provee interpretaciones moleculares de mediciones experimentales [1].
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Simulaciones de dinamica molecular

La dindmica molecular busca establecer un modelo matematico que describa, hasta cierto
detalle, el movimiento del sistema molecular de manera realista. Con enfoque
determinista, las simulaciones de dinamica molecular clasica resuelven las
ecuaciones de movimiento para un sistema de N particulas considerando, por medio
potenciales por pares, todas las interacciones internas (entre 4tomos que conforman a la
proteina) y externas (entre atomos de la proteina y del solvente). Por tanto, dada ciertas
condiciones iniciales (ry, po) se puede obtener soluciones (numéricas) que describan
la evolucion temporal del problema. Un sistema molecular que se encuentre en
equilibrio térmico mediante establecer contacto con un bafo térmico (manteniendo
ademds constante el nimero de particulas y el volumen) generard una funcion de
densidad de probabilidad en el espacio fase (Funcion de particion del Ensamble
Canoénico & Potencial de Helmholtz).

Estado A Estado B F(N,T,V) =—kTInZ
<
% 7 = f e BUCLTN) Ny U(ry, ..., TN)
L
Zp
AFAB = —kT In <_)
Zy

Coordenadas

Fig. 2 — La fisica estadistica provee fundamento teérico de la conexion entre la simulacion
de dinamica molecular y los experimentos bioquimicos in-vitro [2].

Limitaciones de la dinamica molecular

Uno de los principales problemas de la dindmica molecular es su limitado muestro del
espacio de estados. Aunque tedricamente la simulacion de un sistema por un periodo
infinito lograra visitar la totalidad del espacio de estados, dicha simulacion infinita no es
factible. Por tanto, usualmente las simulaciones clasicas no proporcionan la estadistica
suficiente para poder estudiar los procesos de interés.

Computacionalmente

Caso ideal Caso real Protocolo
Espacio de Espacio de Espacio de
estados estados estados

Fig. 3 — Es necesario implementar protocolos que eviten las limitaciones técnicas.
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Modelos de estados de Markov

Considerando la trayectoria del sistema x(t) representando el estado del sistema al tiempo t € 2
(Espacio de estados), es posible establecer un proceso estocastico sin memoria

p(x, A; D) = P[x(t + DE A |d)=x |
donde la densidad de probabilidad de transicion para cualquier par de estados x, y € 2

p(x,A;7) = f dy p(x,y; 1)
A

Las condiciones de equilibrio en el cuales se llevan a cabo los experimentos biologicos justifican
que el establecimiento de la hipotesis ergddica.

Jim = [ de FGe(©) = [, fG) p(x)dx sdonde [ dxp(x) = 1.

Con pu(x)como la densidad en equilibrio o estacionaria, los procesos de interconversion entre
diferentes estados debe estar regido por el equilibrio detallado

uXpx,y;t) = n(¥py, x 1)

Estados discretos

Estado

—_—

Tiempo

Fig. 4 — La segmentacion del estacio de estados permite establecer trayectorias discretas [3].

Operador de Propagacion

Considerando un ensamble de sistemas moleculares en un tiempo dado t, distribuidos in el
espacio de estados ) de acuerdo a una densidad de probabilidad p;(x).

Perc(¥) = L() o p(y) = f dx p(x,y; T)p.(x)
n
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La aplicacion de A1) sobre p, (x)modifica la densidad de probabilidad p,.,(y)haciéndola mas
parecida a u(x), a la cual debe relajar en tiempo infinito.

El propagador satisface la ecuacion de Chapman-Kolmogorov:
Pester(X) = [L(D]* o pe(%)

Y puede ser asociado a sus correspondientes eigenfunciones ¢; y eigenvalores A;:
L(T) o ¢i(x) = 2,¢;(x)

La eigenfuncion asociada al primer eigenvalor A, corresponde a u(x). Los siguientes eigenvalores
estaran asociados con distribuciones correspondientes a procesos de relajacion en tiempos finitos.

El operador continuo de propagacion facilita el tratamiento matematico y provee elementos para la
validacion de los modelos de Markov. Sin embargo, la segmentacion del espacio de estados,
conllevan a su implementacion discreta

1P>[x(t+r) € S Nx(t) € Si]
P[X(t) S Sl]

T;j(7) =

Esta es la matriz de transicion estocastica y contiene la informacion necesaria para describir
proceso bajo estudio, en nuestro caso, las transiciones entre conformaciones bioldgicamente
relevantes para el sistema proteico bajo estudio.

Comentarios finales

El tratamiento de las simulaciones de dinamica molecular empleando el tratamiento Markoviano a
través del operador de propagacion resulta bastante atractivo. Si en la practica se logar establecer
una matriz de transicion estocastica que aproxime de manera adecuada al operador de propagacion,
entonces es posible estudiar procesos de relevancia biologica, tales como diferencias de energia
libre y/o caminos de transicion entre dos conformaciones. Sin embargo, establecer la matriz
transicion estocastica que satisfaga las condiciones tedricas no es una tarea sencilla.

Referencias

1. T. Schlick, Molecular Modeling and Simulation: An Interdisciplinary Guide, Vol. 21, 2nd
ed., Springer, Berlin, 2002.

2. M. E. Tuckerman, Statistical Mechanics: Theory and Molecular Simulation, Oxford
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3. G. R Bowman, V. S. Pande and F. Noé, eds., Introduction to Markov State Models and
Their Application to Long Molecular Simulation, Adv. In Experimental Medicine and
Biology, 797, Springer, Berlin, 2014.
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Aplicaciones de plasmas frios

Horacio Martinez Valencia

En esta platica se abordaron los trabajos de investigacion mas relevantes que se llevan a cabo en
los laboratorios de espectroscopia y Optica del ICF. Estos trabajos incluyeron temas como
fisica de plasmas de baja temperatura, procesos de interaccion luz-materia y caracterizacion-
modificacion de superficies en so6lidos por medio de su interaccion que plasmas. Ademas, se
abordaron técnicas de analisis quimico implementadas en los laboratorios mencionados como
espectroscopia infrarroja (IR), espectroscopia Raman, y espectroscopia de rompimiento inducido
por laser (LIBS).

Al final de la platica se organizo6 una visita a los laboratorios de espectroscopia y 6ptica en donde
los participantes de la escuela de verano interaccionaron con algunos de los
experimentos mencionados en la charla.

A continuacion, se describen brevemente algunos de los trabajos mas relevantes que se mostraron
en la presentacion:

Tratamiento de superficies mediante su interaccion con plasmas frios.

En la charla se abord6 el estudio de la modificacion superficial de materiales — como metales
y polimeros — y peliculas delgadas al ser sometidas a plasmas de descarga eléctrica generadas
en atmosferas controladas. Dicha interaccion modifica propiedades mecéanicas y quimicas de
los materiales, mejorando sus propiedades y permitiendo su uso en aplicaciones diversas.

Como ejemplos ilustrativos se abordd el tratamiento de peliculas delgadas para mejorar sus
propiedades Opticas y ser utilizadas en celdas solares; asi como el tratamiento mediante plasmas
frios de membranas poliméricas para modificar su hidrofobicidad.

Tratamiento de aguas residuales por medio de plasmas frios

Otro de los proyectos mencionados en la charla fue la aplicacion de plasmas de descarga para
el tratamiento de aguas contaminadas por colorantes. Se abordo en particular el trabajo
realizado sobre aguas contaminadas con colorantes utilizados en la industria textil en donde el
plasma es capaz de degradar de forma eficiente dicho colorante alcanzando remociones mayores

al 95%.

Espectroscopia Raman e IR

Las espectroscopias Raman e infrarroja, técnicas complementarias entre si, proveen informacion
de la estructura y la composicion a nivel molecular de los materiales analizados gracias a su
interaccion
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con la radiacion electromagnética. En la charla se abordaron los principios basicos de las
técnicas y se enfatizo en el uso de estas técnicas en algunas de las aplicaciones que se han
realizado en los laboratorios de espectroscopia. Estas técnicas analiticas representan
herramientas esenciales en la caracterizaciéon de los materiales que se estudian en el
laboratorio ya que nos muestran las modificaciones que presentan los materiales al estar
expuestos a los plasmas frios.

Espectroscopia LIBS

La espectroscopia de rompimiento inducido por laser (LIBS), recién implementada en el
laboratorio de Optica, representa una técnica analitica que provee informacion
elemental respecto a la composicion quimica de materiales. Esta informacion se obtiene a
partir de la emision los d&tomos presentes en un plasma generado a partir de la interaccion
de un pulso laser con el material a analizar (generalmente la superficie de un sélido).

En la charla se abordaron los conceptos basicos de la técnica, asi como su instrumentacion
basica y el estado del arte enfocado a las aplicaciones de LIBS mas sobresalientes como
pre-ambulo para discutir uno de los proyectos principales que se desarrollan en el
laboratorio de optica.

El proyecto esta relacionado con el analisis de muestras liquidas, estado de la materia en
donde la técnica LIBS presenta una sensitividad limitada principalmente a las pérdidas de
energia asociadas a las propiedades fisicas de los liquidos (evaporacion del liquido,
produccion de ondas mecdanicas, salpicaduras que reducen el tiempo de vida del plasma,
etc.). Para evitar dichas perdidas de energia se recurre a la implementacion de levitacion
acustica de las muestras liquidas, lo que permite reconcentrar los analitos de interés al
disminuir el volumen del liquido luego de un secado parcial de la gota levitada, y de esta
forma mejorar la sefial LIBS obtenida.

Al final de la charla, los participantes de la XXV escuela de verano acudieron al laboratorio
de optica del ICF en donde presenciaron el fendmeno de la levitacion actstica de muestras
liquidas, ademas de interaccionar con la instrumentacion optica, mecanica y electronica de
la técnica LIBS y el sistema de levitacion ultrasénico.
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Fundamentos de ondas gravitacionales

Juan Carlos Degollado
jedegollado@icf.unam.mx

1 Introduccion

Las ondas gravitacionales son producidas por masas aceleradas, de forma semejante que las ondas elec-
tromagnéticas se producen por cargas aceleradas. Debido a que la gravedad es la mas débil de las cuatro
interacciones fundamentales, las ondas gravitacionales tienen amplitudes muy pequenas. Por ejemplo,
una onda gravitacional intensa produciria desplazamientos del orden de 10~® metros (esto es una canti-
dad mil veces més pequena que el didmetro maximo estimado para el protén). Ondas de tal intensidad se
producen como resultado de sistemas muy masivos que experimentan grandes aceleraciones. Un ejemplo
de este tipo de sistemas son dos agujeros negros en Orbita casi a punto de fusionarse.

El 11 de febrero de 2016 la colaboracién LIGO (Léser Interferometer Gravitational-Wave Observa-
tory) comunicé la primera deteccién directa de ondas gravitacionales. Esta deteccién representa una
confirmacién directa de una prediccién de la relatividad general de Einstein formulada hace méas de cien
anos y por eso es de gran relevancia en la fisica actual.

El nombre que se le asigno a la senal fue GW150914 que significa que la onda gravitacional se detect6
en 2015 en septiembre 14. De acuerdo con los andlisis presentados por la colaboracién, la senal es
consistente con las predicciones de relatividad general sobre la forma de onda producida por la fusién
de dos agujeros negros asi como la subsecuente relajaciéon hacia un unico agujero negro. Esta deteccién
constituye la primera evidencia de la existencia de las ondas gravitacionales y mas aun, es la primera
observacion directa de la colision de dos agujeros negros. La senal fue detectada por los dos detectores que
conforman LIGO, uno en Handford estado de Washington y el otro en Livingston estado de Louisiana.
Las ondas gravitacionales que se detectaron son consistentes con la senal producida por la colisién de
dos agujeros negros de masas 36 y 29 veces la masa del sol [2, 3]. Los agujeros negros estaban orbitando
alrededor de su centro de masa a una distancia de aproximadamente 350 km hasta que colisionaron y
formaron un solo agujero negro.

La deduccién sobre las propiedades de la fuente que produjo estas ondas gravitacionales se hizo a
través de herramientas tedricas, analiticas y computacionales. Por ejemplo, se crearon plantillas mediante
simulaciones numéricas al resolver las ecuaciones de Einstein y se desarrollaron algoritmos muy eficientes
de andlisis de datos [4]. El evento GW150914 permitié en particular probar las predicciones hechas
por la relatividad general en el régimen de gravedad intensa. La sefial fue lo suficientemente clara para
disenar algunas pruebas de consistencia con las predicciones de la relatividad. Los resultados principales se
obtuvieron al comparar la senal detectada con la fase y amplitud de la onda predicha por las simulaciones
numéricas. Estas comparaciones permitieron estimar los pardmetros del sistema binario tal como la masa
de los agujeros negros originales, su distancia a la Tierra y el momento angular intrinseco o espin del
agujero negro resultante [5].

Aqui presentamos algunos de los fundamentos de la teoria de las ondas gravitacionales que le ayudaran
al lector a entender los principios basicos de uno de los descubrimientos mas importantes de nuestros
tiempos.

2 El formalismo de las ondas gravitacionales

Las ondas gravitacionales se producen por la aceleracién de masas y se propagan a la velocidad de la
luz. Su deteccion ha resultado muy dificil porque casi no interactian con la materia y su intensidad es
muy pequena cuando nos llegan. Los eventos mas extremos del universo como la colisién de dos agujeros
negros o estrellas de neutrones solamente producirdn variaciones en longitud del orden de 1072! en los
detectores sobre la Tierra.

Las ondas gravitacionales se caracterizan por las siguientes propiedades:

e Viajan a la velocidad de la luz.
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Son transversas a la direccién de propagacién.

Tienen dos estados de polarizacién independientes

Transportan energia desde el sistema que las produce.

Pueden detectarse por el efecto que causan sobre particulas en caida libre.

Para hacer un estudio de las ondas gravitacionales es necesario utilizar la relatividad general de Einstein.
La relatividad es un teoria no lineal asi que no es facil distinguir entre fenémenos radiativos, de campo
débil, y de bulto, de campo fuerte. Sin embargo, si es posible entender fenémenos ondulatorios bajo
ciertos escenarios. Aqui nos centraremos en la descripcién perturbativa en un espacio tiempo de fondo
plano de Minkowski.

Si el campo gravitacional no es muy intenso, es posible encontrar un sistema de coordenadas carte-
sianas tal que el tensor métrico g,,,, estd compuesto por la métrica de Minkowski 7,,,, mas perturbaciones
Ry, de la forma:

Guv = M + Py (| << 1. (1)
Supondremos de aqui en adelante que h,,, es un tensor de tipo (0,2) en el espacio tiempo de Minkowski
como fondo. De esta forma, la métrica 7,,, y su inversa n*”, se utilizardn para bajar y subir indices.

Bajo estas consideraciones podemos linealizar las ecuaciones de campo de Einstein. Comencemos con
el tensor de Ricci. Despreciando los términos a segundo orden en h,, queda como:

1
Ry = 5 (00,1 + 0000 — 0,0,1% o — Ohy) + O(H?) | (2)

en donde el operador d’Alambert en el espacio plano es O := n*”0,,0,. La parte lineal del escalar de
Ricci, definido como R := n** R*¥ es:

R =n""R,, + O(h*) = 9,0,h*” — Oh,, + O(h?) . (3)

Finalmente el tensor de Einstein G, := R, — %ng, a orden lineal es:
1
G =5 (000,h®y + 000y h®, — 0,0,h% o — Ol + 10 (Oh — 9,05h°)) + O(h?) . (4)

Es atin posible simplificar la versién linealizada del tensor de Einstein introduciendo la siguiente
funcién conocida como la perturbacion de traza reversa

1
Ry = Ry — §nm,h . (5)
Sustituyendo en la expresién (4) se obtiene
1 _ _ _ _
G = 5 (PuOuh®™s + 0a0uh* = Ohyuy = 0 0adsh®?) + O(h?) . (6)

Utilizando una transformacién infinitesimal de coordenadas z'® — z®, conocida como transformacion

de norma dada por:
2 = 2% () )

podemos elegir un sistema en el cual se siguen las siguientes condiciones:

dphP* =0 . (8)

A la eleccién anterior se le conoce como norma arménica. El tensor de Einstein en esta norma se simplifica
considerablemente:

1 -
Gl = =3Oy + O(h?) . (9)
Finalmente, podemos escribir las ecuaciones de Einstein a orden lineal en la perturbacién:
. 167G
Ohy, = _CTTIW . (10)

Como resultado, las soluciones dependientes del tiempo de las ecuaciones (10) pueden interpretarse
como ondas gravitacionales débiles. La solucién més simple a estas ecuaciones en vacio (T}, = 0) es una
onda plana monocromaética de la forma:

huw = Ay cos(kax®) . (11)
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A, es un tensor de amplitud constante y hemos escogido por simplicidad que la fase inicialmente es
cero. Cuando se sustituyen las soluciones (11) en las ecuaciones (10) se obtiene la condicién:

*Pkaks =0, (12)

por lo que k% son componentes de un vector nulo. De donde se confirma que la velocidad de propagacién
de las ondas es la velocidad de la luz. Las ecuaciones de Einstein tienen la forma simple (10) si las
condiciones para la norma arménica (8) se satisfacen. Esto lleva al requerimiento que la solucién de onda
plana h,, es ortogonal a k”:

huk” =0. (13)

Podemos concluir de esta expresion que las ondas gravitacionales son transversales. Si introducimos la
frecuencia de las ondas como la componente cero del cuadrivector k¥ w = ck? y la frecuencia medida en
hertz f, mediante w = 27 f, las componentes espaciales de k* forman el vector de onda, que apunta en
la direccién de propagacion. Su longitud euclidea esta relacionada con la longitud de onda A, mediante
A =27/|kY.

Los grados de libertad reales del campo h,,, se representan mejor escogiendo un sistema de coorde-
nadas adecuado como mostraremos a continuacién. Para cada evento del espacio tiempo descrito por las
coordenadas x® escojamos un vector u* y consideremos una transformaciéon de norma generada por las
funciones £% de la forma:

£ = B cos(kgz”) . (14)
Es posible elegir las cantidades B% de tal forma que en el nuevo sistema arménico 2’ = z% + £¢ las
siguientes condiciones se satisfacen [9]:

7/ v 7./ _
by, h,=0. (15)
En particular las ecuaciones (14) preservan las condiciones:
7/ v __
h, k" =0, (16)
y o
Py = Iy (17)

Las ecuaciones (15) definen el sistema transverso y sin traza (TT) para el vector u*. Estas ecuaciones
representan 8 constricciones sobre las componentes de las funciones B;“,, cualquier onda gravitacional
plana y monocromaética posee inicamente dos grados de libertad independientes. Estos grados de libertad
son las polarizaciones de la onda. La forma més simple de describir las dos polarizaciones de una onda
gravitacional es escogiendo al vector u* de la forma u* = (1,0,0,0). En este sistema el tensor de
perturbacion satisface que:

huo = 0. (18)
De aqui en adelante omitiremos la barra de h,,, ya que BW y hyu coinciden en el sistema T'T. Si suponemos
que la onda gravitacional se propaga en la direccién +z, el cuadrivector de onda k* = (w/c¢,0,0,w/c) y

hu3 =0. (19)
La condicién de traza nula se reduce a
hi1 + hoy =0 . (20)

Es muy comin en la literatura denotar a las componentes independientes del tensor de perturbacién
como:
hy = hi1 = —haa , hy = hi2 = ha . (21)

Las funciones h4 y hx se conocen como polarizacién mas y polarizacién cruz de la onda gravitacional.
La forma de onda en el sistema TT se puede representar en forma de una matriz como:

0 0 0 0

BT (1, ) = 0 hy(t—z/c) hx(t—z/c) 0O
py A0 0 hx(t—z/c) —hy(t—2z/c) 0O ’
0 0 0 0
en donde
hy = A, cos (w(t - z)) ,  hx = Axcos (w(t - z)) : (22)

A, y Ay son las amplitudes de la onda.
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3 Respuesta de las particulas de prueba ante el paso de una
onda gravitacional

De acuerdo con el principio de equivalencia, los efectos de la gravedad pueden transformarse y los efectos
de una onda gravitacional sobre una sola particula de prueba no tienen consecuencias medibles. Las
coordenadas de una particula de prueba permanecen sin cambio ante el paso de una onda gravitacional
[10].

Las ondas gravitacionales pueden detectarse solamente por su influencia sobre dos o mas particulas
en diferentes posiciones. Las propiedades de las ondas gravitacionales, como su frecuencia o su amplitud
estan relacionadas con el movimiento de las masas de prueba involucradas y por lo tanto los detectores
de ondas gravitacionales interferométricos son dispositivos disenados para medir cambios relativos en su
longitud [11].

Las ondas gravitacionales representan perturbaciones de curvatura y su efecto sobre particulas de
prueba es a través de efectos de marea. Para entender mejor esta afirmacién consideremos dos particulas
que siguen dos geodésicas cercanas y ambas estdn parametrizadas por el mismo parametro A. Sea s el
vector que conecta dos puntos sobre las curvas con el mismo valor de A. La ecuaciéon que nos dice como
cambia este vector con la geometria del espacio tiempo es la ecuacion de desviacion geodésica

d?st
v Rh ju®s'uf =0, (23)
en donde u* es el vector tangente a las geodésicas [12].

El efecto real de una onda gravitacional sobre un conjunto de particulas se puede entender a partir

de esta ecuacion que en la teoria lineal es

d?sk
dt?

= —Rfjtsj . (24)

Sustituyendo las componentes del tensor de Riemman en términos de la funcién de onda en la norma TT
se obtiene:

1
k kp TT
Sttt = 58 hij,tt . (25)
Veamos el efecto que tiene el paso de una onda gravitacional sobre un anillo de particulas libres.

Supongamos que a t = 0, llega una onda gravitacional, de modo que que para tiempos t < 0, h;FJT =0,

s'(t) = s = cte, t<0. (26)

Esperamos que s'(t) = s§ + O(h) para t > 0 por lo que podemos escribir:

ﬁ = EGQhZTJT J N @ = E%y (27)
a2 2 o2 77 ez 2 otz 707
que puede integrarse de forma inmediata
4 1. T
s'(t) = (6;- + 2h;(t)> sh, t>0 (28)

Si orientamos los ejes espaciales del sistema de referencia propio de tal forma que la onda se propague en
direccién +z. Podemos escribir:

0 0 0 0
i 0 hy (t) 7h+(t) 0
0 0 0 0
Las posiciones (28) quedan como
1
s(t) = 5 + 5 [h+ ()55 + hx (t)sp] (29)
1
s7(t) = 5+ 5 [hx ()55 — he-()s0) (30)
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Supongamos que tenemos un conjunto de particulas libres y que estdn situadas sobre un anillo en
el plano (z,y). Las coordenadas de cada particula sobre el anillo pueden parametrizarse por un dngulo
¢ € [0, 27] de forma que las componentes de su vector posicién son:

$3 = 1o cos ¢, sy = rosin ¢, s§=0. (31)
Primero, notamos que el anillo permanecerd en el plano (z,y) ya que para todo tiempo
s%(t) = 0. (32)

Segundo, estudiemos el efecto de una onda gravitacional con sélo una polarizacién. La onda gravitacional
estd en el modo + cuando hy = 0. Utilizando las ecuaciones (28) se obtiene

s(t) =rgcos ¢ (1 + ;h+(t)> , (33)

sY(t) = rosin ¢ (1 - ;h+(t)) . (34)

En ¢ = 0 las particulas sobre un anillo perfectamente circular (hy(0) = 0), pero cuando pasa la onda,
la forma se ve modificada. Podemos obtener la forma del anillo notando que la trayectoria resultante se
escribe como

(s7)? (s¥)?

RGN0 (35)

en donde ai(t) :==ro (1 + ;m(t)) : by(t) :==ro (1 - ;h+(t)> : (36)

Las ecuacién (35) describe una elipse cuyo centro es el origen del sistema de coordenadas. Los semi-ejes
de la elipse a4 (t) y b4 (t) son paralelos a los ejes x y y respectivamente. Si h (t) es una funcién oscilatoria,
que cambia de signo con el tiempo (juna onda!), la deformacién del circulo inicial serd sigue:

1 1
as(t) = (1 n 2h+<t>) b =10 <1 - 2h+<t>> (37)
e En los intervalos de tiempo en los que hy (t) > 0, el circulo se estira en la direccién x y se comprime
en la direccién y.
e Cuando hy() < 0 la compresién es a lo largo del eje y y el estiramiento es en la direccién x.

La onda gravitacional estd en la polarizacién x cuando h; = 0 de modo que

S*() = 1o <cos 6+ hy (t)% in ¢, > (38)
Y1) = ro (sin 6+ ho (t)% cos ¢>,) (39)

Introduzcamos en el plano (z,y) unas nuevas coordenadas (z’,y’) relacionadas con las anteriores pero
rotadas alrededor del eje 2’ por un dngulo de o = 45 grados

s _ cosa  sina sT\ L 1 1 s®
v ) T\ —sina cosa s ) 2\ -1 1 sY

Si reescribimos las trayectorias en términos de las coordenadas (', §’) nos queda

5 (t) = %ro(sind) +cos6) (14 A (1)), (40)
57 (£) = —=ro(sin g — cos @) (1 — hu (1)), (41)

%

y después de eliminar el pardmetro ¢ se obtiene




con

1 1
ax(t) =0 <1 n 2hx<t>) b =10 (1 - 2hx<t>) . (13)
Que tienen la misma forma que la polarizacién 4. El anillo circular inicial se deformard en una elipse
cuyo centro es el origen pero cuyos ejes estan rotados 45 grados con respecto a los ejes x, y.
En la siguiente seccién describiremos como estimar la cantidad de energia que se radia como ondas
gravitacionales cuando una masa se acelera.

4 Energia y momento transportado por ondas gravitacionales

Debido a la naturaleza global de la interaccién gravitacional, no es posible determinar la energia de una
onda gravitacional en una regién del tamano de una sola longitud de onda. Sin embargo, si podemos
calcular la energia contenida en una regién del espacio que se extiende sobre varias longitudes de onda. Es
posible asociar un tensor de energia momento a las ondas gravitacionales t,,,,, promediando el gradiente
al cuadrado del campo de onda sobre varias longitudes de onda. En la norma TT se escribe se hace
mediante la siguiente expresion:

4
c i
e (0 hs 0L hRy) (44)
Si ademds hg, = 0, entonces
4 3
__¢ TT 5 3 TT
ta = 55— D (OuhisT OuhT) (45)
ij=1

Para una onda plana que se propaga en la direcciéon +z, las componentes diferentes de cero del tensor
tu son:

2

~ 167G

Es posible obtener un resultado interesante si consideramos por simplicidad una onda monocromatica
como (11) y sustituimos su expresién en la ecuacién previa:

top = —toz = —t.0 = 1.2 <(ath+)2 + (8th><)2> : (46)

c2w?

too = =2 (A3 ((sin*((t — 2/0))) + A% ((sin*(w(t — 2/0))) ) . (47)

El promedio sobre la funcién seno sobre un periodo da 1/2 y simplificando se obtiene la densidad de
energia:
71.02 f2

Con esta expresién podemos obtener algunos ordenes de magnitud. Por ejemplo, el flujo de energia
gravitacional producida por el colapso de un nicleo de supernova para formar un agujero negro de 10
masas solares a una distancia de 15 Mpc tiene frecuencias del orden de 10® Hz y amplitudes del orden de
Ay ~ Ay ~ 10722, El flujo de energia gravitacional obtenido es del orden de 3 ergs/cm? s que es como
diez ordenes de magnitud mas grande que el flujo de energia electromagnética reportado para un clapso
de supernova [9].

5 Aproximacion cuadrupolar

Una de las técnicas més simples para modelar la generaciéon de ondas gravitacionales es el formalismo
cuadrupolar. Este formalismo es muy importante porque es muy preciso para muchas fuentes astrofisicas
y es relativamente facil de utilizar. La hipdtesis principal de aplicabilidad es que la velocidad a la que se
mueven las fuentes es pequena comparada con la velocidad de la luz. Este requerimiento es equivalente
a pedir que la la longitud de onda caracteristica de la onda gravitacional emitida es mucho mas grande
que su tamano caracteristico Lg, A >> L.

El multipolo més bajo para la radiacién gravitacional es el cuadrupolo. No existe radiacién monopolar
como resultado de la conservacion de la masa. Tampoco hay radiacién dipolar como consecuencia de la
conservacion de momento. Para comenzar con el formalismo cuadrupolar, comencemos introduciendo un
sistema coordenado (¢, a ) (iem;rado en la fuente de la onda gravitacional. Sisuponemos que la fuente tien
una atraccion gravitacional débil, la teoria newtoniana sera una buena aproximacion para la relativida
general dentro y cerca de la fuente.
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Supongamos que un observador en reposo —con respecto a la fuente— detecta el campo de onda h1" v s €l
formalismo cuadrupolar nos brinda una expresion para ese campo en términos del contenido de materia
mediante:

C

, 2 G . R
hig (4 2") = 5 Q5" (t - ) . (49)
En donde R es la distancia euclidea del punto 2% al centro de la fuente y t es el tiempo propio medido

por el observador. La cantidad @;; es la parte simétrica del segundo momento de la densidad de masa
del sistema, p. En coordenadas cartesianas se calcula mediante la expresion:

1
gT /de <£L’i$j - 36ijr2> . (50)

Esta expresién debe ser evaluada en el tiempo retardado t,..; =t — %. El superindice T'T significa que
es necesario conservar la parte que es transversal a la direccién de propagacién de la onda y no tiene
traza. La cantidad @;; es la que aparece al hacer una descomposicion del potencial newtoniano es decir,
la asociada con el cuadrupolo [12].

GM B EQijxixj 7 EQijkxixjmk n

o=
r 2 rd 2 r7

(51)

La tasa de emisién de la energia .# y momento angular .%, transportados por la onda gravitacional
en la aproximacién cuadrupolar son [9]:

a S
Fp= T ‘Zl<(Qij)2> ; (52)
i,j=
y
0 OB
5= 55 Z €ijn(QiQri) - (53)
Iy

€;jk es el simbolo de Levi-Civita [10] y los puntos sobre las variables indican derivadas con respecto al
tiempo. La tasa a la que a fuente pierde energia y momento angular debe ser igual a menos la tasas dadas
por las ecuaciones (52) and (53) por lo que las las ecuaciones de pérdida de masa y momento angular de
la fuente son:

dEfucntc G 3
N - DI ((hER (54)
ij=1
Y 3
dJifuente 2G o
3 - 5o €ijk(Qi1Qrt) - (55)
4.k,1=1

La energia y momento angular radiada calculadas utilizando las ecuaciones (54) y (55) serdn precisas
siempre y cuando la longitud de la onda sea mucho mayor que el tamano caracteristico de la fuente L.
A continuacién mostraremos un ejemplo en el que utilizamos la férmula cuadrupolar para calcular la
energia radiada por un sistema de objetos compactos orbitando entre si.

6 El sistema de dos cuerpos en 6rbita

Una de las aplicaciones méas importantes del formalismo cuadrupolar como aproximacién a la relatividad
general es el problema de la emisiéon gravitacional de dos cuerpos en ¢rbita. KEste problema consiste
en describir la dindmica de dos cuerpos que orbitan uno con respecto a otro y caracterizar a radiacién
gravitacional que se emite en el proceso. El calculo se hace utilizando a gravedad descrita por Newton
para la dindmica de los cuerpos y la féormula cuadrupolar para la radiacion. Esta descripcién es valida
cuando la velocidad relativa del sistema binario es pequena comparada con la velocidad de la luz y cuando
la energia potencial gravitacional es grande comparada con la masa en reposo de los cuerpos.

A continuacién daremos una descripcién de un sistema binario y la radiacién gravitacional que emiten
mientras estan en orbita.
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Fig. 1: Dos cuerpos que orbitan uno con respecto al otro siguiendo trayectorias circulares.

Un sistema binario newtoniano se ilustra en la Fig. 1. Por simplicidad, suponemos que los cuerpos
siguen orbitas circulares y tienen masas iguales:

.7\41:]\42:]\47 y R]ZRQZR. (56)

En las coordenadas mostradas en la figura

z1(t) = RcosQt y1(t) = RsinQt , z1(t) =0. (57)
x2(t) = —RcosQt y2(t) = —Rsin Ot , z9(t) =0. (58)
Las componentes diferentes de cero del momento cuadrupolar (50) son:
2 (1 2 (1 2 9
Qve = MR 3 + cos 20t | Qyy = MR 3 cos 200t | Q.. = _§MR ) (59)

en donde p = Md(r; —r;(t)). La luminosidad de una fuente por ondas gravitacionales se define mediante
su pérdida de energia Ly, = — dE . Para el sistema binario que nos ocupa:

dt
Ly = §<QJQ”> (60)
= £ 5((Qu0)* +2(Q0,)” + (@) + (Q22)%) (61)
— % 6172 P4
= S QMR (62)

La frecuencia € y el periodo T estdn relacionados como 2 = 27 /T. Si ademds utilizamos la tercera ley

2 . . . .
de Kepler, R? = (i%i I~ la luminosidad en ondas gravitacionales es

Lyw = (63)

128 oy ¢” (TGP
5 G\ T '

(64)

Esta puede ser una cantidad enorme de energia. Por ejemplo, la luminosidad estimada para el evento
GW150914 es L ~ 0.2 x 1072Lg, en donde la luminosidad de Planck es Lo := ¢®/G ~ 10% erg/s. En
comparacién, la luminosidad del sol es de L = 3.839 x 1032 erg/s.

La energia de amarre gravitacional newtoniana es E = —%G%M , ¥ si tomamos su derivada con

respecto al tiempo:

dE  GmM dR

dt  2R? dt (65)
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conforme el sistema pierde energia por la emisién de ondas gravitacionales, la separacion entre los cuerpos

disminuye a una tasa de
dR 64 G M3
— = . (66)
dt 5 ¢ R3
Como consecuencia de que el radio del sistema binario decrezca, las componentes se mueven més rapido
y por lo tanto la frecuencia y amplitud de las odas gravitacionales emitidas aumenta. A esta etapa se le

conoce como senal de chirp. La frecuencia orbital aumenta de acuerdo a

1T 31dR
-z _2- =%t 67
Tdt 2Rdt’ (67)
y el sistema se fusionara después de un tiempo tsusion
5 ¢ R}
trusion = YT Y R
f 256 G3 M> (68)

en donde Ry es la separacion inicial.
El analisis previo puede generalizarse al caso de érbitas elipticas sin embargo, la emisién de ondas
gravitacionales tiende a circularizar las 6rbitas en un tiempo menor al tiempo de fusién[9].

7 Conclusiones y perspectivas

Las ondas gravitacionales permitirdn en un futuro cercano observar mucho més eventos astrofisicos de
los que hemos observado con el espectro electromagético. Se podran observar de forma recurrente las
fusiones entre agujeros negros y estrellas de neutrones que se encuentran a varios anos luz de distancia.
Con este tipo de observaciones, podremos ser capaces de determinar el mecanismo de formacién de dos
agujero negros midiendo de forma precisa su espin y con mayor precisién la masa de los agujero negros
progenitores. Aunque LIGO no aiin no es capaz de determinar la magnitud del espin de los agujeros negros
individuales, nuevas y mejores mediciones seran posibles con detectores mas sensibles. Esto también serd
posible con el desarrollo de herramientas de analisis de datos més sofisticadas.

La astronomia de ondas gravitacionales traera grandes avances a la astrofisica. Multiples detecciones
ayudaran a determinar la tasa a la cual agujeros negros colisionan y a probar modelos que describen
la formacién de sistemas binarios. Ademads, con ayuda de las contrapartes electromagnéticas las ondas
gravitacionales servirdn para tener un mejor entendimiento de la fisica de agujeros negros [18].

Las detecciones de LIGO han abierto una nueva era de astronomia de ondas gravitacionales. Con
esta nueva ventana, tendremos acceso a la informacién astrofisica que era invisible en el espectro elec-
tromagnético. Que la primera deteccién de LIGO haya sido de la colision de dos agujeros negros no sélo
muestra la existencia de las ondas sino que pone a los agujeros negros como objetos astrofisicos accesibles
para su observacion. Sin duda, estamos en la vera de fascinantes descubrimientos.
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Cosmologia inflacionaria
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1 Introduccion

La forma mas comun de realizar observaciones cosmoldgicas es mediante el espectro elec-
tromagnético. En orden creciente de energia se dispone de ondas de radio, microondas,
infrarrojo, luz visible, ultravioleta, rayos-x y rayos gama. Sin embargo mas recientemente
se han realizado observaciones utilizando neutrinos (que son particulas que interactian d
ébilmente) y rayos césmicos (particulas elementales altamente relativistas). Las observa-

Viielcngtii frctarsl The Electromagnetic Spectrum

cMB human sight
Radio Microwave Infrared Visible Ultraviolet X-ray Gamma Ray
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Figure 1: La forma mas comun de realizar observaciones cosmoldgicas es mediante el

espectro electromagnético.

ciones a muy grandes escalas (a nivel de superciimulos) apoyan el Principio Cosmoldgico,
que es la proposicion de que el universo es homogéneo e isotrépico. Este principio encuen-
tra su expresion matematica a través de la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW). Otro aspecto de vital importancia al que han llevado las observaciones
es el de la expansion del universo. Préacticamente todas las galaxias se estan alejando de
nosotros, lo cual se expresa mediante el corrimiento al rojo z. Hubble descubrié también
que cuanto mas alejada se encuentra una galaxia mayor sera su velocidad de recesion. Esta
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Figure 2: Corrimiento al rojo y al azul

expansion queda establecida mediante la Ley de Hubble. Cabe senalar que esta velocidad
se entiende actualmente como la velocidad de expansion del universo, permaneciendo las
galaxias en sus mismas posiciones comoviles.

El contenido de materia del universo observado o conjeturado estd dado por bariones,
radiacién, neutrinos, materia oscura y energia oscura.

Las ecuaciones cosmolégicas nos permiten describir la evoluciéon del universo. Estas se
siguen de las ecuaciones de la Relatividad General. El Principio Cosmolégico para un
universo homogéneo e isétropo se implementa matematicamente a través de la métrica de
FLRW. En este caso, el intervalo espacio-temporal estd dado por

dr?

2 _ 2 2

+ 72 df* + r*sin’ 0 d¢? | , (1)
en donde a(t) es una funcién del tiempo que se conoce como factor de escala del universo.
Su evolucién nos da una medida de la expansion de éste. En la Ec.(1) arriba, k es una
constante relacionada con la curvatura del espacio-tiempo. Las ecuaciones de Einstein
son ecuaciones entre componentes de tensores que relacionan la distribucién de energia-
momento de la materia con la geometria del espacio-tiempo

1
R, — §gu,,R =87GT,, + Aguw. (2)

La ecuacion de estado establece una relacién entre la presién y la densidad de energia
p = p(p) = wp. El tensor de energia momento para un fluido perfecto estd dado por

T,uyzdiag(pv -Dp, —D _p) (3)
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Figure 3: Contenido de materia del universo

Definiendo H como la funcién de Hubble

a(t
=" ()
a(t)
tenemos que para g¢,, y T, dados arriba de las ecuaciones de Einstein se siguen las
ecuaciones de Friedmann

TG k

=" 540

3 P (5)
a 4G
= ), (6

de éstas se sigue la ecuacién de continuidad o de conservacién de la energia

p=—3H(p+p). (7)

La cosmologia estandar estda apoyada por al menos tres tipos de observaciones: la ex-
pansién (de Hubble) del universo, la radiacion césmica de microondas de fondo de 2.725K
y la abundancia césmica de elementos ligeros (Hidrégeno, Helio, y Deuterio en particular).

2 Caracteristicas del universo

La curvatura del universo queda determinada por la constante k que aparece en la ecuacion
(1). Si k=0, el universo es plano. En tanto que si k > 0 0 k < 0 el universo es esférico o
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Figure 4: La cosmologia estandar esta apoyada por al menos tres tipos de observaciones:
la expansién (de Hubble) del universo, la radiacién césmica de microondas de fondo de
2.725K y la abundancia césmica de elementos ligeros.

hiperbdlico, respectivamente. Observaciones recientes sugieren que el universo es plano o
muy proximo a plano. Resolviendo las ecuaciones de Friedmann y de fluidos junto con la
ecuaciéon de estado p = wp, se siguen las soluciones para universos dominados por:
Materia: w =0, p ~ a3, a(t) ~ t*/3, H = 2/3t.

Radiacién: w =1/3, p ~a™, a(t) ~ t'/2, H = 1/2t.

Energia de vacio: w = —1, p ~ A = constante, a(t) ~ eflt, H = cte.

Mezclas: p = pmat + Prad + pa + ..

Lo anterior se modifica en el caso de curvatura distinta de cero. Usualmente la forma
de proceder en los problemas sencillos es especificando el tipo de fluido que se estudia
mediante su ecuacion de estado p = wp. Posteriormente se resuelve la ecuacion del fluido
obteniéndose la densidad p como funcién del factor de escala y finalmente de la ecuacion
de Friedmann se sigue la evolucién temporal del factor de escala a(t). En el caso de un
parametro de estado w constante, las ecuaciones se pueden resolver en forma general. Para
mezclas cada fluido obedecerd su propia ecuacién de evolucién sin embargo, en cualquier
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Figure 5: En la ecuacion (3), la constante k determina la curvatura del universo. Si k = 0,
el universo es plano. En tanto que si £ > 0 o k& < 0 el universo es esférico o hiperbdlico,
respectivamente. Observaciones recientes sugieren que el universo es plano o muy proximo

a plano.

caso, solo habra una ecuaciéon de Friedmann. Los principales pardmetros que describen
la dindmica global del universo son la razén de expansién actual del universo Hy, los
parametros de densidad de energia €; y el parametro de desaceleracion gy. Consideremos
ahora la edad del universo asociada con el parametro de Hubble Hy. De la ley de Hubble

77 = HO,F; (8>

podemos ver facilmente que H, ' tiene unidades de tiempo. Para un universo vacio Hy =

100h ;i implica

Hyt =9.77h! x 10%nios, (9)

donde, de acuerdo a las mas recientes observaciones Hy = 67.74 £ 0.46. A Hy' se le

conoce como el tiempo de Hubble.

Para un universo plano dominado por materia la edad del universo se ve reducida con
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respecto al tiempo de Hubble dado que a ~ t¥® = H = 2/3t = t, = (2/3)H;'. Para un
universo abierto la edad aumentaria. Esto se entiende por el hecho de que en un universo
con menos materia, toma més tiempo para que la atracciéon gravitacional detenga la
expansion a la razén de expansion actual. Las observaciones sugieren que una mejor
opcion para un universo de baja densidad es mantener la geometria plana introduciendo
una constante cosmolégica (pa se opone a la desaceleracién). Los valores preferidos son
Qar ~ 0.3, h ~ 0.67,= Qp ~ 0.7, t ~ 13.7 x 10? afios.

La densidad critica se define como aquella requerida para hacer plana la geometria del
universo y se denota p., queda definida por

K M.,
pe=1.8802 x 1072627 — 978571 x 101 ’

md (h=*Mpc)3’ (10)

donde M,, denota una masa igual a la del sol. Una galaxia tiene masa ~ 10 M. Las
galaxias tipicamente estdn separadas 1Mpc = puniverso ~ pPe = L= p/pe ~ 1.

La materia en las estrellas contribuye con Q.. ~ 0.005 — 0.01. No todo el material
que podemos ver esta en la forma de estrellas (gas, enanas obscuras m < 0.08M,,). Nu-
cleosintesis implica la abundancia observada de elementos si 0.016 < Q,h% < 0.024. La
curva de rotacién de galaxias requiere un halo con 4, ~ 0.1.

Asi mismo la gravitacion entre cimulos de galaxias — €, ~ 0.35, en tanto que por el
movimiento peculiar de las galaxias se infiere {2, > 0.2. Observaciones recientes apoyan
una densidad total 25 = 1. Todas estas son evidencias de que la materia bariénica cono-
cida no puede explicar los diversos fenémenos observados y que claramente es necesaria
la presencia de la materia obscura.

Propiedades de la radiacion de fondo: T = 2.725 £+ 0.001 K, radiaciéon de cuerpo negro
€rad = PraaC® = oT* = Qpuq = 2.47 x 1075h~2. Una propiedad importante se sigue de
Praa ~ 1/a* ~T* = T ~ 1/a. Conforme el universo se expande y se enfrfa la distribucién
de radiacion continia correspondiendo a una distribucién térmica de cuerpo negro.

El origen de la radiacién de fondo se encuentra en la formacion de sistemas neutros (dtomos
de hidrégeno) con la consecuente liberaciéon de fotones a una temperatura Ty ~ 3000K
conocida como época de recombinacién o desacoplamiento. Esto ocurre en la superficie
de tultima dispersién.

Consideremos la historia térmica del universo: la contribucién a )y de neutrinos esta
dada por , ~ 1.68 x 107°h~2. De manera que la contribucién de particulas relativistas
(neutrinos mas fotones) es Q. = Q, + Q, ~ 4.15 x 107°h~2 = la mayor parte de la
materia del universo actual no es relativista.

-5
Qrer _ 4.15 x 10 1 (11)
Qmat Qoh2 a

32



INFLATION
ERA REHEATING

pPLaNck EndofSUG3)

FADIATION EFA MATTEE. ERA

MATTER

= ParMI N ATION

EMNTF . f .

. T . = Farmation of = Formation
EIE“:I’{?:’:IFI:E‘JQ NIFECTune afl Alsms

Regins = L:.-. uup‘hn:‘! af
Lo ite
ENERGY Unification Quark Haitran Badiation
Decoherence R
Ends Inflation Surlenaynthesis
[ —
103%K l 025 1020K g 14 sryfder ; 1 ¥ Temperature
BT T o e S S TR N S SO S S ] e T T | j Eay- iy L (e Eccl B |
T gt 71 LT g Vol B T Tl sl Lo fagl Aol Dol | L |
107 Gev 10 ?v IC"Gev 107GeV 107Gy I Tev Taey IMev leev le¥ [meV Energy
t +
-Real Energy KEaorf Highest Energy 1M E ni‘!R} Suclear Binding Almic
af Flea Sprinter Cosmmic Rays Tev 1 Energy Hinding Fnergy
193¢ 107 1020 10" PR Tol 1 size
L lmtajllj L] ;Il | lll L Il (0 LY SN L S e I B 1 il ]
81 L 4% - LT LK
10 ﬁ.m.'t P 10 gmea? 10 geas® 10" gorm® L\"ngm‘rcna IC”gm;cm"! 12gmiem O Cemaw? i():wém;cms Density
\;n[zt'laar Waler Air 1 Atem em
Matrer
1 ]n.'! ACG -09-.,“"
1 L 1
r]Tl.lllll.ll.1|llr||l|11l‘r1xlrv1‘l|ll1||1][[!|r'rl1r'l1r‘r'r1'|’ Time
10435 1098 1030, 102 108 1010 1000 Joec 10 100 10180
[L—~ow
Galaxy Nalar
CONSTITUENTS Furms System
3 DrMas
Gl -
Leptons and ((":l {:‘:’){-:Y_) e !"'5’ a g i E:&:;tﬁrr:r
Quarks (u]{c)(l) =z _ ﬁ H D [Ie 5 H D.9He,
d/ls/\b *He' 7L ‘HeLi T
Gauge JCLUONS ) ’ i
FT L T
Basonas ‘? Z =)
XY .1 — #—— —Ratioof Matter Radiation=5x My —=
Fhotons T AK Microwave

| SR
I Background

Figure 6: Historia térmica del universo

En la época de desacoplamiento age. ~ 1/1000 = ¢y < Q0. De manera que durante
desacoplamiento el universo estaba dominado por la materia no-relativista.

Para Q.o = Qe = a = ag = 1/ 24000Q0h? se da la época de igualdad de materia y
radiacién. Esto ocurre para t., ~ 34002, 3213 afios a2 10,000 anos, a una temperatura

T ~ 66,0000h%K. Por otro lado nucleosintesis ocurre para t ~ 1seq, Thua ~ 0.1Mev.

Nucleosintesis estudia el origen de los elementos ligeros, ésta ocurre aproximadamente
cuando t ~ 1seg, Ty ~ 0.1Mev y el nimero de neutrones a protones es N, /N, ~ 1/8.
La fraccién de masa total en helio-4: Y = 2N,,/(N,, + N,) ~ 0.22 = 22 por ciento de

la materia del universo estd en la forma de Hy, con hidrégeno ~ 75 por ciento, deuterio
107*, H3 ~ 1075, litio-7 ~ 10710,
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Figure 7: El universo inflacionario

3 El universo inflacionario

La cosmologia de la gran explosién o "Hot Big-Bang” (HBB) no esté excenta de proble-
mas principalmente relacionados con condiciones iniciales o cuando se le considera en el
contexto de teorias de gran unificacién. Asi, por ejemplo, tenemos el problema del uni-
verso plano. Esto es, dado que |[(t) — 1| = |k|/a? H?, para un universo dominado por
radiaciéon a?H? ~ t~! y por tanto |2 —1| ~ ¢ en tanto que para uno dominado por materia
a’?H? ~ t~%3 y por tanto |Q — 1| ~ t?/3 = |Q — 1| es una funcién creciente del tiempo! =
la geometria plana es una situaciéon inestable para el universo. En otras palabras, como un
universo que se ha estado desviando de un universo plano a lo largo de miles de millones
de anos se encuentra ahora tan aproximadamente plano? O equivalentemente, por qué se
encuentra tan cerca de la densidad critica?

Otro problema de interés es el del horizonte: como entendemos que regiones causalmente
desconectadas de acuerdo a la cosmologia del big-bang tienen sin embargo muy aproxi-
madamente la misma temperatura? Esto se infiere de las mediciones de la radiacién de
fondo.

Teorias de gran unificacién en conjuncién con cosmologia predicen la existencia de abun-
dantes defectos topolégicos (monopolos magnéticos, cuerdas césmicas, etc) que sin em-
bargo no se observan. Mas importante es el hecho de que en la cosmologia del big-bang
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Figure 8: Historia del universo.

las condiciones iniciales necesarias para la formacién de estructura observada (cimulos de
galaxias y supercumulos) se introducen ”a mano” y no son obtenidas de la teoria.
Inflacién ofrece una explicaciéon plausible para la resolucién de todos los problemas men-
cionados arriba. En su forma mas general inflacion se define como una época de expansion
del universo en que el factor de escala de éste crece en forma acelerada, esto es

i>0, (12)
a e p
=T 3 <—= = a>0. 13
" 5 (p+3p), p<-—3 g (13)
Por ejemplo, para una constante cosmoldgica la ecuacion de estado es p = —p. Segtn la
ecuacion de Friedmann src kA
7r
Hi=—"—— —4+_ 14

después de un tiempo A domina = H? ~ % = a(t) = e\/gt, resolviendo los proble-

mas de la vieja cosmologia. El problema importante de la formacion de estructura se
entiende ahora como debido originalmente a las fluctuaciones de un campo escalar. In-
flacion usualmente se implementa con el auxilio de la fisica de particulas elementales. En
los modelos de particulas existen campos escalares. Un campo escalar, a través de su
energia potencial, puede dar lugar a una época inflacionaria. Este campo escalar esta
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(como cualquier otro) sujeto a fluctuaciones cuédnticas las cuales son amplificadas hasta
escalas macroscopicas por el proceso inflacionario. La evolucién de estas fluctuaciones
estudiadas por las ecuaciones linealizadas de Einstein son las que eventualmente daran
lugar (por inestabilidad gravitacional) a la formacién de la estructura conocida.

Mas especificamente consideremos el lagrangiano para un campo escalar ¢

L= 30,006 ~ V(6). (15)

donde V' (¢) es el potencial que en la aproximacién de rodamiento lento domina sobre las
otras formas de energia, en particular V(¢) >> %ng De aqui se siguen los parametros de
rodamiento lento

V/ V//l
V2

€

(v )

2
= M?*— = M*
5 V>, n v 3

donde M es la escala reducida de Planck, M = 2.44 x 10'® GeV. Las observables estan
dadas en términos de los parametros de rodamiento lento como sigue

r

nt = —26 = —g, (17>
ns = 1+ 2n— Ge, (18)
dns o 2
Nek = oy = 16en — 24€* — 265, (19)
dzns 3 2 2
ek = o = —192€° +192¢%) — 32en” — 24e6y + 2z + 26, (20)
1 V k ns—1
s k = _—= As — . 21
Ps(k) 2472 € <k?H> 2y

Aqui ng, denota el gradiente del indice espectral n, y ng, el gradiente del gradiente, en
una notacién que se explica sola. Todas las cantidades con un subindice g son evaluadas en
la escala ¢y, en la cual las perturbaciones observables son producidas, aproximadamente
50 — 60 e-folds antes del fin de inflacion. El espectro de perturbaciones con nimero de
onda k es P,(k) con una amplitud al cruce del horizonte dada por P,(kg) ~ 2.2 x 1077,
la escala de inflacién es A con A = V}l/ ' El espectro de potencia tensorial parametrizado
a primer orden por los parametros de rodamiento lento es

E\™
P =) 2
H
éste permite definir la razén tensorial a escalar como r = Py(k)/Ps(k).
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A manera de ejemplo se revisan brevemente algunos aspectos de Inflacion Natural, que
es particularmente interesante porque puede ser entendido como un modelo para cam-
pos grandes o pequenos y porque tiene un soélido origen fisico basado en una simetria
aproximada de Goldstone. El potencial esta dado por

o). -

Enseguida se define la cantidad 9,5 como una medida de la desviacién de invariancia de

Figure 9: El potencial de Inflacion Natural con su correspondiente indice tensorial e. En
IN el fin de la inflacién esta dado por la saturacion de la condicién € = 1, con el inflaton
no solo produciendo inflacién sino también terminandola.

escala cuando las perturbaciones relevantes dejan el horizonte
Ops = 1 — ng. (24)

Se puede tomar la expresién para el indice espectral Ec.(18) como una ecuacién para ¢y
con un valor predeterminado de ng. Para el potencial de arriba la solucién a esta ecuacion

es
3— f25
o —1 ns
¢u = fcos <1+f25ns> , (25)
0, equivalentemente
3— f25ns
- St} 2
T T (26)

donde, en notacion obvia, cy = cos (¢—H) .
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Los pardametros de rodamiento lento estan dados por

1 1
€ = 7 <(5HS — f2> , (27)

1 3 1
n = 4<6ns_f2>:€_2f27 (28)
1 1 2
£ = _2f2 <6ns_.}62>:_j12€, (29)

de la Ec.(28) se ve que en Inflacion Natural, inflacién es siempre terminada por el
parametro € cuando € = 1 ya que entonces la condicién de rodamiento lento deja de

r <5HS - Jg) | (30)

Nk = —; (535 - fl4> : (31)

De la Ec.(31) se tiene que ng es siempre negativo. Usando esta ecuacién también es
posible encontrar una cota para r. Esta cota, sin embargo, es mas débil que la que se dara
abajo. De la positividad de r se ve que d,5 > 0. Estos significa que el indice espectral debe
ser menor que uno. Se encuentran entonces las siguientes situaciones limites dependiendo
del parametro f

satisfacerse. Las observables son

1
0 <7 <40y, (33)
1

—55315 < ng < 0. (34)

De acuerdo a los posible valores de el indice espectral reportado por el satélite Planck
2015, ng ~ 0.965 (correspondiente a d,s >~ 0.035) se sigue de la Ec.(31), o Ec.(34) que |n,|
es al menos dos 6rdenes de magnitud mas pequeno que rg. Mas importante, se encuentra
que f > 5 en unidades de Planck. Dado que f es la escala de rompimiento de simetria es
quiza insatisfactorio que deba ser més grande que la escala de Planck. Esta caracteristica
de Inflacion Natural asi como el hecho de que se ha supuesto que inflacién termina de-
bido al gradiente del potencial anterior lleva a considerar un modelo més natural en donde
inflacién termina mucho antes debido a un segundo campo hibrido. La introduccién de
inflacién hibrida en este contexto permite tener una escala de rompimiento de simetria f
mas baja que la escala de Planck, de hecho permite escalas muy bajas.
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RESUMEN DE LA CHARLA:
“LA OBSERVACION DEL UNIVERSO EXTREMO CON HAWC”

Adiv Gonzalez Munoz,
IFUNAM

En esta charla se dio un panorama general de las principales técnicas para la deteccién de rayos gamma de muy
alta energia con instrumentos en Tierra. Se consideran de “muy alta energia” aquellos rayos gamma con
energias superiores a los 100 GeV. Estos rayos gamma so6lo puede ser producidos en los ambientes mas
energéticos y violentos del Universo, como por ejemplo las remanentes de supernovas, las galaxias con nucleos
activos, sistemas binarios y los destellos de rayos gamma. Los rayos gamma que vienen de estos objetos
astrofisicos, al interactuar con la atmdsfera terrestre producen una cascada de particulas secundarias las cuales
viajan a través de la atmosfera a velocidades relativistas, es decir, a velocidades muy cercanas a la velocidad de la
luz en el vacio.

Dado que la luz en un medio viaja mas lento, las particulas relativistas pueden producir luz Cherenkov en ese
medio. Asi, las dos principales técnicas para observar rayos gamma de muy alta energia mediante las cascadas
atmosféricas se van a centrar en detectar la luz Cherenkov producida directamente en la atmodsfera, o en
contenedores de agua. A los instrumentos que utilizan la primera técnica se les denomina IACTs, por sus
siglas en inglés de Telescopios de Imagen de Cherenkov Atmosférico. Su disenio basico consiste de grandes
reflectores parabdlicos con los que concentran la luz Cherenkov en camaras compuestas de cientos de pequeios
tubos foto-multiplicadores, con el cual forman la “imagen” de la cascada atmosférica. Con el tamaro, forma e
intensidad de luz de la imagen obtenida se puede estimar la direccion y la energia de rayo gamma original.
Ejemplos de este tipo de instrumentos son los telescopios MAGIC, en las Islas Canarias, H.E.S.S., en Namibia, y
VERITAS, en E.U.A. La segunda técnica consiste en tener grandes contenedores de agua totalmente aislados de
luz externa, cubriendo un drea extensa.

El observatorio HAWC (High Altitude Water Cherenkov observatory) es actualmente el Unico ejemplo en el
mundo de este tipo de instrumento, el cual estd instalado en el Parque Nacional Pico de Orizaba, en México, a
una altura de 4100 m sobre el nivel del mar. El observatorio consiste de 300 grandes tanques de mas de 7
metros de didmetro y 5 metros de alto, capaces de contener hasta 200 mil litros de agua, dando un total de 60
millones de litros. Cada uno de estos tanques estd equipado con 4 tubos foto-multiplicadores para capturar la luz
Cherenkov producida en el agua. Asi, registrando el tiempo de llegada y la cantidad de luz en cada uno de los
tanques se puede reconstruir la forma de la cascada y con esto estimar la direccién y energia del rayo gamma
original. Una de las principales ventajas de la técnica de Cherenkov en agua es que el observatorio
puede operar independientemente de las condiciones atmosférica ya sea de dia o de noche, a diferencia de los
IACTs que necesitan noches claras y oscuras para poder operar, ademds de tener un campo de visién amplio,
recolectado el flujo de rayos gamma de varias fuentes al mismo tiempo. Gracias a estas capacidades es que
HAWC ya ha publicado un catédlogo de fuentes de rayos gamma de muy alta energia en donde ademds de
detectar fuentes ya conocidas, ha podido identificar nuevas fuentes. Su capacidad de operaciéon casi
continua hace el observatorio HAWC un instrumento ideal para el monitoreo de fuentes intensas de
rayos gamma, de las cuales destacan las galaxias con nucleos activos Markarian 421 y 501 y la nebulosa
del Cangrejo. Asi, HAWC también ha publicado un estudio del monitoreo de estas fuentes reafirmando
lo ya observado por otros instrumentos, que las fuentes Markarian 421 y 501 son altamente variables y
que la nebulosa del Cangrejo es una fuente muy estable de rayos gamma de muy alta energia.
Actualmente el observatorio HAWC esta en proceso de expansiéon con la instalaciéon de 350 tinacos
de tamafo doméstico adicionales al arreglo principal de 300 tanques. Esta expansiéon servira para
mejorar la sensibilidad del observatorio.

Las publicaciones del observatorio HAWC se puede consultar aqui:
https://www.hawc-observatory.org/publications/
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Invitacion a las Perturbaciones Cosmologicas

Juan Carlos Hdalgol’
1
Instituto de (encias Fisicas, Whiversidad Nacional Auténoma de Mzico, Chernavaca, Mrelos, 62210, Mzico (Dated:
February 11, 2018)

I. DESCRIPCDN PROMEDIO DEL UNIVERSO

El principio cosmolégico consiste en la idea de que la descripcién de nuestro Universo no existen posiciones
especiales en el espaciotiempo (propiedad de homogeneidad) y que la dindmica del universo es equivalente
en cualquier direccién de observacién o movimiento (principio de isotropia). Estas propiedades delimitan
la descripciéon matematica de nuestro Universo como un todo y, en Relatividad General, se restringen a ser

descrita por la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW):

dr?

2 _ 2 2

+r2dQ?| (1)
donde el elemento de dngulo sélido es df2 y el tnico pardmetro dindmico es el factor de escala a(t). La
curvatura espacial K puede describir a una seccién espacial esférica (K > 0), hiperbdlica (K < 0) o plana
(K =0).

Para la descripciéon FLRW, la expansién (o contraccién) estd implicita en el incremento (o reduccién) del

factor de escala. El radio o distancia fisica entre dos galaxias del universo FLRW esta dado por
R(t,r) = a(t)r, (2)

y esta distancia evoluciona a partir de la ley de Hubble: La velocidad de recesién es proporcional a la distancia

de la galaxia observada desde un observador cualquiera. Es decir
v = Hr. (3)

Esta ley fue confirmada observacionalmente por Edwin Hubble en 1929. El factor de Hubble H = dln(a)/dt
es el unico valor propio del tensor de deformacién (derivada de la velocidad) y dicha ley continta siendo
verificada a nivel local.

La dinamica del factor de escala estd regida por la curvatura espacial y por el contenido de materia del
universo. De acuerdo con las ecuaciones de Einstein, la evolucién de la métrica esta dictada por dos ecuaciones

en el caso de un universo isotrépico y homogéneo. De ellas, la primera se conoce como ecuacién de Friedmann
9 k2 &G _ 1

aF - 3 P )

donde se incluye a la constante cosmoldgica A, estipulada en las ecuaciones de Einstein. Una segunda ecuacion

de Friedmann, complementa la descripcion del factor de escala y se deduce de la traza de las componentes ij

* |Correo electdnico: hidalgo@ictf.unam.mx
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de las ecuaciones de Einstein.

1d%a kc? 87Gp
2-—— +H* 4+ = — . 5
a dt? T a? c? (5)

En un universo FLRW, las componentes materiales son igualmente homogéneas e isétropas, de modo que

la densidad de energia y la presiéon cumplen que
p=p) vy p=p). (6)

donde la barra indica una cantidad homogénea (sin dependencia espacial). En el caso mds simple de un
universo sin curvatura, y dominado por materia con ecuacién de estado p/p = w, la solucién a estas ecuaciones

indica que

£\ 2/3(wtD)
) , 7)

0= (i

donde la normalizacién del factor de escala adimensional se toma al tiempo presente tg.

La descripciéon del universo como un espaciotiempo homogéneo e isotropico es de mucha ayuda para carac-
terizar las propiedades generales y las componentes dominantes del mismo a distintas épocas. Por ejemplo,
la medicién de distancia a objetos de luminosidad intrinseca conocida (Supernovas tipo Ia), nos da una idea
de las caracteristicas que debe cumplir la constante cosmoldgica, o su contraparte material, la energia oscura.

Sin embargo, las componentes observadas en el universo, y aun las inferidas como la materia oscura, no
se presentan de manera homogénea en escalas menores a 300 Megaparsecs, y por el contrario, la mayor parte
de la materia estd acumulada en galaxias y sus conglomerados, grupos y cimulos de galaxias, que limitan la

validez de la descripcién homogénea.

II. MAS ALLA DE LA DESCRIPCION PROMEDIO

Las inhomogeneidades en el universo son evidentes desde que se identifican las distancias a las galaxias y
sus conglomerados en nuestra vecindad. Quizas la inica componente totalmente homogénea, que no presenta
propiedades de aglutinamiento, sea la energia oscura. En el estudio de su naturaleza caben las descripciones de
componentes sin inhomogeneidades, aunque esto representa al conjunto de modelos més simples. Excluyendo
a la energia oscura, las componentes aglutinantes son las que buscamos estudiar para entender la naturaleza
de las galaxias y sus conglomerados, elementos que en su conjunto constituyen la estructura a gran escala del
universo (LSS por sus siglas en inglés).

Una primer aproximacién a la descripcién de inhomogeneidades en el campo de la densidad de energia es
la perturbacién de densidad denotado por dp(r,t). La cantidad més 1til en esta descripcidn es el contraste de

densidad dado por

5 = 3p(r.1)/p(t) = [p(r,t) — p(t)] /5(t). (8)

Para darnos una idea del valor del contraste de desnsidad en distintos objetos astrofisicos, la densidad promedio
necesaria para que el universo sea plano, llamada densidad critica, es de 0.2 4tomos por metro ciibico o p(tg) ~
10?7 kg/m®. Por otro lado, la masa de la galaxia, del orden de 10'? My y con un didmetro ~ 55 kiloparsec,

nos indican que su densidad es del orden de 2 x 10722 kg/m3. Con esto, el contraste de densidad en la galaxia
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es de orden
Sgal ~ 10, (9)

Con tal magnitud, es imposible describir el estado actual de galaxias individuales en términos de perturba-
ciones, validas sélo mientras § < 1. Sin embargo, los sistemas con cada vez mayor masa (grupos y cimulos de
galaxias) resultan en densidades menores y por tanto pueden describirse hasta cierto tiempo en su evolucién
por perturbaciones de densidad. Esto nos indica una formacion de estructura jerdquica, donde en un princi-
pio no existian estructuras como tal. Las galaxias y sus conglomerados tienen su origen en la acumulacion
de materia en pequenos pozos de potencial, o inhomogeneidades métricas que se describen en un régimen
perturbativo de origen.

Un modelo simple e ilustrativo para considerar inhomogeneidades es el colapso esférico tipo ”Top Hat”
[4, 5], donde se considera una region central de sobredensidad uniforme, y un fondo cosmoldgico que presenta
la densidad homogénea del universo. Ambas regiones se empatan a un radio finito » = r;, que denota el
tamano de la inhomogeneidad. Matematicamente, se supone una region geométricamente equivalente a una
3-esfera (la sobredensidad), con densidad pi, = p + Jp. Dicha regién se encuentra embebida en un espacio-
tiempo FLRW plano y con densidad equivalente a la densidad de fondo p. Veamos cémo las condiciones
iniciales de expansién equivalente en ambas regiones imponen un universo FLRW con curvatura positiva que
describe la inhomogeneidad. Si para un tiempo inicial ¢; se impone una continuidad suave del espaciotiempo,
se requiere que en la frontera entre ambas regiones el factor de escala y su derivada temporal (el factor de
Hubble) sean idénticos(Hi, = H y ain = a(t) respectivamente) . Entonces Hs = H y a partir de la Ec. se
puede escribir

87G G (G 81 K2
H2 =H2 =275 = 2 54 6p—6p] = " [piy — 0p] = ——— sy — —2 1
in 5 7= 3 [P+ dp—dp] 3 [P Pl 3 P NS (10)

En consecuencia el modelo indica que la descripcién completa de la sobredensidad central requiere de una
curvatura positiva de la misma regién (es importante recalcar que la regién de sobredensidad tiene una pjy,
homogénea y una curvatura positiva constante). Matemédticamente, la regién sobredensa queda descrita por
un universo cerrado con curvatura:

87G _
Kin = 302 aiQn(ti)(pin - p) (11)

Regresando a la forma de la métrica FLRW , se deduce que las perturbaciones de densidad encuentran
una contraparte en la métrica que modifica el factor de escala transformado en una funcién del espacio
(inhomogénea), como una funcién dictada por las ecuaciones de Einstein. En una norma especifica podemos
incluso escribir esta perturbacién métrica como un factor conforme a la parte espacial y como factor explicito

del factor de escala homogéneo. Es decir, para un universo perturbado, la métrica se modifica con
a(t) — a(t) exp[2¢(r, t)], (12)
de modo que

dsprrw = —dt® + a(t) [r* + r?dQ?] = ds?

perts

= —dt* + a(t) exp[2¢(r, )] [r* + r?dQ?] . (13)

Formalmente ((r,t) representa la perturbacién métrica en la norma de densidad uniforme. La norma indica
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el tipo de observadores que miden las inhomogeneidades del universo [2], y existen varias expresiones para
los grados de libertad que representan las perturbaciones de materia. Esto resulta en distintas expresiones e
interpretaciones de las perturbaciones métricas, todas ellas con sustento fisico y equivalencias bien establecidas
entre si. En nuestro caso resulta ventajoso trabajar con esta norma ya que directamente hereda caracteristicas

de las fluctuaciones inflacionarias primordiales.

III. LA TRAVESIA DE LAS PERTURBACIONES COSMOLOGICAS

A continuacién se describen las etapas de evolucién de perturbaciones primordiales, con especial énfasis en
los aspectos que trabajamos al seno del Grupo de Gravitacién y Cosmologia del Instituto de Ciencias Fisicas
(GGC-ICF).

A. Perturbaciones primordiales

En la versién simple del periodo inflacionario, se estipula que un campo escalar llamado inflatén ¢ domina
el contenido de materia del universo. Las condiciones cinematicas del inflatén y el perfil de su potencial
durante inflacién son tales que la evolucién de la materia, y del espaciotiempo, es casi nula. A partir de la
ecuaciéon de Friedmann se infiere que ante una densidad (casi) constante del inflatén dominando sobre
todas las otras componentes, el pardmetro de Hubble permanece (casi) constante. En consecuencia el factor
de escala evoluciona de manera exponencial y esto resulta en periodo inflacionario del espacio-tiempo. Para un
periodo extendido de inflacién se imponen las condiciones de evolucién lenta o rodamiento lento, que pueden
expresarse en términos del factor de Hubble. Los llamados pardmetros ”Hubble flow” de rodamiento lento [3]
estan motivados por la descripcion de la evolucion inflacionaria en el contexto del grupo de renormalizacion,

y estan dados por
€41 =dlogle;|/dN, fori>0 and € = H. (14)

donde N = In(a/aco;) es el nimero de e-foldings de expansién (potencias de e) que perdura el periodo
inflacionario. La expansién acelerada estd garantizada siempre que ¢; < 1. En el grupo GGC-ICF hemos
estudiado la viabilidad de modelos inflacionarios que cumplan con estos requisitos y que mejor describen a
los datos observacionales. Estudios estadisticos se han realizado para potenciales inspirados en fisica de altas
energias, en dos ramas distintas: El model de Inflacién Taquiénica [6, [7] y el modelo de inflacién natural
hibrida [8HI0], el cual se aborda en la presentaciéon de Gabriel German de esta misma escuela.

En lo que respecta a perturbaciones inflacionarias, la explicacién del origen estadistico de las inhomogenei-
dades yace en las fluctuaciones cudnticas del campo inflacionario. De hecho, la hipdtesis de la existencia de
estas perturbaciones cudnticas y su confirmacién observacional (que mencionaremos més adelante) constituyen
el mayor triunfo de la teoria inflacionaria.

Las perturbaciones cuénticas del campo inflacionario se denotan por dp. Estas inhomogeneidades en el
contenido de materia resultan de la cuantizacion del campo escalar, y bajo condiciones de rodamiento lento
se encuentra que la desviacién estdndar (varianza) de una distribucién de perturbaciones es no-nula. Debido
a su naturaleza cudntica, las inhomogeneidades resultantes d¢ adquieren un caracter estocastico en donde
sus propiedades como tamano o amplitud adquieren sentido sélo a nivel estadistico. Como veremos mas
adelante, la amplitud primordial ¢ se estima a partir de observaciones y resultan en una magnitud aproximada

de la perturbacién de densidad dp/p ~ 107°, lo que se encuentra muy bien descrito por la teorfa lineal
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de perturbaciones. De hecho, la independencia de modos perturbativos (en el espacio de Fourier) a nivel
lineal, aunado a la validez del principio ergddico en el universo isotrépico, indican que las perturbaciones
primordiales son fluctuaciones Gaussianas donde sélo los primeros dos momentos de la distribucién determinan
las correlaciones a todos los 6rdenes (todo esto en completo acuerdo con las observaciones reportadas hasta
hoy).

Las perturbaciones de campo tienen un equivalente en inhomogeneidades de curvatura como lo dictan las
ecuaciones de Einstein. Estas tltimas son construidas a partir de perturbaciones métricas: inhomogeneidades
en la métrica de amplitud promedio nula, pero con varianza finita. En términos de funciones de correlacion,

esto es

<C(kﬂt)> =0, <<(kat)C(k/7t)> = H2<590(k7t)590(k/at)>' (15)

Dado que en relatividad general la métrica depende del sistema de referencia, la perturbaciéon métrica depende
de los observadores que las determinen. En la ecuacién anterior, las perturbaciones métrica se estima en un
sistema de referencia de densidad uniforme (donde ép = 0) [2]. Resulta muy titil trabajar con esta cantidad
porque su Laplaciano representa justamente la parte inhomogénea de la curvatura espacial (codificada en
el escalar de Ricci en 3-D), razén por la cual ¢ se denomina la perturbacién de curvatura. Mds atin, para
un universo dominado por materia sin presién, puede relacionarse directamente a la amplitud del potencial
Newtoniano ®(z,t) relacionado con dp a partir de la ecuacién de Poisson.

De la misma ecuacion se pueden observar dos caracteristicas importantes: La amplitud de perturba-
ciones de la métrica presenta caracteristicas del fondo cosmoldgico a través del factor de Hubble, arrojando
informacién sobre la escala de energia a la que inflacién pudo ocurrir. En segundo lugar, la amplitud de
las inhomogeneidades inflacionarias estd determinada por el modelo especifico de inflacién en cuestiéon. Una

parametrizacién estandar de la amplitud de perturbaciones inflacionarias es

k

k) LS k= K)P(R), (16)

(€0, DC(K 1)) = 46 (k — KRS A, (

donde A, indica la amplitud promedio medida a la escala pivote k. = 0.002 (MegaParsecs)~!.

La potencia
ns — 1 indica la desviacién de una funcién invariante de escala y finalmente la funcién Delta de Dirac dp(x)
aparece indicando que la magnitud de esta correlacion depende de la distancia entre ambos modos y no de
la direcciéon o magnitud individual de los vectores implicados. Esto implica que las inhomogeneidades se
encuentran distribuidas de manera homogénea ya que se respeta una invarianza de traslacion. Maés atn el
resto de la expresiéon muestra que la amplitud sélo depende del médulo & y no de la direccién k/k de los
vectores en el espacio de Fourier; esto implica una isotropia estadistica del campo de perturbaciones. Estas
propiedades quedan asumidas en el espectro de potencias Ps(k) informalmente entendido como el cuadrado

de la amplitud promedio de las perturbaciones de curvatura primordiales.

B. Evolucién fuera del horizonte

Las fluctuaciones primordiales, perturbaciones cuanticas del campo inflacionario, quedan impresas en la
perturbacién de curvatura ¢, con una amplitud promedio de ¢ ~ 10~°. Durante el periodo inflacionario, el
espaciotiempo se expande de manera acelerada y todas estas inhomogeneidades son estiradas hasta escalas
fuera del contacto causal (fuera de la escala de Hubble rg = 1/H. Las observaciones demuestran que la

subsecuente evolucién de perturbaciones es adiabdtica, es decir, que todas las cantidades fisicas dependen de
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un sélo parametro, ya sea el factor de escala, la densidad del universo, o un tiempo fiducial. Esto es debido
a que durante el periodo inflacionario la evolucién acelerada del factor de escala anula la solucién decreciente
de las perturbaciones. El resultado es que la etapa subsecuente (el llamado Big-Bang caliente) comienza de
manera simultanea en las distintas regiones del universo. Este hecho garantiza que el modo decreciente es

nulo desde esta etapa en adelantd]

La presencia predominante del modo creciente en perturbaciones resulta entonces en un sélo grado de liber-
tad que se propaga en todas las componentes inhomogéneas del universo. En este sentido las perturbaciones
métricas encuentran una interpretaciéon en una perturbacién del ritmo de expansién dt = (/H en la norma
plana. Es notable que en esta interpretacién, la pura ecuacién de continuidad para cada una de las compo-
nentes determina la amplitud de las perturbaciones de materia, ademaés de su relacién con la amplitud del

resto de las componentes. De este modo se obtiene la siguiente proporciérEI:

1 1 1 1 1

-0 = =0.= -0, = =0, = —( = 0t, 17

508 = 30 = 30 = 3% = gl (17
donde las componentes {B,¢,v,v} se refieren respectivamente a bariones, materia oscura fria, fotones y

neutrinos; todos ellos importantes en el universo temprano.

Otro aspecto importante de la evolucién adiabética es que las perturbaciones de curvatura ¢ presentan una

evolucién en un fluido perfecto tal que, a escalas fuera del horizonte,

&S 7p5PNAD i (18)

donde II es la parte escalar del estres anisotrépico en el tensor de energia-momento, y Pxap representa la
presién no adiabatica propia de un fluido con modos no barotrépicos. Ninguna de las dos cantidades es propia
del fluido de radiacién que domina el universo temprano, ni se ha encontrado observacionalmente un modo
no-adiabatico de las perturbaciones. Con esto se infiere que fuera del horizonte cosmolégico la perturbacion

de curvatura es constante [12].

En la figura[l] se ilustra c6mo las perturbaciones de curvatura en escalas cosmoldgicas se encuentran fuera
del horizonte al final de inflacién. Posteriormente el horizonte cosmolégico rp = ¢/H crece en tamartio y una
a una las escalas de inhomogeneidades re-entran en contacto causal consigo mismas al entrar al horizonte
cosmologico. Posteriormente comienzan a crecer y si son de amplitud suficiente pueden colapsar en un
agujero negro, llamado agujero negro primordial. Para las perturbaciones de escalas pequenas (masa menor
a 10*Mg) no tenemos una observacioén directa de su amplitud. Lo mejor que podemos hacer es acotar
dicha amplitud con cotas superiores provenientes de la abundancia de Agujeros Negros Primordiales. Si la
perturbacién de curvatura de escalas pequeas fuera del orden ¢ = 10~} se formarian muchos agujeros negros en
etapas tempranas y estos podrian dominar la materia oscura del universo. LA amplitud de las pertubaciones
primordiales a pequena escala no debe entonces exceder los limites observacionales a esta y otras cotas. En el
grupo GGC-ICF estudiamos la formacién [16] [I7] y las consecuencias observacionales que trae la abundancia

de los agujeros negros primordiales para acotar los modelos inflacionarios que las producen]8, [@].

1Esta equivalencia entre la simultaneidad del tiempo de Big Bang y la ausencia del modo decreciente ha sido probado incluso en
el régimen no-lineal en trabajos al seno del grupo GGC-ICF [I1], 22].
2que corresponde a la componente cero de la conservacién del tensor de energia-momento.
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FIG. 1. FIG. 1: Evolucién del horizonte cosmoldgico en coordenadas coméviles r4 = c/aH en rojo. En azul se
representa la escala (tamafio) de las perturbaciones de curvatura ¢, que salen del horizonte durante inflacidn, y al salir
adquieren una amplitud que permanece constante fuera del horizonte. Finalmente, al reentrar al horizonte se plasman
en el contraste de temperatura (Tomado de: [15]).

C. La radiacién césmica de fondo

A escalas mayores, las pertubaciones crecen al entrar al horizonte y forman la llamada estructura a gran
escala: Galaxias, grupos y cimulos que crecen desde ¢ = 107° hasta llegar a contrastes de densidad del
orden § = 103. Sabemos sin embargo de la amplitud primordial por las observaciones de la radiacién césmica
de fondo. En el universo primordial, los fotonoes se dispersaron muchas veces con los protones y electrones
evitando la formacién de atomos. El ultimo momento en que esto sucedié es llamado la dltima dispersion,
y sucedié cuando la escala de energia del universo bajé de los 13.6eV. de modo que los atomos pudieron
formarse y los fotones viajaron libres formando un fondo césmico que se ha enfriado hasta llegar a nosotros
con una temperatura de T~ 3.7 Kelvin en una senal uniforme de microondas llamada Radiacién Césmica de
Fondo (CMB por sus siglas en inglés). Las anisotropias en la métrica y en el contenido de materia generaron
tambi en anisotropias en esta temperatura. Los fotones libres se ven disminuidos en energia al pasar por
pozos de potencial (inhomogeneidades de la curvatura) de gran tamao. A este fenémeno se le conoce como
efecto Sachs-Wolfe, y su resultado observacional tiene impacto incluso a escalas que no estaban en contacto
causal en el tiempo de la ultima dispersién. Los pozos de potencial, o equivalentemente, las perturbaciones
de curvatura ¢ que se hayaban a escalas mayores a un grado en el cielo ( fuera de contacto causal durante
la 1ltima dispersién) muestran un valor promedio ¢ ~ 107°. Esta observacién fue descubierta a través del
satélite COBE [13], lo cual dio un premio novel a sus investigadores principales George Smoot y John Mather.
La importancia del descubrimiento es mayuscula: Se probd que las perturbaciones son iguales para todos
lados que se observe incluso fuera del horizonte cosmoldgico (consistente con la hipétesis de isotropia y en
favor de la teorfa inflacionaria), y se mostrd el origen de la estructura a gran es cala de nuestro universo.
Matematicamente, se encontré que las inhomogeneidades de temperatura a gran escala cumplen

5T 1

_g11/2
7 =5 =[542x10 °]

(19)
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FIG. 2. FIG. 2: Distintas formas de la amplitud de temperatura cambiando los pardmetros del modelo cosmoldgico
FLRW.(Tomado de: Hu, Sugiyama y Silk, 1996 [14]).

Ademass, se ha confirmado desde entonces y hasta las mayores avances actuales que la distribucion de

probabilidad en perturbaciones primordiales es Gaussiana.

Las perturbaciones observadas en la CMB que si se encontraban en contacto causal nos proveen de infor-
macién extra de la sopa primordial de particulas cargadas, fotones, neutrinos y materia oscura. De estas
observaciones se puede inferir que la curvatura espacial del universo es cero (universo plano), asi como la

proporcién de materia a materia oscura, siendo el CMB la mejor observacién para determinar pardmetros

cosmoldgicos.

D. Formacion de estructura césmica.

Una manera simplificada pero ilustrativa de entender la evolucién de perturbaciones es observar su desarrollo
a partir del dominio de la materia oscura, a un corrimiento al rojo de z = 3500. A pesar de ser una época muy
temprana en el universo, las inhomogeneidades que entran al horizonte cosmolégico a partir de este momento
son muy masivas, propias de grupos y cumulos de galaxias. Las perturbaciones de materia en un universo

en expansion dominado por materia sin presion crecen de modo que el contraste de densidad cumple con la
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FIG. 3. FIG. 3: Etapas de una simulacién de N-cuerpos modelando la formacién de estructura césmica.(Tomado de
simulaciones 3-d de Volker Springer).

ecuacién

d? d
=0+ 2H—

2 270 —amGpd = 0. (20)

La solucién creciente a esta ecuacién de segundo orden es:

t
0 =10rN (a]aN) =0IN (tIN) , (21)

donde las cantidades con subindice ;y indican un tiempo inicial posterior a la época de equivalencia, 300 000
anos después del Big Bang. Las inhomogeneidades en la cola de la distribucién (Gaussiana) de amplitudes
paraalcanzan etapas no-lineales (§ 2 1) en corrimientos al rojo del orden de z &~ 20. De hecho, al pasar al
régimen no-lineal, las inhomogeneidades crecen mucho mas rapidamente que el ritmo en la Ec. . Esto es
evidente en el modelo del colapso esféricofd], [5].

Para modelar la formacion de galaxias y sus conglomerados en el régimen no-lineal, donde ya no son validas
las perturbaciones cosmoldgicas, se han utilizado de manera recurrente las simulaciones cosmolédgicas de N-
cuerpos. Dichas simulaciones consisten en una distribucién inicial de particulas de materia oscura (cada
punto representando una masa del orden de una galaxia) con posiciones iniciales determinadas a partir del
espectro de inhomogeneidades de la radiacién césmica de fondo —evolucionado hacia atrds en el tiempo hasta
un redshift z ~ 50. De ahf se deja evolucionar a las particulas entre ellas con una interaccién Netoniana. En
la figura [3] se ilustra la evolucién de una de estas simulaciones. Dichas simulaciones ayudan a entender los
sondeos de galaxias que observan la distribiucién de materia en distintos redshift.

Un problema para los presentes y futuros sondeos de galaxias es que el volumen de observacién esta cercano
al radio del universo observable (similar al radio de Hubble al dia de hoy). El problema es que a escalas tan
grandes no se puede estimar que las interacciones entre los elementos de las simulaciones sean inmediatas.

En otras palabras, la aproximacion Newtoniana es invalida. A nivel perturbativo se han mostrado algunos
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FIG. 4. FIG. 4: Se muestra el espectro evolucionado de perturbaciones de materia. Las observaciones de los modos que
entran al horizonte en la época dominada por materia oscura se encuentran en la ladera izquierda. Sélo los ciimulos
de galaxias muy grandes pueden modelarse exclusivamente en esta etapa.

efectos de considerar la teoria completa relativista en la evolucién de inhomogeneidades cosmolégicas [I8], [19].
Actualmente estamos por entender el impacto de estas correcciones en el espectro de potencias a segundo
orden. En la figura [4] se muestra la amplitud del contraste de densidad en las observaciones combinadas
de la radiacién CMB y la distribucién de galaxias observadas. Esto lo hacemos tanto a nivel perturbativo,
con correcciones a las simulaciones de N-cuerpos [20], como en la evolucién de soluciones exactas de la
relatividad general, que representen inhomogeneidades individuales y multiples, que se desarrollan a nivel
no-lineal [21I] 22]. Esta segunda estrategia en particular estd detallada en la charla del Dr. Sussman.

Los efectos relativistas en el problema de la formacion de estructura pueden tener consecuencias observables
a varios niveles. Actualmente en el grupo GGC-ICF estamos buscando cual sera el ritmo de crecimiento de

inhomogeneidades a nivel no-lineal. Este ritmo es parametrizado en observaciones por el cociente

_ dlogs

f= dloga

(22)

y el cual estd asociado al momento dipolar de la observaciéon de distorsiones del espectro de potencias en el
espacio de redshifts (espacio de longitudes de onda). En las observaciones se mide el producto fd, normalizado
a la escala de 8 Megaparsecs, cuyo promedio se escribe fog. Este producto como funcién del corrimiento al
rojo se encuentra graficado en la figura Los datos observacionales muestran cierta discrepancia con el

modelo més aceptado de materia oscura con constante cosmoldgica (los datos caen generalmente por debajo
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de la estimacién tedrica). En el grupo GGC-ICF estamos explorando si el modelo relativista puede ayudar a

aminorar la discrepancia.

IV. PREGUNTAS ABIERTAS

Aunado al efecto observacional mencionado arriba, existen varios temas que proponemos explorar para
entender la relevancia de la Relatividad General en el proceso de formacién de estructura y sus observables.
A continuacién se enlistan una serie de proyectos que tenemos en puerta al seno del grupo GGC-ICF y que

pueden ser de interés para estudiantes dvidos de trabajar en temas de cosmologia.

e Primeramente estamos explorando cual es el alcance de perturbaciones no-lineales en el entendimiento
de observables como el producto fog. Esto es de gran importancia para los trabajos de analisis de
observaciones porque, de resolver discrepancias con observaciones, representan sélo una correccion a las

técnicas implementadas de simulacion e interpretaciéon de observaciones cosmolégicas.

e A nivel no-lineal, se estd explorando la compatibilidad de simulaciones de N-cuerpos con la descripcién
relativista del proceso de formacion de estructura. Se entiende que hay normas en las que la descripcion
de fluido de la materia oscura es equivalente a la descripcién relativista. Esto puede representar que

el impacto en la formacién de estructura sea sélo a nivel de condiciones iniciales. Estamos buscando
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simular en computadora las distintas condiciones iniciales y cuantificar sus efectos en observables.

e Una observable especifica que estamos estudiando es las oscilaciones acusticas de bariones. Se esta
buscando simular desde la teoria relativista la evolucién de bariones y materia oscura como dos fluidos
distintos. La presién de radiacién sobre los bariones en el universo temprano ha dejado una huella en la
distribucién de inhomogeneidades y ahora buscamos la huella que a nivel relativista pudiera tener este

fenémeno y sus consecuencias en las observaciones de sondeos de galaxias actuales y futuros.

Todos los lectores son bienvenidos a colaborar en estos proyectos al seno de nuestro grupo. Tenemos

programas de estudio y becas diversas para su desarrollo.
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LA FISICA POSITIVA DE LOS IONES NEGATIVOS

Guillermo Hinojosa
Instituto de Ciencias Fisicas de la UNAM- Campus Morelos.

Los iones negativos o aniones son la entidad cudntica mas dificil de modelar en fisica. Para
explicar su estabilidad se necesitan los modelos mas sofisticados de la mecénica cudntica y aun
asi, resultan insuficientes para explicar con precision los aniones moleculares més simples. Su
naturaleza elusiva y su extrema rareza contrastan con su enorme abundancia en el Universo y
su omnipresencia en diversos plasmas y ambientes atmosféricos. Mas atn, su aplicaciones en
aceleradores y en medicina los han convertido en una clase de iones con grandes expectativas
comerciales. A continuacién presento una propuesta para estudiantes trabajadores.

Al momento de escribir este ensayo para la Escuela de Verano, sigue abierto para més
publicaciones un nimero especial de la revista New Journal of Physics [1] que dedica un ntimero
especial a la generacion de iones negativos. Esto demuestra la novedad y la gran efervescencia
en este topico de la ciencia.

El cémo una molécula neutra atrapa un electrén extra y forma un ién negativo estable es una
interrogante actual para la ciencia [2]. Recientemente, la confirmacién de aniones moleculares
simples en el medio interestelar [3] ha revivido el interés en tratar de comprender estos rarisimos
iones. Los estudios experimentales sobre estos iones son escasos debido a las dificultades técnicas
para producirlos. Modelar estos iones también es un reto para la teoria ya que para explicar su
estabilidad es necesario tomar en cuenta los efectos de la correlacion electronica aun para los
casos mas simples. Los modelos basados en la aproximacion de Hartree y Fock fallan incluso
en predecir la estabilidad del H~. De hecho, ni la distorcion de los orbitales de enlace, ni la
polarizaciéon aunada al apantallamiento neto del niicleo causadas por la presencia de un electrén
extra pueden explicar, por si solos, la estabilidad de estos extravagantes iones.

Existen preguntas en diversos campos de la ciencia en donde se cree que los iones negativos
pueden ser parte de la explicacién. Por ejemplo:

» ;Por qué los iones negativos son tan abundantes en el medio interestelar (MI)? En este
medio solamente existen atomos que estan separados por grandes distancias, expuestos a
la radiacion de las estrellas. Entonces si no pueden interactuar con nada y la radiacién,
en princio, los disocia jcémo se forman?

s ;Cudl es el mecanismo de formacién del polvo en el MI? ;Cémo se forman los agregados
necesarios para terminar formando granulacion en un ambiente donde no hay nada?

» ;Por qué ningiin modelo cuantico puede predecir las energias de ligadura (o afinidades
electrdnicas) con suficiente precisién? La situacién es peor si se trata su estructura porque
-resulta- que los iones negativos tienes estados excitados electronicos.

s ;Como se forman? Investigacion reciente confirmé que el mecanismo de captura radiativa,
que se pensé -por décadas- era la forma en que creaban, no es suficiente para explicar sus
abundancias.
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s ;Por qué los iones negativos matan a las bacterias? ;Por qué tienen efectos positivos en
la conducta de las personas?

= ;Por qué el H™ es tan especial? jpor qué no sigue las reglas del modelo geométrico en
colisiones? ; Por qué es tan dificil generarlo en los laboratorios y aun asi es tan abundante
en el MI?

Hay quienes dicen que hay un premio Nobel para cada una de las respuestas a estas pre-
guntas. Quiza por su caracter general ya que inciden en muchas dreas. A continuacion presento
una breve introduccion a lo que se sabe y lo que se puede hacer para tratar de comprender a
los iones negativos.

En la fisica de los plasmas, existen fenémenos en los que el conocimiento detallado de estos
aniones es esencial. Por ejemplo, en descargas incandescentes en plasmas capacitivos inducidos
por radiofrecuencia, se ha encontrado que la formacién de polvo estd correlacionada con la
abundancia de aniones moleculares [4]. La introduccién de iones negativos podria resultar en
una simplificacién de los modelos de plasmas frios [5]. Por ejemplo, Horvart et al. [6] propuso
la presencia de iones negativos como una alternativa a procesos de disociacién que resultan
de la captura electréonica en un plasma con una mezcla de Ny y C'H, para una simulacién de
laboratorio de la atmésfera de Titan.

En astrofisica, recientemente y gracias a esfuerzos combinados entre teoria y observaciones
espectroscopicas, se lograron identificar al menos seis aniones moleculares con cadenas simples
de carbén en el MI [7]. Los aniones moleculares se han confirmado también en la coma del
cometa Haley [5] y en la iondsfera de Titan [8]. Es posible que estos aniones tengan roles
importantes en la formacién del polvo de aerosol observado en la composicion de la atmédsfera
de Titan. También, el origen de la banda difusa del MI que es la pregunta més importante
de la espectroscopia, se ha atribuido a la presencia de aniones negativos moleculares [3]. Sin
embargo, la falta de estudios experimentales constituye a la fecha la principal necesidad para
contestar preguntas como estas.

., Cémo se forman aniones en un ambiente tan frio como el MI o en plasmas densos? Por
décadas se pensd que el mecanismo era la captura radiativa, sin embargo este proceso ha sido
recientemente refutado [2] y deja como una gran interrogante el origen de estos iones.

En este ensayo para la Escuela de Verano, se pone a consideracion para los estudiantes la
implementacion de un mapeador de velocidades con imdgenes (al que se referird como MVI)
como un posible proyecto en torno al cual se pueden desarrollar proyectos de tesis desde licen-
ciatura, doctorado y conseguir trabajo tanto en el area de fisica como de la quimica. Esta clase
de espectrémetros se usan para medir afinidades electrénicas y posibles estados excitados de
aniones (su estructura). Este espectrémetro consiste en un tubo de tiempo de vuelo modificado
para generar imagenes de distribuciones de electrones sobre un detector. El laboratorio del ICF
cuenta con las componentes méas caras y sofisticadas del experimento que son (1) un acelerador
de particulas negativas y (2) una fuente de luz laser entonable en infrarrojo.

Un espectrémetro MVI es una de las herramientas mas avanzadas en el campo. Son muy
pocas las fuentes bibliograficas en donde se puede apreciar el diseno de estos espectréometros.
Ademas, las referencias disponibles en la literatura ofrecen pocos detalles sobre su diseno.
Afortunadamente, se tuvo la oportunidad de conocer a fondo el espectrometro MVI de la
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Universidad de Nevada, Reno (UNR). El espectrémetro de la UNR tiene caracteristicas comunes
con todos los espectrometros disponibles que a continuacion se describen para comparar con el
que se propone.

Los espectréometros MVI de los que tenemos referencia estan asociados a aceleradores con
fuentes de iones de pulverizacién (sputtering) que no generan aniones moleculares simples y que
son relativamente ineficientes para generar especies negativas con masas pequenas, de hecho,
no producen H~. Ademds, tienen la peculiaridad de producir dispersiéon en el haz a energias
por abajo de 10 keV. Cualidad que dificulta su operacion a bajas energias. La razén del uso
generalizado de esta clase de fuentes de iones, puede ser que se deba a que son las fuentes que
se usan para estudios de datacién con *C. Una nota interesante es que la datacién con “C
se hace a partir de iones negativos de carbono. Con iones positivos no se puede debido a la
contaminacién de *NT. El nitrégeno no genera aniones estables y es entonces que el método
de datacion esta basado en iones negativos.

En este experimento, un haz de aniones es intersectado perpendicularmente por un haz laser.
Como resultado de la interaccion, los electrones débilmente ligados al anién se desprenden como
funcién de la longitud de onda del laser y de la velocidad de traslacion de los aniones del haz
(ver Fig. 1). El espectréometro mapea la distribucién de electrones que se genera en el punto de
interaccion.

Un efecto no deseado en las dis-
tribuciones de electrones es la defor-
macion de la distribucion de electro-
nes debido a la velocidad de trasla- e - T
cién del haz de aniones. Este efecto
es despreciable a velocidades bajas. 2
A energias altas, la deformacién ci- D | |
nematica indeseable en las distribu- @ I

ciones de electrones [9] no se pue- E‘“‘“’d‘”‘““"m‘“’“% T

de despreciar y se complica aiin mas : 2 5
porque el espectrometro realiza una Hleciradode impnlso. === +
transformacion adicional del punto Haz de iones = 8
de interaccion de los haces hacia una Electrodo e repulsion ——> 1

imagen. Es muy importante que la
velocidad del haz de aniones sea lo
mas baja posible, sin perder las ca-

Xj:ﬁa Nube de electrones

B . o Figura 1: Para ilustrar el principio de funcionamiento del es-
racteristicas de colimacion y enfo- pectrémetro MVI. El haz de aniones y el 1aser se cruzan en el mismo
que. Por lo tanto, la combinacién de plano. Los electrones que resultan de la interaccién forman una dis-
fuentes de iones (de pulverizacién) tribucién. Esta nube de electrones es impulsada hacia el detector
por el campo eléctrico. La combinacién de dos campos eléctricos es

que funcionan bien a altas energias _ :
tal que produce una imagen en el detector ver Fig. 3.

y que son ineficientes para produ-
cir aniones moleculares simples con
espectrometros MVTI explica la falta
de datos para moléculas simples.
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El acelerador con el que cuen-

D L Te——— ta el ICF y con el que ya se reali-
i Lc —> Pl o 5759 zan estudios de interacciones colisio-
3 Placas de microcanales . . .
B =gy nales de iones negativos, tiene una
fuente de iones de filamento con la
e que hemos aprendido a producir una
csn s
14 cm campo . . .
aéeico <— Armadua demetal p extensa cantidad de iones negativos
{ moleculares’. Hemos logrado que el
— 3ecm —
Var g - Ereetrodo e aelercien acelerador opere de manera especta-
T Vg comm— — <§——— Electrodo de impulso cular a energias tan bajas como 0.5
25cm ,
g 7 lestrodo de eputsin keV [10]. Ademas, en el ICF conta-
Tubos aterrizados ,
mos con una fuente de luz laser? en-
16 d
- tonable de 200 a 2000 nm (6.20 a

Figura 2: Esquema del espectrémetro MVI (o VMI por sus siglas 0.62 eV) que s pubada de 4'a 6 ns.
en inglés) de la Universidad de Nevada, Reno. La potencia de salida final tiene un
pico de 30 mJ a 400 nm. Estos dos

equipos estan disponibles y consti-
tuyen las herramientas mas costosas del experimento. Ya se tienen.

A continuacién se describe el principio de funcionamiento del MVI. La idea consiste funda-
mentalmente en un epectréometro de tiempo de vuelo (ver Fig. 1). En una primera regién del
espectrémetro se cruzan los haces de aniones (M ™) y el haz de luz ldser hv. En esta regién
hay un campo eléctrico €; que acelera a los electrones e~ producidos por el despojo electrénico
inducido por fotones:

M 4+hy — M+e

El segundo campo eléctrico €, tiene el efecto de enfocar la distribucién de electrones en el
detector. La zona de tiempo de vuelo se indica con A en la Fig. 1. La relacién ideal entre los
valores de los campos eléctricos €; y €5 y de las distancias § y A se deriva de minimizar el elemento
finito de la regién en donde se genera la nube de electrones. Ademaés se usan simulaciones de
las trayectorias de los electrones. El espectrometro debe tener aislamiento del campo magnético
terrestre (que se logra con una armadura de metal p ver Fig. 2).

Las Figs. 3 y 4 muestran iméagenes de distribuciones de electrones sin reducir que yo medi
con el MVI de la UNR. La distribucién de electrones del P~ es simétrica mientras que la
del H,O~ tiene l6bulos paralelos a la direccion de polarizacion del laser. Las distribuciones se
pueden interpretar con ayuda del teorema de Yang [11] con el que se puede argumentar que las
distribuciones de electrones resultantes del foto-despojo toman la forma:

do
10 BPy(cos(0)) (1)
en donde do/dS) es la seccién diferencial como funcién del angulo polar, 5 es conocido como

el factor de asimetria y Py(cos(6)) es el polinomio de segundo grado de Legendre. El factor

'Ejemplos: CoH, , CH=, CN~, CH; , H30— y el HyO~.
2NL301 de EKSPLA.
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Figura 3: Imagen de la distribucién de electrones medida con el
espectrémetro MVI de la UNR. El espectro corresponde al des-
pojo inducido por fotones: P~ +hv — P+e¢e™ la energia del haz
es 10 keV y A = 532 nm (2.3 V). Los tres anillos que se pueden
apreciar corresponden a los estados ligados (35%3p*)3 P21 0.

Figura 4: Imagen de la distribucién de electrones producidos
por el despojo inducido por fotones de HoO~. La linea indica
la direccién del haz de iones y la direccién de polarizacién del
laser. La energia del haz de iones es 10 keV y A = 532 nm
(2.3 €V). Para obtener este espectro se acumularon datos por
mas de seis horas después de varios intentos fallidos debido a la
inestabilidad del haz que en el caso del agua es un contaminante
de la fuente de iones.

de asimetria es lo que caracteriza la forma de la distribucién de electrones, es entero y esta
restringido a § € [—1,2]. Como prueba de que es factible medir distribuciones de electrones de
aniones moleculares se presenta el resultado de una medicién el anién de agua que yo medi con el
MVI de la UNR en la Fig. 4. Se aprecia la dificultad de la mediciéon debido a la mala estadistica
(pocos aniones). En la figura se indica la direccién del haz de iones con una linea recta que
también coincide con la direccién de la polarizacién del laser. Estos datos son preliminares. Pero
se aprecia un solo disco que es resultado de que el agua aparentemente solo tiene un estado
estable aniénico. Este resultado, por si solo es muy novedoso y pronostica un gran impacto en
el campo.

Valores de las afinidades electrénicas de la mayoria de los aniones moleculares simples ain
no se han medido. Estas mediciones aguardan a estudiantes de ciencias que deseen abordar con
entusiasmo una gran oportunidad para en la ciencia en México.-
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Respuesta magnética de metamateriales

Lucila Juarez y W. Luis Mochan
Instituto de Ciencias Fisicas, UNAM
Cuernavaca, Morelos

Resumen

Discutimos la respuesta magnética a bajas frecuencias de un metama-
terial compuesto por cilindros metalicos no magnéticos embebidos en un
aislante. Obtenemos expresiones para dicha respuesta basada en la dis-
persion espacial de la respuesta dieléctrica macroscopica del sistema. La
respuesta magnética proviene de los cambios en la respuesta dieléctrica
asociados a la no uniformidad del campo eléctrico. Desarrollamos un mo-
delo sencillo para el caso de cilindros concéntricos con cortes laterales que
permite calibrar cilculos numéricos que posteriormente emplearemos para
geometrias arbitrarias.

1. Introduccién

Los metamaterialeson sistemasartificialecompuestosde arreglosperiédi-cos de
microestructuras cuya configuracion, geometria y composicion determi-nan su
respuesta 6ptica macroscopica. Controlando la microestructuraes posible disenar
metamaterialescon propiedades 6pticas exoticas, que no se encuentran de forma
naturalen ningiin material.Un ejemplointeresanteson los metamate-rialesonocidos
como izquierdos [1, 2]. En éstos existenrangos de frecuenciaw en los cualestantola
permitividadeléctricae(w) como la permeabilidadmag-néticap(w) son negativas[3].
Laley de induccién de Faradayimplicaque paraunaonda planael campo eléctrico E,
lainduccion magnéticaB y el vectorde onda k forman una triadaordenadaderecha.
Deigualforma,laley de Ampere-Maxwellimplicaque F, el campomagnéticoH y el
flujo de energia, descrito por el vector de Poynting S, también forman una triada
derecha.Enlos metama-terialeizquierdos B = 1 H tienela direccién opuestaa H | la
triadaordenadaE, H y k es izquierday S apuntaen la direccién opuestaa k [4, 3, 5].
La conservacion del impetu a lo largo de una superficieplana de uno de estos me-
tamaterialeimplicaentonces que al refractarseen ella una onda se obedecela ley de
Suell pero con un indice de refracciéon negativo(IRN).Asi, los rayos que divergende
una fuente luminosa pueden converger sobre un punto focal después de ser
refractadospor superficiesplanas. Aprovechandoeste efecto es posible, por ejemplo,
formarimégenesque alcancenresolucionespor debajodel limitede difraccion[6, 7]
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Es posible producir un metamaterial izquierdo a partir de incrustaciones
metalicas en un medio dieléctrico, donde la geometria de las microestructu-
ras dé origen a una respuesta magnética ain cuando los componentes no sean
magnéticos|[8|. Un sistema sencillo que ilustra este efecto es un arreglo periodico
de tubos cilindricos metalicos de conductividad muy alta. Un campo magnéti-
co oscilando en la direccién del eje del cilindro induciria un campo eléctrico,
produciendo una corriente que circularia sobre la superficie de cada cilindro.
Esta corriente generaria a su vez un campo magnético en la direccién opuesta
al campo inicial, como si el metamaterial fuese diamagnético. El promedio de
ésta respuesta dentro de todas las celdas que componen el metamaterial de-
termina la permeabilidad magnética macroscopica del sistema. Un calculo muy
simple muestra que la permeabilidad efectiva de este sistema seria simplemente
1t =1— f donde f esla fraccién de llenado de los cilindros. Si bien este siste-
ma simple ilustra como obtener una respuesta magnética en un metamaterial
fabricado con componentes no magnéticas, esta geometria no da lugar a una
permeabilidad negativa.

Un sistemaun poco méas complejo, con el cual si es posible obtener una per-
meabilidady < 0 es un arreglode tuboscilindricosmetalicoscon una aperturalateral
atravésde la cualla corrienteno puede fluir,causandoasi una acumula-ciénde carga.
El sistemase comportaentonces como un circuito LC (inductor-capacitor capaz de
resonar a una frecuenciacaracteristicadeterminadapor la geometriadel sistemal9,
10]. Para frecuencias ligeramente superiores a la fre-cuencia de resonancia es
posible obtener valores negativosde la permeabilidad magnética.

Diversos metamaterialescon p < 0 han sido fabricados con éxito, prin-
cipalmete para frecuencias en el rango de los GHz y THz [11, 12]. Para estas
frecuencias, la estructurautilizadamas frecuentementese conoce en inglés como
resonador de anillos partidos (o split-ring resonatoro SSRen inglés), y consisteen
un par de espiras metalicas concéntricas con cortes laterales en direcciones
opuestas. Un arreglo periodico tridimensional de SSRs,en combinacion con una
malla de alambres delgados forman un sistema que puede presentar tanto una g
< 0 como una € < 0, y por tanto un indice de refracciéon negativo, en un
rango de frecuencias que puede ser controlado variando ciertos parametrosde la
estructura,como el tamano, ancho y separaciéon entre las espiras. Sin embargo,
como hemos mencionado, este tipo de sistemasopera generalmenteen un rango de
GHz-THz. La posibilidad de manipularlos parametrosde estos sistemasparalograr
IRNsa frecuenciasmas altasestalimitadapor el tamafiominimo reque-rido parala
fabricaciéonde los anillos. Seria por lo tantoimportantecontar con un método que
nos permita explorar geometrias méas complejasy estructurasechas de materiales
diversos, con las cuales podamos generar resonancias en otras frecuencias.

El proposito de este articulo es presentary validar un método de calculo de la
permeabilidad de un metamaterial que en principio permitiria estudiar me-
tamateriales arbitrarios,con geometriaarbitrariay con materialesque puedan ser
tanto aislantescomo conductores, dispersivosy disipativoso no. La estrudura del
articuloes la siguiente: En laién (2) calculamosla permeabilidad
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magnética efectiva de un sistema sencillo compuesto de una red de parejas de
cilindros concéntricos con aperturas laterales, en el limite de longitud de onda
larga, asumiendo que las paredes de los cilindros son perfectamente conducto-
ras e infinitamente delgadas. Este sistema es una referencia que permite hacer
predicciones simples que pueden ser comparadas con modelos de mayor genera-
lidad. En la seccién 3 mostramos como se puede obtener la respuesta magnética
de un metamaterial a partir de la no localidad de su respuesta dieléctrica. En
la seccion 4 presentamos un método recursivo muy eficiente que nos permite
calcular la respuesta dieléctrica no local de metamateriales de geometria y com-
posicion arbitraria, y por ende de su respuesta magnética. En la secciéon (5)
obtenemos algunos resultados para sistemas simples de los cuales obtenemos la
respuesta dieléctrica y comparamos su no localidad con la respuesta magnética.
Finalmente, en la seccién 6 presentamos nuestras conclusiones.

2. Modelo simple

En esta seccién estudiaremos la permeabilidad magnética efectiva de un
metamaterial formado por una red cuadrada de cilindros metalicos en el limite
de bajas frecuencias y longitud de onda larga. Cada celda unitaria de la red
contiene un par de cilindros concéntricos que tienen una apertura lateral a través
de la cual se interrumpe el flujo de corriente eléctrica. La apertura de los cilindros
se encuentra en direcciones opuestas como se muestra en la figura 1.

Consideremos un campo externo de induccion magnética uniforme B®*(t) =
ReB®e~™!% que apunta en la misma direccién z que el eje de los cilindros y
oscila a frecuencia w, donde Re(...) denota que debemos tomar la parte real de
la cantidad compleja (...), lo cual haremos implicitamente en adelante. El flujo
de este campo induce un campo eléctrico que impulsa una corriente superficial
a lo largo de la circunferencia de los cilindros conductores. Asimismo, esta co-
rriente eléctrica produce un campo magnético inducido que a su vez genera una
contribucién adicional al campo eléctrico y a la corriente misma. Por otro lado,
los cilindros tienen una apertura que impide el flujo de corriente, por lo cual la
corriente eléctrica inducida no serd homogénea, sino que variaré alrededor de los
cilindros y generara acumulaciones de carga que seran una fuente adicional de
campo eléctrico. Haremos los célculos en la aproximacién de longitud de onda
larga, es decir, supondremos que la frecuencia y el vector de onda son pequenios
cuando los normalizamos con el tiempo que tarda la luz en recorrer la estructura
y el tamano de la estructura respectivamente.

Analicemos primero el caso de un solo cilindro de radio a. Como discutimos
arriba, debido a presencia de la apertura, el campo magnético externo da lugar

a una corriente superficial no uniforme K(0) = K (0)6 que oscila con la misma
frecuencia w, donde 6 es el angulo alrededor del eje z medido desde el eje x

en la direccién de x a y, y 6 es un vector unitario tangencial a la superficie y
ortogonal al eje z, como muestra la fig. 1. Note que el problema posee simetria
translacional a lo largo del eje z y hemos colocado la aperturade los cilindrosde
tal forma que el sistemasea simétrio con respecto al eje z. De este modo,
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Figura 1: Red cuadrada de cilindros conductores concéntricos con un corte late-
ral. Se muestran los radios de ambos ciliindros, los ejes coordenados, el angulo
0 y los vectores unitarios 6 y 7.

podemos expresar la corriente como una serie de Fourier en cosenos,
K(0) = Kicos(1f). (1)
1

De acuerdo a la ley de conservacién de la carga, una corriente inhomogénea
produciria una acumulacién de carga que en dos dimensiones podemos describir
mediante una densidad superficial de carga o(). De la ecuaciéon de continuidad
en dos dimensiones,

%U-}-V”'K:O (2)
obtenemos
a(0) = ousin(lf), (3)
l
donde
op = iKl. (4)
wa

La carga acumulada origina un potencial electrostatico ®(r) = ®(r,0) que
cumple con la ecuacion de Laplace V2 ®(r, ) = 0 tanto afuera del cilindro r > a
como adentro del cilindro r < a. Empleando la solucién general de la ecuacién
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de Laplace en coordenadas polares, obtenemos

B drlsin(l0),  (r <a)
®(r,6) = Z { gbi Lsin(10), (r > a) (5)

donde empleamos la condicién de que el potencial producido por el cilindro no
debe divergir en » = 0 ni en r — oo e introducimos las constantes a determinar
¢y ol

El potencial (5) produce un campo eléctrico longitudinal EX = —V&(r)
cuya componente a lo largo de la direccion radial # (fig. 1) escribimos como

EE(r,0) ZE ) sin(16), (6)
donde -1 ( )
19 . —pr =, (r<a

eh={ N S ™

La continuidad ®(a~,0) = ®(a™, d) del potencial electrostético (5) en r = a
implica
dal — lfa*l =0. (8)

Por otro lado, el campo eléctrico radial (7) tiene una discontinuidad E,(a™,6)—
E.(a",0) = 4wo(0) determinada por la carga superficial (ec. (4)), de donde

lflcfl*1 + ¢lla'! = 470y, (9)
De las ecs. (4), (8) y 9 podemos despejar

¢ = —FKad y ¢ ="Ka", (10)
qc qc

donde definimos el namero de onda en el vacio ¢ = w/c. Substituyendo en la ec.
(7) obtenemos el campo radial

Ahora podemos escribir la componente del campo eléctrico longitudinal EL a
lo largo de la direcciéon tangencial 6

ZEOZ cos(10) (12)
o Loy 2mi (r/a)l, (r<a)
Eel(r) qre LK) x (a/T)l. (,r > a) (13)

De las ecuaciones (11) y (13) notamos que el término [ = 0 del campo lon-
gitudinal es nulo. Por lo tanto, la contribucién mas importante de este término
proviene del campo transversal, que calcularemos mas adelante.
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Por otro lado, el campo eléctrico longitudinal EX(r,6) induce un campo de
induccion magnética B(r) = B(r,0)Z en la direccion z que cumple con la ley
de Ampere-Maxwell,

(V x B) = —igE", (14)

tanto fuera como dentro del cilindro. Notamos que esta ecuacion no es exacta,
pues puede haber contribuciones adicionales al campo eléctrico y por tanto al
campo magnético. Estas seran discutidas més adelante. Escribiendo la induccién

como
ZBZ cos(10), (15)

tenemos que para [ > 1
(VxB), = 7893 (r,0) Z By(r) sin(18), (16)

(V x B), = —9,B(r,0) Za By(r) cos(18), (17)

donde introdujimos las abreviatura 0, = 9/0r y 0p = 0/96. Sustituyendo (11)
y (16) en (14) obtenemos

B = a0 S (18)

que ademas cumple con la proyeccion tangencial de la ec. (14) y con la pro-
porcionalidad entre la corriente superficial y la discontinuidad en la superficie
B(a*,0) — B(a™,0) = —47K(0)/c, Bi(a™) — Bj(a™) = —47K;/c, como podria-
mos obtener de integrar la ley de Ampere en un pequenio circuito que atraviese
la superficie del cilindro.

Recordemos que el término ! = 0 no contribuye al campo eléctrico longitu-
dinal y por lo mismo no hay una corriente de desplazamiento longitudinal con
Il =0y el campo de induccién correspondiente obedece simplemente la ley de
Ampere con una corriente superficial homogénea como fuente, i.e., su rotacional
es nulo tanto dentro como fuera del cilindro, i.e., 9, By(r) = 0 para r > a y para
r < a, con soluciones constantes By(r) = B(J; fuera y Bo(r) = B¢ dentro. La
discontinuidad del campo en la superficie es Bg — Bd = —4rKq/ec.

De acuerdo a la ley de Faraday, el campo B calculado arriba induce un
campo eléctrico transversal E7 que obedece V-ET =0y

(V x ET) =i¢B, (19)

para el cual podemos hacer una expansion de Fourier, analoga a las ecs. (6) y
(12). Para el caso [ = 0 la ec. (19) se convierte en

1
~9,rE)] =igBy, (20)
;
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con solucién EgOT (r) = @r + ¢?/r, donde ¢” son constantes a determinar
y <y indica si estamos dentro (y = d, r < a) o fuera (y = f, r > a) del
cilindro. Exigiendo que E” sea finito para todo r y continuo en r = a, pues no
tiene fuentes singulares, obtenemos BJ = 0, ¢® = 0y ¢/ = Y Bda?, de donde
Bg = 47TKO/C,

Bo(r) = 4%1{0 x { (1) E; 5 Z; (21)
y o
Ejy(r) = = Kq x { Zéjf E: 5 Z; (22)

Los términos [ > 1 de la componente transversal del campo eléctrico son
més pequenos que los correspondientes términos longitudinales por un factor
(qa)? (ver apéndice A) y por tanto, en el limite de bajas frecuencias y longitud
de onda larga podemos ignorar su contribuciéon. Por lo tanto, en este limite, el
campo eléctrico tangencial total Fy estd dominado por el término [ = 0 (ec.
(22)) del campo transversal y los términos ! > 1 del campo longitudinal (ec.
(13)).

Hemos encontrado arriba el campo electromagnético producido en la apro-
ximacién de longitud onda larga por una corriente que circula en la superficie
de un cilindro. Sin embargo, dicha corriente depende a su vez del sistema fisico
especifico y de la forma como el mismo es excitado. Consideremos primero un
cilindro metalico con un apertura de ancho angular 2« y excitado por un campo
magnético externo oscilante dirigido a lo largo de su eje. Podemos caracterizar
la apertura a través de una funciéon escalon

|1, (ra<fb<a)
o) = { 0. (en otro caso) (23)
Podemos expandir este escaléon en una serie de Fourier
O(0) = O cos(16), (24)
1=0

con coeficientes / ( )
a/m, =0
O = { 2sin(la)/lr. (1> 0) (25)

La corriente eléctrica debe ser nula en el escaléon, K(0)0©(0) = 0, condicion que
nos lleva a un sistema de ecuaciones acopladas para K; (ver apéndice B)

Z ®lmKnL =0 (26)

donde Oy, se relaciona con ©; (ec. (25)) a través de

| ©0¢dom + Om, (I1=0)
Oun = { O00tm + Otpm +Oy—pm, (1>1) (27)
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con 0y, la delta de Kronecker.

Por otro lado, el campo eléctrico tangencial total tiene tres contribuciones.
Una viene del campo inducido por el campo de induccién externo, E§*(r) =
iqrB®* /2. Otra es el campo transversal con | = 0 dado por la ec. (22) y la
ultima es el campo longitudinal con [ > 1 dado por la ec. (13). Evaluando estos
tres campos en r = a obtenemos

Ey(a,0) =igaB™/2+ ) e/ K cos(0), (28)
=0
donde ) ( )
_ 2miga 1, =0
T { ~1f(qap. (1> 1) (29)

A bajas frecuencias la conductividad de un metal es muy alta, por lo cual
supondremos que €l cilindro est& hecho de un conductor perfecto en cuyo interior
el campo eléctrico debe anularse. La continuidad del campo eléctrico tangen-
cial implica que éste debe ser nulo en la superficie del conductor, es decir, en
todo el cilindro excepto en la apertura, condicién que podemos escribir como
Ey(a,0)(1—06(0)) = 0. Reescribimos ésta como otro sistema de ecuaciones para
Kl7

ianeX((510 — @l) + 2¢; K; — Z Omem K,y = 0. (30)
m=0

Aprovechando la formulacion obtenida arriba para un solo cilindro, es muy
sencillo generalizarla para el caso de un par de cilindros concéntricos de radios a
y b > a, y aperturas 2a¢ en lados opuestos del eje x, como ilustra la fig. 1, donde
el indice ¢ toma los valores a y b. En cada cilindro circula una corriente super-
ficial K¢(0) caracterizada por sus coeficientes de Fourier K lg . Estas corrientes
producen campos eléctricos analogos a los descritos por las ecs. (13) y (22) y
los cuales podemos evaluar en r = a, b, lo cual nos lleva a una ecuacién anéloga
a la ec. (28) y que escribimos como

E(r=¢,0) = Ej(0) = iqCB™/2+ 3720 3,y p ¢ K] cos(19), (¢ = a,b)
(31)
donde elCn denota la contribucién al campo en el cilindro ¢ debido a la corriente
K" que circula en el cilindro 7, y toma los valores

aa __ 2miqa ba __ 27iqa a ab __ 2miga bb __ 2migb
€ = c € = c b € = c € = ¢ 32
eaa — _ 2mil ba _ _ 2mil o’ eab — _ 2mil al bb _ _ 2mil (32)
[ gca’ - qcb bl - gca bl [ qcb *

Caracterizamos las aperturas de ambos cilindros mediante dos funciones es-
calén ©%() que toman el valor 1si ( =ay —a® < § <a®osi¢ =by
7—ab <0 <7+ ab,y toman el valor 0 en otro caso. Estas funciones estan
caracterizadas por los coeficientes de Fourier

¢
@?:{a/’fra

(1=0)
2(s6)! sin(lal)/lr, (1> 1) (33)
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donde el signo s* = +1y s = —1.
En cada apertura la corriente es nula, lo cual expresamos mediante

Z es K, = (34)
en analogia con la ecuacion (26), donde

o {@a%+@ (1=0)

O501m + 65, + 6 (i>1) (35)

+m |[l—m]|>

en analogia con la ec. (27). En ambos cilindros el campo eléctrico tangencial
debe ser cero, lo cual expresamos mediante

igC B (819 — ©°) + ZQef’?K“ > Z 0 eSTKN = 0. (36)

n m=0

en analogia con la ec. (30).

Podemos resolver los sistemas de ecuaciones (26) y (30) para el caso de un
solo cilindro, o el sistema de ecuaciones (34) y (36) para el caso de dos cilindros
eligiendo un momento angular maximo I, m < Ly.. Entonces, las ecs. (26) y
(30) serian dos sistemas de Lpax ecuaciones con Ly, variables K,,, mientras
que las ecs. (34) y (36) serian dos sistemas de 2L,,x ecuaciones para las 2Lax
variables K. En ambos casos, el sistema aparentemente esta sobredeterminado.
Sin embargo, no todas las ecuaciones descritas arriba son linealmente indepen-
dientes y el numero de ecuaciones independientes corresponde al nimero de
incognitas, por lo que los sistemas de ecuaciones pueden ser resueltos numérica-
mente usando métodos como la descomposicion en valores singulares (conocido
como SVD por sus siglas en inglés) y Lyax puede incrementarse hasta obtener
convergencia.

Una vez obtenidos las soluciones autoconsistentes de K;, podemos usar la
definiciéon usual del momento dipolar magnético de un circuito (corriente por
area/c) para obtener el momento dipolar magnético por unidad de longitud
m/h = ma?2Ky/c para el caso de un cilindro o m/h = 1a®?K§/c + mb?> K§/c para
el caso de dos cilindros, donde h — oo es su altura. Para un sistema periédico
con celdas unitarias 2D de area A, despreciando las interacciones entre celdas,
la magnetizacion seria M = m/hA, de donde podemos obtener la suceptibilidad
Xm = M/H = M/B® y la permeabilidad p = 1 + 4mx s,

p=1+

4 ma? ili
L { Ko, (un cilindro) (37)

o WT?QKS + WT{)ZKS. (dos cilindros)

3. Respuesta magnética y respuesta dieléctrica
no-local

Existen dos enfoques para la descripcion de las propiedades electromagnéti-
cas de medios continuos. Lamas comiin consisteen introduciruna permitividad
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€(w) y una permeabilidad u(w) que relacionan entre si al campo eléctrico E con
el desplazamiento eléctrico
D, =¢w)E, (38)

y al campo magnético H con el campo de induccién magnética
B, = u(w)H, (39)

para cada frecuencia w.

La dependencia de las funciones respuesta en w se conoce como dispersion
temporal y es consecuencia del tiempo finito que tarda el sistema en polarizarse
y magnetizarse. Es decir, al tiempo ¢, D y B en un punto dado dependen de
E y H no sélo en ese instante, sino también en tiempos anteriores t'. Esto
puede apreciarse tomando la transfomada de Fourier temporal de las ecuaciones
anteriores y usando el teorema de la convolucién,

D(t) = /dt’e(t—t’)E(t’) (40)

B(t) = /dt’u(t—t’)H(t’), (41)

donde €(t —t') y pu(t —t') son las transformadas de Fourier de e(w) y de u(w)
respectivamente. En las ecuaciones previas dejamos implicita la posible depen-
dencia de los campos y de las funciones respuesta en la posicién 7.

Las respuestas descritas arriba pueden ser insuficientes cuando los campos
varian en el espacio con una escala de distancias comparable con la microescala
del sistema. En este caso, podria suceder que, por ejemplo, el desplazamien-
to D(r) en una posicion r dependa del campo eléctrico E(r’) no sélo en esa
posicién, sino también en otros puntos cercanos r’. En este caso, es necesario
generalizar la ec. (40) escribiéndola como una respuesta no local

D(r,t) = /dt’/dr'e(r,r',t—t’)E(r’,t')7 (42)

donde ademas la respuesta dieléctrica esta descrita por un tensor € con compo-
nentes €;;. En un medio uniforme, con simetria frente a translaciones arbitrarias,
podemos reemplazar la dependencia en r y ' por una dependencia simple en
la separaciéon r — v/, que podemos simplificar tomando una transformada de
Fourier espacio-temporal para obtener la relacién algebréica

Dk:w = G(ki,w)Ekw. (43)

Por lo tanto,un medio no local homogéneo puede describirsepor funcionesrespuesta
que dependen tantode la frecuenciacomo del vectorde onda k. Por analogiacon la
dispersién temporal,la no localidadde las funciones respuestae conoce también
como dispersion espacial

La posibledependenciale larespuestadieléctricatanto en w como en k nos permite
incoporar en ellalarespuestanagnética del sistema. Paraello
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advertimos primero que es posible escribir las corrientes eléctricas asociadas a
la magnetizacion M, j,, = ¢V x M — ikc x M como corrientes asociadas a
una polarizacion P, j, = 0P /0t — —iwP si anadimos a P un término de la
forma —kc x M /w, i.e.,

P P—kex M/w, M —D0. (44)

Notamos en la ec. (44) que afiadimos a la polarizacién un término proporcio-
nal a M y por tanto proporcional a la induccién magnética, segtn la ec. (39). Sin
embargo, la ecuacién de Faraday nos muestra que la induccién es proporcional
al campo eléctrico

Bk:w = kc x Ekw/w. (45)

Por lo tanto, a frecuencias finitas podemos describir completamente la respuesta
del material en términos de una polarizacién que depende del campo eléctrico,
elminando asi la permeabilidad de la descripcién de la respuesta electromagné-
tica de un material y usando exclusivamente la permitividad. El precio a pagar
por este procedimiento es que la permitividad resultante dependeria necesaria-
mente de k, como se infiere de las ecs. (44 y (45). Por lo tanto, € seria una
cantidad no local. Conversamente, la dependencia de € en el vector de onda k
puede reinterpretarse en términos de una respuesta magnética p.

Por lo anterior, al calcular la respuesta macroscépica de un metamaterial fa-
bricado de componentes no magnéticas, podemos considerar iguales a los campos
B y H. De esta manera, el promedio de todas las corrientes microscopicas esta
incluido por completo en la definicién del desplazamiento eléctrico D, que se
relaciona con el campo eléctrico E mediante el tensor dieléctrico € el cual es
necesariamente no local en presencia de efectos magnéticos.

Recordemos que el metamaterial es un cristal artificial con una celda unita-
ria que se repite periédicamente. Cuando el tiempo que tarda la luz en recorrer
una celda unitaria del metamaterial se vuelve comparable al periodo, o equiva-
lentemente, cuando la longitud de onda es comparable al parametro de red, los
los efectos no-locales se vuelven significativos. Esto puede conducir, como discu-
timos arriba, a una respuesta magnética efectiva, ain cuando los componentes
del metamaterial no sean magnéticos [13]. Es por esta razén que resulta nece-
sario tomar en cuenta la no-localidad en la descripcién de la respuesta éptica
de los metamateriales con IRN. El tensor dieléctrico no local €(k,w) describe
tanto la respuesta dieléctrica como la respuesta magnética del sistema[l4, 15].
El limite local de la permitividad €(w) corresponde al limite en que el campo
eléctrico varia lentamente, e(k — 0,w) del enfoque no-local. Analogamente, el
limite local de la permeabilidad puede obtenerse a partir de las primeras co-
rrecciones no locales a la permitividad. En particular, puede obtenerse a partir
de una expansion de e(k,w) en potencias de k para vectores de onda pequenos,
como veremos mas adelante.

En la siguiente seccién presentamos un formalismo basado en la recursion de
Haydock para el calculo de la permitividad macroscopica €,r(k,w), el cual he-
mos implementado en un eficiente paquete computacional que permite calcular
la funcién dieléctricamacroscopicade metamateriales partirde la su geometria
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y de las propiedades de los materiales que los componen [16, 17, 18]. La depen-
dencia de la respuesta dieléctrica resultante en el vector de onda nos permitird
obtener una aproximacion para la permeabilidad magnética local macroscoépica
del sistema.

4. CAalculo recursivo

En esta seccién desarrollaremos un esquema eficiente para el calculo de la
respuesta dieléctrica no local de metamaterials con geometrias y composicio-
nes arbitrarias. Para ello empezamos por eliminar el campo magnético de las
ecuaciones de Faraday y de Ampere-Maxwell llegando inmedidtamente a una
ecuacion diferencial de segundo orden para el campo eléctrico E,

4miw w?

Jex + 5
c? c?

VXxVxE= ¢ E, (46)
donde J.; es una corriente eléctrica externa, no asociada a las corrientes de
conduccioén, de polarizacién o de magnetizacién del sistema, ¢ la velocidad de
la luz en el vacio. Usando que el rotacional de un campo longitudinal es nulo, y
que el rotacional del rotacional de un campo transversal es menos su laplaciano,
podemos reescribir la ec.(46) como una ecuacién de onda con fuentes,

WE = ——J, (47)
w

donde .
W= (é + qQVQﬁT) (48)

es el operador de onda microscdpico, € es la funcién dieléctrica, que toma un valor
caracteristico en cada uno de los materiales que conforman al metamaterial, por
lo cual la designaremos como la respuesta microscopica, y la cual escribimos
como un operador lineal por economia de notacién como apreciaremos adelante,
Pr es un proyector que actuando sobre un campo vectorial cualquiera F' nos
lleva a su proyeccion transversal Fr = PrF,y ¢ = w/c es el numero de onda
de una onda de frecuencia w que se propaga libremente libre en el vacio.

Despejando formalmente al campo eléctrico de la ec. (47) obtenemos

473,

E=—"—W1J, (49)
w

y promediando obtenemos el campo eléctrico macroscépico,

Y ¢

EM = Ep = —ijwilJexa (50)

donde introdujimos el proyector promedio 75p tal que al actuar sobre un cam-po

cualquiera F' produce su promedio espacial F;, = P,F . En este momento no es
necesarioaun especificarqué entendemospor promedio. Nos bastacon
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cualquier operador que sea idempotente (el promedio del promedio es el pro-
medio), que no dependa de la posiciéon ni del tiempo para que conmute con
los operadores diferenciales y que elimine de cualquier campo las fluctuaciones
espaciales asociadas a la textura microscopica del metamaterial. Notamos en el
lado derecho de esta ecuacion que el promedio actiia sobre el producto de una
constante multiplicada por un operador que actua linealmente sobre un campo
vectorial. Tipicamente, el promedio de un producto no es igual al producto de
los promedios, pues puede haber fluctuaciones correlacionadas. Sin embargo, en
el extremo derecho de la ec. (50) tenemos a la corriente externa, la cual, siendo
externa, no tiene nada que ver con la textura del metamaterial. Por lo tanto,
no tiene fluctuaciones espaciales provenientes del metamaterial, y es igual a su
promedio espacial, Jex = 75pJex. De no ser asi, no tendria sentido elaborar una
teoria macroscopica de la respuesta a dicha corriente. Por lo tanto, podemos
reescribir la ec. (50) como
Ey = —%WA?J% (51)
donde identificamos la inversa del operador de onda macroscépico
Wy =Wl =PV 'P,, (52)

empleando la idempotencia del promedio. Podemos expresar este resultado di-
ciendo que el inverso del operador de onda macroscopico es el promedio del
inverso del operador de onda microscopico. En analogia a la ec. (48), interpre-
tamos al operador de onda macroscopico en términos de un operador dieléctrico
macroscopico

o 1 .
Wi = (éM + q2v27>T> (53)

de donde podemos despejar facilmente €,;. En resumen, nuestro procedimiento
de calculo es partir de la respuesta dieléctrica microscépica para escribir el
operador de onda microscépico, invertirlo, promediarlo, invertir el resultado y
finlamente extraer la respuesta dieléctrica macroscopica.

Consideramos ahora un metamaterial binario, fabricado de dos materiales
isotropicos A y B, con permitividades €,(w) y €(w) respectivamente, las cuales
son funciones complejas de la frecuencia en general. Podemos entonces reescribir
el operador de onda microscépico como

2

W:%<u—é)+%% (54)

donde

(55)

es conocida como la variable espectral, y el operador B corresponde a la funcion
caracteristica B(r) del medio B, la cual toma el valor 1 cuando la posicion r

esta en la regién ocupadapor el material B y tomael valor 0 en caso contrario.
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Vale la pena mencionar que la variable espectral u(w) contiene la informacién
sobre la composicion del metamaterial y sobre la respuesta de sus componentes
a distintas frecuencias w pero no depende de la geometria, mientras que la fun-
ciéon caracteristica depende tinicamente de la geometria y no de la composicion.
Podemos reescribir al operador de onda como

W = % (ugf1 - B) : (56)

donde definimos el operador

) . ov2\ T

a

el cual veremos que juega el papel de una métrica.

Supondremos ademés que nuestro metamaterial es un cristal artificial con
una celda unitaria que se repite periddicamente. Este cristal esta caracterizado
entonces por una red de Bravais {R} y su correspondiente red reciproca {G},
de forma tal que, de acuerdo al teorema de Bloch, cualquier onda plana que se
propague en este cristal con algtn vector de onda k seria difractada, acoplandose
con ondas con vectores de onda de la forma k + G. Asi, las excitaciones del
sistema tendran la forma de una onda de Bloch. El hecho de que la red reciproca
sea discreta nos sugiere definir el promedio de un campo cualquiera F(r) descrito
por una onda de Bloch con vector de Bloch k,

F(T‘) _ ZFkGei(kJrG).r’ (58)
G

como la contribucién cuyo vector de onda es k,

Fp(’f’) = 75P Z FkGei(k+G)'T = Fk,oeik‘r. (59)
G

Nuestra elecciéon de promedio descarta todos los vectores de onda k + G corres-
pondientes a vectores reciprocos G # 0 y sblo conserva aquella componente con
G = 0. Entonces podemos representar al proyector promedio como 75p — dco
en términos de una delta de Kronecker. Una interpretaciéon de este operador
promedio es como un filtro en el espacio reciproco que sélo conserva aquellos
vectores de onda en la primera zona de Brillouin y elimina todos los demés.
Usando el promedio anterior, podemos emplear la ec. (52) para escribir el
operador de onda inverso macroscépico como
R u A\ 1
Wi = =i (u—Bg) (60)
€a pp
donde usamos el hecho de que el operador g no mezcla distintos vectores de onda,
y por tanto conmuta con el operador promedio. Notamos en el lado derecho de
esta ecuacién que contiene una expresiéon analoga a un operador de Green,

G=(c—H), (61)
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como podria aparecer en un problema ordinario de mecanica cuantica, donde
identificamos la energia compleja e con la variable espectral € — w y al hamil-
toniano A con el producto H — BQ. Una objecién a la identificacién anterior
es que el hamiltoniano es un operador Hermitiano, mientras que el producto Bg
parece no serlo. Sin embargo, este producto se vuelve hermitiano si reemplaza-
mos el producto usual (|1)) entre dos vectores de estado |¢) y |1b) por un nuevo
producto escalar

(@ly) = (¢llv) , (62)

en el que el operador g juega el papel de una métrica. Bajo este producto escalar
se verifica que

(¢IBgly) = (9lgBg[v) = (¥|3Bgl¢)" = (¥|Bgle)", (63)
por lo cual BQ st es hermitiano con respecto a esta métrica.

La analogia del operador de onda macroscépico con la funciéon de Green
de problemas cuénticos simples, nos permite tomar prestados resultados de la
mecanica cudntica para obtener la respuesta macroscopica. En particular, re-
curriremos a la recursion de Haydock [16, 17, 18]. En este método elegimos un
estado |0) inicial normalizado respecto a la métrica ¢ y correspondiente a una
onda plana con el vector de onda k y cierta polarizacion e. A partir de |0) pode-

mos generar nuevos estados actuando recursivamente con nuestro hamiltoniano.
Dados los estados |0}, [1),]2) ... |n), generamos el estado |n + 1) mediante

In+ 1) = Bin) = bpga|n+ 1) + an|n) + bngn|n — 1), (64)

donde elegimos los coeficientes de Haydock a, y b, de manera que los estados
|n) sean ortonormales

respecto a la métrica g, y g, = £1. Necesitamos introducir el signo g,, pues la
métrica § no es necesariamente positiva definida. Notamos que en esta base el
operador z’S‘g es tridiagonal y sus componentes se obtienen de los coeficientes de
Haydock, por lo que podemos escribir

u—ag —bigigo 0 0
A —b1 u — ay —bzgggl 0
(U - Bg) = 0 71)2 U — ag 7b3g3g2 . (66)

De acuerdo a la ecuacion (60) la respuesta macroscopica del sistema esta dada en
términos del promedio, que identificamos como el elemento 00, de la inversa de
esta matriz. Este elemento se puede obtener en forma de la fracciéon continuada

i b2
e Wit e= L % (67)
€A 9091b1
u —ag — B
v—a g192b3
—ay —
9293b3
U—ag — ——2
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Los coeficientes de Haydock que aparecen en (67) provienen de la aplicacion
reiterada de la funciéon caracteristica, que depende exclusivamente de la geome-
tria, y de la métrica, la cual tiene una dependencia trivial en el nimero de onda
ke = \/€aq de las ondas libres en el medio A. Para cada valor de k,, que a su
vez corresponde a un valor del niimero de onda libre ¢ = w/¢, la dependencia
en los componentes del metamaterial y su respuesta dindmica esta contenida
unicamente en la variable espectral u. De la ec. (67) obtenemos la proyeccion
del operador de onda macroscépico WX; a lo largo del vector de polarizacién
e. Repitiendo el célculo anterior para suficientes direcciones e independientes,
podemos encontrar todas las componentes de WX}, el cual podemos interpretar
como un tensor cartesiano para cada valor de la frecuencia y del vector de onda
k. A continuacion podemos invertir este tensor para finalmente obtener el tensor
dieléctrico macroscopico

ent(kw) = — (k1 — kk) + W (K, w). (68)
El método descrito anteriormente ha sido implementado en un paquete compu-
tacional que emplea el expresivo lenguaje PERL y su eficiente extensiéon numéri-
ca Perl Data Language [19, 20] y ha sido codificado como un sistema de objetos
en un paquete llamado Photonic que actualmente se encuentra disponible al
publico [21]. El elemento central en el célculo es la funcion caracteristica B(r)
la cual describe la geometria de la celda unitaria y la cual se puede representar
como un arreglo D—dimensional de unos y ceros, donde 1 corresponde a los
pixeles o voxeles ocupados por el material B y los ceros a aquellos ocupados por
el material A.

Es importante notar que la métrica incluye al operador laplaciano, que en
la representacion del espacio reciproco, donde los estados |¢) son representados
como una suma de ondas planas, corresponde a V2 — —||k + G||2. Por lo tanto,
la respuesta dieléctrica obtenida en este esquema es no local. La dispersiéon
espacial se manifiesta a través de la dependencia en el vector de onda k adicional
a la dependencia en la frecuencia w, como se observa explicitamente en la ec.
(68). De nuestro calculo no local podriamos obtener una respuesta dieléctrica
local tomando el limite de longitudes de onda largas, vectores de onda pequenos,

er(w) =ep(k — 0,w). (69)

Sin embargo, este limite local es insuficiente para el calculo de propiedades 6pti-
cas, pues la relacién de dispersion electromagnética en un material es cuadratica
en el vector de onda. Por lo tanto, es indispensable aproximar la respuesta die-
léctrica al menos hasta el orden cuadratico en potencias de k. De esta expansion
es posible obtener, a un primer orden de aproximacion, la respuesta magnética
local asociada a la dispersiéon espacial de e como veremos a continuacién.

La forma més sencilla de hallar la permeabilidad magnética correspondiente
se sigue de la relacion de dispersién de las ondas electromagnéticas transversa-
les a lo largo de los ejes de simetria y para campos polarizados a lo largo de
direcciones principales.Llamandoe s (k, w) al valorprincipalcorrespondiente
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de €ps y habiendo fijado la direccion de k, la relacion de dispersion se sigue
inmediatamente de la ecuacién de onda y es

k* = epr(k,w)g?. (70)

Haciendo una expansion de Taylor hasta orden cuadratico,

H) 2, (71)

donde hemos eliminado el término lineal en k& suponiendo que el sistema es
invariante frente a inversiones temporales t — —t, k — —k. Despejando k2 de
esta ecuacion, podemos reescribirla para obtener la forma convencional de la
relacion de dispersion

k> = en(0 )+1k28—2 (k,w)
= Mm\Y,w 2 8k2eM )

K = enr(w)pm (w)e?, (72)
donde identificamos la permeabilidad magnética como
1

1-¢? %%GM(kﬂw)’k—m.

par (w) (73)

En resumen, hemos mostrado un esquema que nos permite calcular la per-
mitividad y la permeabilidad locales macroscépicas de un metamaterial binario
con una composicién y geometria arbitrarias en el limite de longitud larga. Para
esto, obtenemos primero la respuesta dieléctrica no local usando un formalismo
numéricos como el método de Haydock presentado en esta seccién, y poste-
riormente tomando su limite local y calculando su segunda derivada respecto
al vector de onda con la cual encontramos una expresion aproximada para la
permeabilidad magnética del sistema.

5. Resultados

Como un primer célculo para probar el formalismo de la seccién anterior,
consideremos una red cuadrada con parametro de red d de cilindros conductores
huecos sumergidos en el espacio vacio sin apertura, con un radio exterior a =
0.5d y un radio interior 0.1d..

De acuerdo a nuestro modelo simple para conductores perfectos, (seccion 2)
cuando los cilindros no tienen aperturas (el angulo o = 0 en la Ec. (23)) las
ecs. (26) desaparecen y las ecs. (30) conducen a Ky = —iqaB®™*/2¢qg y K; =0
para [ > 1, por lo cual la Ec. (37) lleva al resultado simple p = 1 — f, donde
f = ma?/d? es la fraccién de llenado de la regiéon encerrada por la superficie
exterior de los cilindros.

Utilizando el formalismo presentado en la seccién anterior realizamos calculos
numéricos de la permitividad no-local macroscépica €,; de dicho metamaterial
asignandole diferentes permitividades ¢, a los conductores. Recordemos que a
bgﬂﬁu(lei%(%gencias €, es vuelve negativa y de mayor tamano mientras mejor es el
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Figura 2: Permitividad eléctrica ey a frecuencia w = 0.1¢/d obtenida numérica-
mente (circulos) y analiticamente (linea punteada), como funcién del cuadrado
k2 del vector de onda, para una red cuadrada de clindros metalicos huecos con
radio exterior 0.4d y radio interior 0.1d, correspondiente a una llenado (exterior)
f =0.5, donde d es el parametro de red. La linea continua muestra el limite para
un conductor perfecto. Los resultados se muestran para diferentes valores de la
permitividad eléctrica del metal como se indica en el interior de cada recuadro.
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También llevamos a cabo un célculo analitico resolviendo la ecuacién de
Helmholtz para el campo magnético en la regiéon metalica y empatandolo con
un campo magnético que no depende de la posicién en la regiéon del vacio, donde
suponemos vale la aproximacién de longitud de onda larga.

La figura 2 muestra los resultados de la componente transversal del tensor
de permitividad ej; no local a frecuencia w = ge con ¢ = 0.1/d como funcion
del cuadrado k2 del vector de onda para una red cuadrada de cilindros meta-
licos huecos con radio interior 0.1d y radio exterior a = .4d, correspondiente a
la fraccion de llenado f = 0.5. Si el conductor fuera perfecto la distancia de
penetracion del campo seria cero y el ancho de las paredes seria irrelevante, el
resultado dependeria exclusivamente del radio exterior de los cilindros. En la
figura mostramos los resultados que esperariamos para un cilindro conductor
perfecto, p =1 — f y los resultados del calculo analitico en la aproximacién de
longitud de onda larga.

Para una permitividad €, negativa, cuyo tamaiio es del orden de 102, la apro-
ximacién analitica no describe satisfactoriamente las correcciones no locales a
la respuesta macroscopica del sistema, pues la permitividad del cilindro es sélo
dos érdenes de magnitud mayor que la del vacio, por lo que la distancia de pene-
tracion del campo en el cilindro es apenas un orden de magnitud menor que la
longitud de onda en el vacio. Esto es consistente con la discrepancia que muestra
la fig. 2 entre el resultado analitico y el resultado numeérico. La discrepancia con
el modelo de conductor perfecto es aiin mayor. Sin embargo, para permitividades
metélicas con valor absoluto del orden 10% o mayor, los resultados numéricos tie-
nen un excelente acuerdo con los del modelo analitico. Finalmente, observamos
también, que al aumentar atin mas la permitividad de los cilindros metélicos,
cuando alcanza valores del orden 107 0 mayores, obtenemos finalmente un acuer-
do con el resultado esperado para conductores perfectos. Resultados similares
se obtuvieron para otras fracciones de llenado de los cilindros. Sin embargo, en
nuestro modelo numeérico no podemos llegar a valores mucho mayores de €, por
dificultades de convergencia. Recordemos que el calculo numérico inicia a partir
de la funcién caracteristica B(r) que representamos como un arreglo de pixe-
les o voxeles. No podemos esperar que el método numeérico funcione cuando la
distancia de penetracion del campo sea menor a un pixel, pues seria imposible
representar dicho decaimiento con un arreglo discreto. Por lo tanto, al aumentar
el valor absoluto de €, es necesario aumentar el tamano de nuestros arreglos,
con el consecuente aumento del tiempo de cémputo.

El hecho de que para este sistema los resultados numéricos coincidieran con
los resultados de aproximaciones simples en aquellas regiones donde esperamos
que las mismas sean vélidas, sugieren que la permeabilidad magnética a bajas
frecuencias si esta bien descrita por la dependencia en el vector de onda de la
permeabilidad macroscopica no local.

Habiendo verificado la eficiencia y las limitaciones de nuestro método con
un metamaterial muy sencillo, podemos proceder a analizar la respuesta mag-
nética de un metamaterial mas interesante, que permita obtener resonancias y
valores negativos de la permeabilidad. En particular, seria importante investi-
gar lageometriadel tipo split-ringque analizamosen laseccién 2, con el finde
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Figura 3: Permeabilidad magnética p de una red cuadrada de cilindros con-
ductores perfectos de radio a = 0.4d y fraccién de llenado f =~ 0.5 para dis-
tintas semiaperturas angulares « entre 0.01 y 0.1. El calculo fue realizado con
Lax = 100 valores para el momento angular [.

comparar nuestros resultados y valorar la posibilidad de aplicar nuestro método
en geometrias ain mas complejas.

Como un primer paso, exploraremos la respuesta de una red de cilindros con-
ductores perfectos interrumpidos mediante una apertura de ancho angular 2«
empleando el formalismo de la seccién 2. La fig. 3 muestra la permitividad co-
mo funcién de la frecuencia para diversos valores de o. Vemos que para o = 0.1
se ve claramente una resonancia tras de la cual la permeabilidad toma valores
negativos. Sin embargo, dicha resonancia aparece a una frecuencia gd = wd/c
muy cercana a 1, por lo cual no esta justificada la aproximacion de longitud de
onda larga. Intentamos recorrer la resonancia a frecuencias menores cerrando la
brecha. Si bien para o« = 0.05 y o = 0.04 la frecuencia de la resonancia disminu-

e, lo hace muy ligeramente. Para o mas pequena, la resonancia aparentemente
ésaparece.

Un analisis méas cuidadoso nos hace ver que aperturas tan pequenas como
0.01-0.03 dificilmente pueden representarse mediante una serie de Fourier (24)
truncada con un valor tan pequena de Lpyax. El principio de incertidumbre nos
sugeriria que Lp,,x debe ser mayor a 1/2«. Para verificar ésto, en la fig. 4
repetimos el calculo anterior para una apertura pequena pero para distintos
valores de Lpy.x. Observamos que al aumentar L.y, reaparece la resonancia
que habiamos perdido al cerrar la apertura. Sin embargo, la posiciéon de la
resonancia sigue siendo muy alta, a pesar de que escogimos una apertura tan
pequena que dificilmente podria realizarseexperimentalmente.
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Figura 4: Permeabilidad magnética p de una red cuadrada de cilindros conduc-
tores como los de la figura 3 con una semiapertura a = 0.025 pero calculado
con distintos valores de L., entre 50 y 300.

Podemos entender el problema con los sistemas recién explorados si los vi-
sualizamos como unos circuitos LC. La capacitancia proviene de la brecha, pero
como nuestros cilindros son infinitame ;e delgados, dicha capacitancia es muy

pequefia y por tanto la resonancia 1/v/ LC corresponde a una frecuencia tan

alta que las aproximaciones no son véalidas. Para incrementar la capacitancia
y contar con més parametros que permitan entonar la resonancia es que se ha
recurrido a cilindros dobles con aperturas, como los ilustrados en la fig. 1. Como
muestra la fig. 5 con aperturas relativamente anchas podemos obtener resonan-
cias bien desarrolladas y entonarlas hacia valores bajos de la frecuencia donde
las aproximaciones realizadas conducen a errores pequenos.

Finalmente, en la figura 6 mostramos el resultado de nuestro calculo numé-
rico no local para una red de cilindros dobles abiertos. Para hacer el célculo
numérico obtuvimos para cada frecuencia la componente transversal del tensor
de permitividad ej; como funcién del cuadrado k2 del vector de onda, ajusta-
mos una recta al resultado y obtuvimos la permeabilidad g s usando la ec. (73).
Tal como esperdbamos tras analizar la fig. 5, obtuvimos una resonancia en la
permeabilidad a frecuencias no demasiado altas arriba de la cual toma valores
negativos. Como una referencia, también mostramos en la figura los resultados
del modelo simple. Como la distancia de penetracién del campo en un metal a
bajas frecuencias es muy pequefia, empleamos el radio mayor del cilindro interior
y el radio menor del cilindro exterior como los radios a y b que aparecen en dicho
modelo. El acuerdo cualitativo entre los resultados de ambos modelos es muy
bueno, aunquesu frecuenciade resonanciano es idéntica.Estose debe a que en
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Figura 5: Permeabilidad magnética u de una red cuadrada de cilindros conduc-
tores dobles con radio b = 0.4d y distintos valores del radio a y entre 0.3d y
0.37d y semiaperturas o = ( entre 0.2 y 0.8.

el modelo numérico no podemos alcanzar el limite de un conductor perfecto ni
podemos hacer que su ancho se anule, por lo que la respuesta microscopica y la
geometria no son idénticas entre ambos modelos.

Notamos en las figs. 3-6 que a bajas frecuencias la permitividad up; ~ 1,
pues los anillos abiertos no pueden sostener una corriente DC, mientras que a
altas frecuencias u =~ 1 — f pues los capacitores se comportan como circuitos
cerrados y los anillos se comportan como si no tuvieran aperturas.

Encontramos entonces un rango de frecuencias entonable en el cual la per-
meabilidad es negativa y seria posible construir un metamaterial izquierdo, siem-
pre y cuando logremos al mismo tiempo una permitividad eléctrica negativa.
Esto se puede lograr combinando el sistema que analizamos arriba con una ma-
lla de alambres metélicos muy delgados que hagan que el sistema se comporte
macroscopicamente como un mal conductor.

6. Conclusiones

Hemos presentado un método simple para el cilculo de la respuesta magné-
tica macroscopica de metamateriales que contienen fases conductoras perfectas
con geometrias muy sencillas y un método que permite el calculo de la respues-
ta dieléctrica no local de metamateriales de geometria y composicién arbitraria.
Asimismo, hemos mostrado cémo relacionar la no localidad de la respuesta die-
léctrica con la respuestamagnética.Hemos aplicadoambos métodos a sistemas
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Figura 6: Permeabilidad magnética p calculada numéricamente para una red
cuadrada de parejas de cilindros conductores abiertos. Un cilindro de cada pareja
tiene radio interior 0.26d y radio exterior a = 0.32d. El otro tiene radio interior
b = 0.34d y radio exterior 0.4d. La apertura corresponde a una separacién 0.06d.
La permitividad de los metales se tomé como €, = —10*. También se muestran
los resultados del modelo simple para parejas de cilindros conductores perfectos
con paredes infinitamente delgadas y radios a y b con la misma apertura.
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simples y hemos comparado los resultados, lo cual nos permite concluir que el
célculo de la respuesta magnética a partir de la no localidad es viable y conduce
a buenos resultados, con la ventaja de ser un método aplicable a geometrias va-
riadas y complejas y permite atacar sistemas realistas fabricados con materiales
dispersivos y disipativos.
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A. Apéndice: Campo transversal

La corriente eléctrica (1) y el campo eléctrico longitudinal ((12) y (13)) pro-
ducido por la correspondiente acumulacién de carga da lugar a una induccién
magnética B ((18) y (21)) en la direccion z que a su vez da origen a un campo
eléctrico transversal que cumple la ec. (19). Expandemos las componentes radia-
les y tangenciales de este campo de manera anéloga a la mostradoa en las ecs.
(6) y (12) definiendo asi contribuciones EL(r) y E,(r) para cada I. Podemos
entonces reescribir la Ec. (19) para ! > 1 como

i r/a)t r<a
%(aTTEg;(T) B ZEZZ(T)) - & (& qu x { (_(/a/)’l”")la E'f’ i a; (74)

Dado que E” es un campo transversal, cuample con V - ET = 0, lo cual reescri-
bimos como

OBy (r) = LEg (1), (75)

que usamos para eliminar EJ;(R) de la ec. (74) y obtener

T 2 T _ 2Tig (a/r), <
8rr<9r7‘Erz(7") _l Erl(r) - c ZKZT x 7(a/r)l7 (7’ > CL)

con una solucién particular de la forma

Edpltt (r<a)
T _ r )
OER I A A ()

Sustituyendo la ec. (77) en (76) obtenemos el campo radial

_ imgr (r/a)!/(1+1), (r<a)
Byy(r) = 5 -UK: X{ (/)i —1). (r>a) (78)

valida solo para I > 2 (los casos I = 0,1 se discutiran més adelante). Sustitu-
yendo en la ec. (75) obtenemos el campo tangencial

imqr (r/a)(1+2)/(1+1), r<a
Ealr) = 2¢ K1 x { —(a/T)(1-2)/(1-1) r>a

(79)
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Debemos anadir a las soluciones particulares (78) y (79) de las ecs. (74) y (75)
las soluciones de las correspondientes ecuaciones homogéneas, proporcionales a
r~=1 y arl=! para r > a y r < a respectivamente. Los coeficientes de estos
términos se obtienen de imponer condiciones de continuidad en r = a y conducen

a la solucioén final

BT (r) = irqr K { (r/a) (11 — 1; — (- 2)(; +1)(a/7)?, E: < Z; (80)

2c 2—1"°\ (a/r)' 1 +1) = (1 +2)(1 - (a/r)% (r>
y
v, imqr K r/a) (1 +2)(1—1)— (1 —2)1+1)(a/r)?, (r<a)
En(r) ==, 12—1X{ —(a/m (- 2+ 1) — (1 +2)(I - 1)(afr)?), <r(>a)>
81
para l > 2.

Evaluando estas expresiones en r = a y comparandolas con el campo longi-
tudinal (11) y (13) observamos que el campo transversal es del orden de (ga)?
veces més pequeno. Por lo tanto, en el limite de longitud de onda larga po-
dermos despreciar al campo eléctrico transversal comparado el campo eléctrico
longitudinal.

Para l =1y r < a las soluciones (80) y (81) no son validas. Sin embargo,
podemos seguir un procedimiento similar al anterior para resolver las ecs. (74)
y (75) para hallar

_ imqa —(r/a)?, (r<a)
B (r) = —— - Kix { d(log(r/a) — 1) + 3(a/r)?, (r>a) (&2

T tmga —3(r/a)?, r<a

En(r) = - dc KX { 4lo(g(/r/)a) —3(a/7)?, Er > ag (83)
Notamos que ahora aparece un término que diverge cuando r — oo, aunque
muy lentamente, por lo cual no afectaria los célculos en un metamaterial con
una celda unitaria finita. A esta solucion se le puede anadir un campo constante
sin afectar ni las ecuaciones diferenciales ni las condiciones de continuidad. Al
igual que los casos con | > 2, el campo transversal con [ = 1 evaluado en la
superficie 7 = a del cilindro es (ga)? veces menor que el correspondiente término
longitudinal y es por tanto despreciable en el limite de longitud de onda larga.
Finalmente, en el caso | = 0 no hay campo longitudinal y el campo trans-

versal fue evaluado explicitamente en el texto, ec. (22).

B. Apéndice: Funcién escalén

Expandendo en cosenos la funcién escalon (23), (24) y la corriente superfi-

cial (1), podemos expresar el hecho de que la corriente no fluye en la apertura
O(6)K(0) = 0 como

== Y 6,K, cos((n+m)f) + % > cos((n —m)0). (84)
n,m=0 n,m=0
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usando identidades trigonométricas para el producto de cosenos. Podemos rees-
cribir la primera suma como

00 l
Z 0, K, cos((n +m)b ZZ@Z m K m cos(16) (85)

n,m=0 l=0m

O

introduciendo el indice | = n + m. Para la segunda suma de la ec. (84) podemos
tratar por separado los casos n > m,

i ni O Ko cos((n —m)f) = i i O m K cos(10), (86)
_— n=1m=0 =1 m=0
iZ@K cos((n —m Z@ K, (87)
yn<m o
i i O cos((n—m)) = i OmiKmcos(lf),  (88)
0 m=nt1 i

donde hicimos los cambios de variable [ =n —m, l =0 y [ = m — n respectiva-
mente. Sustituyendo las ecs. (85)-(88) en la ec. (84) y usando la independencia
lineal de las funciones trigonométricas coslf, [ = 0,1,2... podemos reescribir
la Ec. (84) como un sistema de ecuaciones

0=> OmKn, (@=0,1,2..) (89)

donde la matriz Oy, se relaciona con los coeficientes de Fourier ©; de O(6)
mediante la ec. (27). Este resultado es la version para series de cosenos del
conocido teorema de la convolucion.
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Friccion dindmica: historia y resultados recientes

Frédéric S. Masset, Instituto de Ciencias Fisicas, UNAM

1. Introduccion

El concepto de friccion dindmica fue originalmente introducido por [2], quien considerd la dece-
leracion que experimenta una estrella u otro cuerpo masivo que viaja a cierta velocidad con respeto al
conjunto de un gran nimero de estrellas. Una formulacién muy simplificada de la férmula de Chan-
drasekhar para la friccion dindmica puede obtenerse asumiendo que las vecinas estdn fijas, y de masa
m mucho menor a la masa M de la estrella E que atraviesa el medio. El intercambio de momento lineal
entre la estrella E y el enjambre de estrellas que atraviesa puede estimarse calculando el intercambio
de momento durante el encuentro cercano entre E y otra estrella, posteriormente integrando sobre el
conjunto de estrellas. Se trata de un calculo clasico, que reproducimos a continuacion.

Describimos el encuentro cercano entre la estrella E (sobre la cual se ejerce in fine la fuerza de
friccion dindmica que pretendemos evaluar) y una estrella vecina V. Nos colocamos en el referencial
centrado sobre E, que asemejamos al referencial del centro de masa ya que M > m, y nos pregun-
tamos cual es la trayectoria de la estrella V en este referencial. Nuestra aproximaciéon m < M nos
permite decir que la masa total del sistema es aproximadamente M, mientras que la masa reducida es
aproximadamente m. Se trata de un problema de fuerza central, en el cual la trayectoria no estd aco-

Figura 1: Representacién grifica del encuentro cercano mencionado en el texto. La estrella E de masa M esté en el
origen (color rojo en la version electrénica), y la vecina V (color azul en la versién electrénica) tiene inicialmente una
trayectoria horizontal de velocidad vy en el referencial amarrado a E.

tada y en el cual la estrella V tiene una velocidad finita a gran distancia del origen. La energia total
del sistema es entonces positiva y por ende la trayectoria es una hipérbola. Nos preguntamos cual es
el momento lineal en la direccion x perdido por la estrella V durante el encuentro. Por virtud de la ley
de accidn y reaccion, este momento estd ganado por la estrella E. De este intercambio de momento
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proviene la friccién dindmica. La conservacion de la energia total de la estrella V (y por ende de su
energia cinética entre t — —oo y t — +o00 ya que la energia potencial se vuelve despreciable fuera
del encuentro cercano) implica que solamente necesitamos obtener el dngulo ® para contestar esta
pregunta. La ecuacidn polar de la trayectoria es:

a(l - e?)
r= ,
1+ ecos(d—06,.)

oY)

donde 6, es el angulo con la direccién del punto de minima distancia (periastro). Las asintotas co-
rresponden a r — oo, que se obtiene cuando el denominador de la ecuacion polar de la trayectoria se
vuelve cero. Entonces:

l+ecosh. =0 6, =cos™ (—é) )
Por otra parte, podemos escribir la relacion:
2n-6.)+0O=n 3)
Podemos escribir el momento angular como:
L = mEV x 7 = m(EH + HV) X% = mHV x 7, )

_}
ya que los vectores EP y v son paralelos. Ya que (HV) y v son ortogonales, la componente del
momento angular perpendicular al plano se escribe simplemente:

L = mbv, &)

donde b es el pardmetro de impacto (ver figura). Igualando esta cantidad con la expresion del momento
angular en funcion del semi-eje mayor y excentricidad, que es:

L =m+GMa(e* - 1), (6)

obtenemos:
GMa(e* - 1) = vjb*

Usamos la relacién E = GMm/2a = (1/ 2)mv§ para sustituir a en esta expresion y obtenemos final-

mente:
1/2

vgb2

e = (1 + W) (7)
La velocidad de 1a masa m después del encuentro, a gran distancia de la masa M, tiene la magnitud

Vo, por lo que, en la base (Exy), se puede escribir como (v, cos ®, —v, sin ®). La variacion de velocidad

a lo largo del eje (Ex) se escribe por ende:

2V()

Avy = =vp(1 = cos ®) = —vp(1 + cos 26,) = —2v cos’f, = — >
e

Usando el valor de e obtenido en la Ec. (7), obtenemos finalmente:

2\/()
vgb2
G*M?

AV”:—
1+
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Por unidad de tiempo, una corona de didmetro b y ancho db barre un volumen dV = 2rxbdbV, que
contiene ndV estrellas. Cada una de éstas comunica a la masa M una cantidad de momento m|Avy],
con lo cual la fuerza total es dada por la integral:

F

bmax
f m|Avy| X 2rbvondb
0

bmax D bdb
= 2nmmV, f — ®)
0

vip2
1+ GQ e

Efectuando el cambio de variable x = véb /GM, llegamos a:

G2M2 Xmax 2
F =2rmmn f al dx
0

2 2
vy 1+x

que se integra inmediatamente en:

242
In(1 + X% ),

max

F = 2nmn—;

Yo

Se nota que esta fuerza diverge logaritmicamente con la extension maxima del sistema. Cuando X«
es grande, esta expresion se simplifica en:

2002

i) ©)
0

F = 4nmn

Chandrasekhar consider6 un caso mas general que éste, en el cual las estrellas del enjambre no estaban
fijas si no que tenian una distribucion arbitraria de velocidades. En el caso particular en que esta
distribucion es Maxweliana, se obtiene:

202

F = 4nmn In(Xmax) |erf(X) — 2X exp(=X?)|, (10)
N

2
Yo
donde

X =vo/ V20, (1D

o siendo la dispersion de velocidades del enjambre. Notase que esta fuerza es opuesta al movimiento
de la estrella E en el referencial amarrado al enjambre, razon por la cual se le califica de friccidn.

2. Friccion dindmica en un gas

Varias décadas después del trabajo de Chandrasekhar, se plante6 la pregunta de la friccion dinami-
ca que experimenta un perturbador masivo al viajar a través de un gas adiabdtico. Estudios tempranos
distinguieron el caso subsénico, en el que la velocidad del perturbador vy es menor a la velocidad
del sonido c;, del caso supersonico (vy > c;). Inicialmente se pensaba que la fuerza era nula en el
caso subsonico [6], pero posteriormente [5] mostré mediante un analisis lineal que no era el caso y
que habia una fuerza neta en el caso subsonico, proporcional a la velocidad en el limite de pequefios
numeros de Mach. Posteriormente, [ 7] confirmaron mediante simulaciones numéricas no-lineales los
resultados de [5].
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Figura 2: Representacién grafica de la friccién dindmica en un enjambre de estrellas con distribucién maxweliana. La
variable X esté definida en la Ec. (11), mientras que Fy vale 4mtmnG>M?/ v% In(Xmax)-

3. Fuerza sobre un perturbador luminoso

Hasta fechas recientes, se habia exclusivamente estudiado la friccién dindmica sobre perturbado-
res masivos no luminosos. Sin embargo, el calor liberado por un perturbador caliente puede impartir
una perturbacion importante sobre su entorno, y por ende modificar la friccién dindmica. Esto es par-
ticularmente importante en el caso de los embriones planetarios embebidos en discos protoplanetarios
opacos. Estos embriones suelen estar calentados por el bombardeo de material sélido del disco (co-
mo piedras o planetesimales). Su superficie se vuelve luminosa e irradia calor al disco circundante.
La alta opacidad del gas hace que el calor se queda atrapado en una region de tamafio relativamente
pequeiio (tipicamente una décima parte del grosor del disco), donde imparte una perturbacién de den-
sidad que puede alterar significativamente la fuerza gravitatoria que recibe del disco. [4] han estudiado
este efecto en el contexto de la friccion dindmica (es decir en un medio tridimensional en reposo y
homogéneo), que es mas simple que el de los discos protoplanetarios (en los cuales la cizalla keple-
riana vuelve mas compleja la perturbacion). Este estudio puede hacerse en régimen lineal (cuando la
magnitud relativa de la perturbacion es pequefia). En este régimen, se puede separar la contribucion
de la gravedad del perturbador (estudiada por [5]) de la contribucion de su luminosidad. La pertur-
bacion total es la suma de las perturbaciones debidas a la gravedad y a la luminosidad, consideradas
separadamente, y la aceleracion total es la suma de las dos aceleraciones. La segunda, en particular,
es la aceleracion debida a la perturbacion de densidad impartida por una perturbador luminoso sin
masa. Notando L la luminosidad del perturbador, [4] encontraron la expresion de la perturbacion en
dos casos limites:

= En el caso de pequefio nimero de Mach, la aceleracion debida a la luminosidad es:

_(y=-1yGL
a, = —————

e (12)

donde v es el indice adiabético del gas y y su difusividad térmica.
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= En el caso de un gran nimero de Mach, la aceleracion debida a la luminosidad es:

(y-1)GL
ar, = L2 frivo/4x), (13)
XV
donde r,,;, es el radio fisico del cuerpo y f una funcién que diverge logaritmicamente cuando

su argumento es pequefio.

Posteriormente, se realizaron simulaciones numéricas para comprobar estas expresiones. Estas si-
mulaciones numéricas se hicieron con el c6digo numérico publico FARGO3D [ 1], y se muestran los
resultados en la figura 3. La fuerza de calentamiento es de mismo sentido que el movimiento. Se opone
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Figura 3: Fuerza debida a la luminosidad (o heating force) en funcién del nimero de Mach. La linea punteada muestra
el resultado de la Ec. (12), mientras que la recta roja muestra una dependencia en vaz como la de la Ec. (13). Se puede
apreciar que la fuerza de calentamiento crece cuando la resolucién crece (y por ende ry,;, €s mas pequefio).

por ende a la friccion dindmica, y si la luminosidad del cuerpo es suficiente, puede llevar a la acelera-
cion de éste, en lugar de su frenado. Esto sugiere que embriones calientes en un disco protoplanetario
pueden ver su excentricidad e inclinacidn excitadas, en lugar de amortiguadas, si son suficientemente
luminosos. Para comprobar esta asercion, [3] han realizado simulaciones de embriones luminosos de
baja masa (alrededor de una masa terrestre) embebidos en un disco protoplanetario opaco. En estas
simulaciones, en lugar de considerar una difusividad térmica ad hoc del gas, se resuelven las ecuacio-
nes de la transferencia radiativa (de forma simplificada), lo cual de facto permite la difusién térmica
en el disco. La figura 4 muestra como la liberacién de calor induce la aparicion de una region caliente
atras del planeta a lo largo de su movimiento epiciclico. Esta region da lugar a una fuerza de calenta-
miento similar a la que aparece en el estudio de fricciéon dindmica y empuja el planeta, oponiéndose
a los efectos de mareas que tienden a amortiguar excentricidad e inclinacion. La figura 5 muestra el
resultado de simulaciones de larga duracién (2500 6rbitas). Se ve como la excentricidad e inclinacién
inicialmente tienen una fase de aumento exponencial con el tiempo. Posteriormente saturan alrededor
de t+ = 500 orbitas. La excentricidad satura a un valor mucho mayor al de la inclinacion. Esto pue-
de tener consecuencias muy importantes sobre escenarios de formacion planetaria, por las siguientes
razones:
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Figura 4: Perturbacién de temperatura inducida en el plano ecuatorial del disco por un planeta excéntrico. Cada figura
estd centrada sobre el centro guiador de la 6rbita y la elipse en linea punteada representa la trayectoria epiciclica del
planeta, que esta descrita en el sentido contrario de las manecillas de un reloj. Un cuarto de periodo orbital separa dos
figuras consecutivas. Se puede apreciar como una “cola” caliente sigue el planeta.
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Figura 5: Comportamiento de la excentricidad e (azul) e inclinacién i (rojo) de un protoplaneta de una masa terrestre que
debe su luminosidad a la acrecién de masa sélida tal que se dobla su masa en 5 - 10* afios. Las lineas s6lidas representan
una corrida obtenida con las condiciones iniciales (eg, i) ~ (107%, 10~%), mientras que las lineas punteadas representan
una corrida obtenida con las condiciones iniciales (e, ip) = (107>, 107).

= Todos los escenarios elaborados a la fecha suponen que los embriones presentes en el disco
tienen su excentricidad e inclinacién amortiguadas por efecto de marea con el disco. Aqui no
es el caso: el disco los excita.

= El aumento mucho mayor de la excentricidad hace que el conjunto de embriones podria com-
portarse de manera bidimensional: los embriones no pueden pasar uno encima del otro como
cuando la inclinacion esta excitada, lo cual es muy favorable a colisiones y a una formacion
planetaria ripida.

Sin embargo, el comportamiento del sistema a muy largo plazo queda todavia por determinar: puede
ocurrir relajacién dindmica entre embriones que lleva las excentricidades e inclinaciones a estar en
equiparticién. Por otro lado, si la luminosidad de un embrién decae abajo de cierto umbral, la excen-
tricidad e inclinacién van a estar amortiguadas en lugar de excitadas. El comportamiento temporal de
la luminosidad de un embrion depende tanto de su tasa de acrecion como de su temperatura interna.
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A la fecha estas problemadticas constituyen esencialmente problemas abiertos.

4. Conclusiones

Si bien el concepto de friccién dindmica es un concepto relativamente antiguo de la astrofisica, la
fuerza gravitatoria entre un cuerpo caliente y un gas opaco en el cual se mueve revela efectos nove-
dosos que pueden tener un fuerte impacto sobre los escenarios de formacion planetaria actuales. En
particular, el paradigma de la amortiguacion de excentricidad e inclinacion por el disco protoplaneta-
rio se esta volviendo obsoleto. El estudio de estos novedosos efectos puede efectuarse de dos maneras
complementarias: o bien por estudios analiticos, obtenidos esencialmente mediante la linealizacién de
las ecuaciones de la hidrodindmica, o bien por estudios numéricos, involucrando simulaciones masi-
vas con codigos especializados. El que dispongamos de estas dos herramientas (analitica y numérica)
permite corroborar los resultados, y permite delinear los limites del espacio de pardmetros dentro del
cual el anélisis lineal es valido. Estos nuevos efectos abren muchas problematicas nuevas, tales como
la determinacién del historial térmico de los embriones planetarios y su relacién con el historial de
acrecion de masa, o la dindmica de un enjambre de embriones sometidos a una excitacién de excen-
tricidad (y casi ningun efecto sobre la inclinacién). En los proximos afios los escenarios de formacion
planetaria deberian verse considerablemente modificados por la inclusion de estos efectos.
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Abstract

En este curso analizamos la generacion de fotones en una cavidad
ideal (unidimensional) con paredes oscilantes en presencia de un atomo
de dos niveles. Utilizando técnicas de algebras de Lie, construimos un
operador de evolucién aproximado y exploramos su validez no sélo en
los regimenes resonante y dispersivo sino también para otros valores
de los parametros del sistema. Hemos encontrado una muy buena
concordancia con los resultados puramente numéricos.

1 Introducciéon

En 1970 Moore publico un articulo en donde estudia la teoria cuantica de
luz linealmente polarizada que se propaga en una cavidad acotada por dos
espejos paralelos ideales, infinitos, perfectos que se mueven con trayectorias
arbitrarias [1]. En este trabajo predijo la creacién de fotones generados a
partir del estado de vacio del campo electromagnético debido a las variaciones
no adiabaticas en las condiciones de frontera del campo. Este efecto se conoce
ahora como el Efecto Casimir Dindmico (DCE por sus siglas en inglés). Para
que el efecto se produzca es necesario modular rapidamente las condiciones de
frontera del campo electromagnético con velocidades cercanas a la de la luz, lo
cual no es factible para espejos reales. Para dar la vuelta a esta dificultad, se
han considerado sistemas anédlogos como circuitos superconductores [2] y una
implementacién con iones atrapados fue hecha mas recientemente [3]. Se ha
mostrado que se puede esperar un ntimero apreciable de fotones en cavidades
ideales con condiciones de frontera oscilantes en condiciones de resonancia
[4]. El modelo més sencillo que describe este efecto consiste de una cavidad
resonante (que soporta un modo) cuya frecuencia se modula rédpidamente.
El comportamiento del sistema cuando se tiene ademéas un segundo sistema
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dentro de la cavidad (un detector) puede ser muy distinto. En el trabajo que
presentamos aqui, consideramos al detector como un atomo de dos niveles
que interactia con el campo de la cavidad y analizamos la evolucién temporal
del campo en esta cavidad no estacionaria.

2 El modelo y su solucién aproximada

Consideremos el caso de una cavidad cerrada con una pared movible que
ejecuta un movimiento periddico y que contiene a un atomo de dos niveles
dentro de ella. El Hamiltoniano més simple que describe este sistema es

~

H(t) = w(t)n + x(t)(a> + a™) + S;&z +g(a+a(oy +0) (1)

en donde 7, @ y a' son los operadores usuales de niimero, aniquilacién y de
creacion y o,, 0., o_ son las matrices de Pauli que representan al atomo de
dos niveles, g es una medida de la intensidad del acoplamiento atomo-campo
que tiene unidades de frecuencia y estamos usando h = 1. Elegimos

1 dw(t)
t) = ———F— t) = 1 in(nt
X0 = o e () = woll + esingat)
con € < 1 una modulacién de amplitud y 7 la frecuencia de la modulacion.
Se sabe que en ausencia de atomo y con las condiciones 1 ~ 2wy, ewet > 1
el nimero medio de fotones crece exponencialmente [4]. Debido a que e < 1
hacemos w(t) = wp y definimos el Hamiltoniano no perturbado Hy como:

Hy = wyit + g&z + x(t)(a* + a™) (2)

en donde x(t) = (wpe/2) cos(2wpt) y la perturbacién queda
V= gla+a)oy +0) 3)
El conjunto de operadores que aparece en el Hamiltoniano no perturbado
es tal que, el conmutador de dos cualesquiera de ellos también pertenece

al conjunto (esto es, el conjunto cierra un algebra ante la operacién de
conmutacién). Estos operadores estan expresados en la representacion de

96



Schrodinger y no dependen explicitamente del tiempo, por lo tanto, el opera-
dor de evolucion temporal correspondiente puede escribirse, en forma exacta,
como un producto de exponenciales (teorema de Wei-Norman)[5]:

A~

i A yeal? ~yza2
Uy=e i toz o1 20 Sy3a 674, (4)

con funciones complejas, dependientes del tiempo ~; las cuales satisfacen el
conjunto de ecuaciones acopladas

o= —i(wo + 4€¥ x(t)72) (5)
Jo o= —i(e7PN + 4P ) x (1), (6)
Jg = —ie?Mx(t), (7)
Yo o= —i2e®Mpx(t). (8)

El operador de evolucion temporal en la representacion de interaccion satis-
face la ecuacion[6]:

0,07 =[0IV, 01 = A0 )

con la condicidn inicial Uy (tg,to) = 1.
Transformando la interaccion obtenemos el Hamiltoniano en la repre-
sentacién de interaccién como

Hi(t) = g |[((t1 +ts)a + (t2 + ta)al) (0, + o)) (10)

en donde los coeficientes t; estan dados por:

tp = e"(1—4y27) (11)
ty = 2eMy, (12)
ts = —2e M3 (13)
ty = e . (14)

Al tomar los productos en la ecuacién (10) se obtienen términos que
conservan el nimero total de excitaciones (afo_, ao,) y términos que no lo
conservan (afo,, ao_). Despreciaremos a estos tltimos debido a que oscilan
muy rapidamente comparados con los dos primeros. Escribimos entonces un
Hamiltoniano de interaccién aproximado

Hr = g|(ty + ts)ao, e + (t + ty)alo_e ™)) . (15)
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Definimos ahora los operadores [7, 8, 9]

~aoy o ato_

b TR b JiL (16)
en donde M =n+ %(1 +0,) es el nimero total de excitaciones en un escalén
(campo+atomo). En un escalén podemos tener n excitaciones del campo y
una del d&tomo (correspondiente al ket |n, €), el &tomo en el estado excitado),
o bien n+ 1 del campo y cero del 4tomo (correspondiente al ket |n+1, g), el
atomo en el estado base).

En términos de éstos operadores, el Hamiltoniano queda

H; =My [(h +t3)be™™ + (2 + t4)i)T6_mt} , (17)

este Hamiltoniano aproximado, solamente genera transiciones entre estados
de un mismo escalon.
Para aclarar este punto consideremos el hamiltoniano

1 Q
H = n+ - —0
hw(n+2)+h2az

que corresponde a un campo de un solo modo y un atomo de dos niveles. Los
estados propios del sistema los podemos escribir en términos de los estados
de nimero (estados propios del operador de nimero) y los estados propios
de 6,. Usando que:

nlny =nln), y que, &,|£) = +|%)
encontramos que los valores propios del Hamiltoniano estan dados por:

1. .0
By = h(n+ 5) £

en donde el signo + corresponde al estado excitado del atomo y el signo -
al estado base. El nimero M cuenta las excitaciones del campo mas las
excitaciones del atomo (una para el estado excitado y cero para el estado
base). El estado de mas baja energia corresponde a n = 0 (cero fotones) y
atomo en el estado base |g) (M = 0), denotamos el ket correspondiente como
0, g). El siguiente estado corresponde a n = 0 y atomo en el estado excitado
le) representado con el ket |0,e) o bien n = 1 y dtomo en |g) representado
con el ket |1, g) (ambos con M=1). Cuando w = (2 se tienen condiciones
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de resonancia y los estados |0,e) y |1,g) estan degenerados. Cuando no
se cumple la condicién de resonancia, la separacién entre estos estados, que
tienen el mismo valor de M, es AE = h|Q2—w| que es menor que la separacion
entre estados con diferente valor de M. Entonces, podemos ver que los valores
propios del Hamiltoniano se acomodan en parejas de niveles (escalones de
dos niveles) con nimeros consecutivos de M, solamente el estado con M =0
contiene a un solo estado.

Los operadores b y bt producen transiciones entre estados de un mismo
escalén (un mismo valor de M). Por ejemplo para M = n + 1 tenemos:

Vn+1 Vn+1
VM VM

El conjunto de operadores {b, b', 5.} también es cerrado ante conmutacion,

bin+1,9) = In,e) = |n,e), bi|n,e) = In+1,9)=n+1,9)

bf,b] = 6., [6.,0] =2b, [6.,b1]=—2b

por lo tanto, es posible escribir el operador de evolucion temporal correspon-

diente a H; como: ~ o
UI — 6/Bzo'zeﬁ+b1.€6*b (18)

con funciones (3,, 54+ y B_ por determinar. Estas cumplen con el conjunto de
ecuaciones diferenciales acopladas

B, = —igV/ Me™ 2= (t, + t5) 5, (19)
By = —igV/ M (e 2% (ty 4 t,) + ™25 (4 13)52) (20)
ﬁ _ —Zg\/_emt 262(25 +t3) (21)

que se resuelven de forma numérica.

Consideremos un estado inicial puro, con M = n + 1 excitaciones lo mas
general porsible [¥(ty)) = ale,n) + Blg,n + 1), debido a la normalizacién del
estado tenemos que |a|? +|3]> = 1. Al tiempo ¢ el estado ha evolucionado en
1 (t)) = UpUr|U(t)) y el valor medio de alguna observable estaré dado por:

(O@1) = (W()O[W(1)) = (¥(to)|U]UFOUUL| W (k) (22)
Aplicando U, al estado inicial obtenemos:

Ui(t)) = Url¥(te)) = e™(a+BB-)le,n) + e % (afs + B(L+ B 5-))|g,n + 1),
Cenle,n) + Conialg,n + 1) (23)
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Supongamos ahora que el operador O es el operador de niimero, entonces

() =Ufaly = (1 —87273)h + 2724™ + 2v5(4y27s — 1)a” — 47273
= guh + gaoa'® + go26* + goo- (24)

El valor medio del operador de nimero esta dado por:
(Ur (@) ()9r(t) = g [nlCe,nl2 +(n+ 1)|Cg,n+1l2} +g00  (25)
en donde hemos hecho uso de la condicién de normalizacién

(Tr(t)|W1(1)) = |[Cenl® + 1Conia|* = 1.

3 Resultados semi-analiticos y numéricos

Si tomamos como estado inicial del sistema el estado |¥(tg)) = ale, 0)+05]g, 1)
obtenemos para el valor esperado del operador de ntimero:

(U ()]r(®)91(t) = gnlabl’e ™™ + goo. (26)

Los efectos de la interaccién atomo-campo estan presentes através de las
funciones f;. Los resultados numéricos para el caso en que |¥(tg)) = |e, 0) se
presentan en la figura 1. Los parametros utilizados para este calculo fueron,
para la figura en la parte superior: € = 0.2wp, € = 0.02, |2 — wy| > g =
0.05wq vy para la figura en la parte inferior 2 = wy, € = 0.02, g = 0.05wy
que corresponden respectivamente a los regimenes dispersivo y resonante
reportados en la referencia [10]. En azul se muestra el caso en que no hay
interaccion entre el atomo y el campo, en amarillo se muestra el caso con
interaccion. Se ve claramente que el efecto de la interacciéon con el a&tomo es el
de incrementar la generacién de fotones tanto para el regimen dispersivo como
para el resonante y producir un comportamiento oscilatorio de alta frecuencia
para el caso dispersivo y baja frecuencia para el caso resonante. Resultados
numéricos obtenidos a partir de un desarrollo en una base de eigenestados
del Hamiltoniano no perturbado muestran un comportamiento muy cercano
al reportado aqui [11]. En la figura 2 se muestra la evolucién temporal
de la probabilidad de encontrar al atomo en el estado excitado cuando al
tiempo inicial el estado del sistema estaba dado por |¥(ty)) = |e,0). Esta
probabilidad se calcula a partir de la expresion P.(t) = T'r{pale){e|}, con
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Figure 1: Evolucién temporal del valor medio del operador de niimero para
el estado inicial |e, 0) con los pardmetros descritos en el texto.

pa = Tre{par} la matriz densidad reducida del dtomo y pap = |W(t)) (¥ (¢)]
el la matriz densidad del sistema completo. El resultado que se obtiene es:

62%{74+6z }

P.(t) = .
V1= ahaPeon)

(27)

Para el caso dispersivo, donde las frecuencias 2 y wy difieren significativa-
mente, la probabilidad de transicién atémica es una funcién oscilatoria de
pequena amplitud y alta frecuencia que muestra cémo el atomo permanece
cerca de su estado inicial a lo largo de toda la evolucion. Para el caso reso-
nante, cuando las frecuencias coinciden 2 = wy encontramos que la probabil-
idad de encontrar al atomo en el estado excitado es una funcién oscilatoria
que cubre el rango [0, 1], esto es, hay ciertos valores del tiempo t = ¢,, para los
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cuales el atomo se encuentra seguramente en el estado excitado (P.(t,) = 1)
y otros t = t, para los cuales es seguro que se encuentra en el estado base
(P.(t,) = 0). La frecuencia de las oscilaciones se incrementa con el tiempo.

1.00

Figure 2: Evolucién temporal de la probabilidad de encontrar al dtomo en
el estado excitado cuando al tiempo tg el sistema esta descrito por el estado
puro |¥(t)) = l|e,0). Figura superior, caso dispersivo 2 = 0.2wy, figura
inferior, caso resonante 2 = wy. El resto de los pardmetros son € = 0.02,
g = 0.05wq, n = 2wy.

Para verificar la validez de las aproximaciones que hemos hecho en este
trabajo, calculamos el valor medio del operador de nimero mediante un
método puramente numérico utilizando una base suficientemente grande para
garantizar convergencia [11]. Tomando como estado inicial el estado |e,0) y
el Hamiltoniano dado por la ecuacién 1 evolucionamos el estado del sistema
al tiempo ¢ y con éste calculamos el valor medio del operador de ntimero.
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En la figura 3 se muestran, en rojo los resultados obtenidos con la simu-
lacion numérica y en negro los obtenidos con la metodologia expuesta en este
trabajo. Como puede observarse de la figura, el método desarrollado aqui
concuerda fielmente con los resultados numéricos.
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Figure 3: Evolucion temporal del valor medio del operador de nimero. Los
parametros del sistema son €2 = 0.2wy, € = 0.02, g = 0.05wy, n = 2wy. Enrojo
se muestran los resultados numéricos y en negro los resultados aproximados

4 Conclusiones

En estas notas hemos presentado un método aproximado para el estudio de
una cavidad cerrada con paredes perfectamente reflejantes la cual contiene un
atomo de dos niveles. Una de las paredes de la cavidad oscila ejecutando un
movimiento periédico de pequena amplitud y alta frecuencia. Tomamos como
Hamiltoniano no perturbado a la parte atéomica, la del campo y la proveniente
del movimiento oscilatorio del espejo ya que este conjunto de operadores nos
permite escribir el operador de evoluciéon temporal en forma exacta. La
parte de interaccion es la correspondiente al acoplamiento atomo-campo la
cual tratamos en la aproximacion de onda rotante. Esta aproximacion es
valida siempre que la constante de acoplamiento sea significativamente menor
a la frecuencia de transicién atémica g < 2. Para corroborar la validez
de nuestras aproximaciones usamos el mismo conjunto de parametros que
el utilizado en la referencia [10] en donde obtienen expresiones analiticas
en los limites dispersivo y resonante y encontramos un buen acuerdo con
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sus resultados. Para analizar la validez de nuestro método con parametros
fuera de estos limites, hicimos un calculo piramente numérico tomando una
base de tamano tal que garantizara la convergencia deseada. Los resultados
numéricos y aproximados muestran también una buena concordancia.
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La Biofisica

Biophysics 1s that branch of knowledge
that applies the principles of physics
and chemistry and the methods of
mathematical analysis and computer
modeling to understand how biological
systems work.

http://www.biophysics.org/
http://iupab.org

http://www.fis.unam.mx/investigacion la.htm
http://www.phdcomics.com
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Sobre el Rigor en la Ciencia

En aquel Imperio, el Arte de la Cartografia
logré tal Perfeccién que el Mapa de una sola
Provincia ocupaba toda una Ciudad,

v el Mapa del Imperio, toda una Prowvincia.
Con el tiempo, estos Mapas Desmesurados
no satisficieron v los Colegios de Cartdgrafos
levantaron un Mapa del Imperio,

que tenia el Tamafio del Imperio y

coincidia puntualmente con &l.

Menos Adictas al Estudio de la Cartografia,

las Generaciones Siguientes entendieron

que ese dilatado Mapa era Indtil v no sin Impiedad

lo entregaron a las Inclemencias del Sol v los Inviernos.

En los Desiertos del Oeste perduran despedazadas

Ruinas del Mapa, habitadas por Animales ¥ por Mendigos;

en todo el Pais no hay otra reliquia de las Disciplinas Geograficas.

Suarez Miranda: Wiajes de varones prudentes
Libro Cuarto, Cap. XLV, Lérida 1658

De: El hacedor (1960), por Jorge Luis Borges
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Las simulaciones de sistemas
reales

Un modelo:

1. La representacion del sistema

2. Un conjunto de reglas (las ‘Leyes Naturales’ del
modelo)

Adicionalmente: un estado inicial y unas influencias
externas

Dado un proposito, el modelo debe ser

Atinado (preciso) y eficiente
Factible con los medios técnicos disponibles
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La respuesta (simulada) a la pregunta
depende de:

El estado de desarrollo de las teorias pertinentes (los
modelos y los métodos de solucion)

Las capacidades computacionales

Las posibilidades de implementar los métodos de
solucion en algoritmos

Las posibilidades de validar al modelo
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Traza

» Algunas definiciones

e Motivacion

* Los hielos y los modelos moleculares de agua

* Los hidratos de metano y la coexistencia de tres fases
« El diagrama de fases de una bicapa de fosfolipidos

e La solubilidad de la sal (NaCl)

* El metanol como anticongelante

e Conclusiones generales
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Algunas definiciones

 Fase: Cada una de las partes homogéneas fisicamente
separables en un sistema formado por uno o varios
componentes (www.rae.es)

 Fase: Region de un sistema gue tiene una composicion
guimica uniforme y propiedades fisicas uniformes.
(“Quimica Fisica” de G. W. Castellan)

e Sustancia pura: Aquélla que tiene una composicion
guimica fija. Una sustancia pura puede existir en
diferentes fases. Una fase es un arreglo molecular
distinguible, homogéneo en todas partes y que se separa
de las demas por medio de superficies frontera facilmente
identificables (“Termodinamica” de Y. A. Cengel y M. A.
Boles).
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Motivacion

 La coexistencia de fases es un fendbmeno comun

e Del cual hay muchos “casos de interes” (hielo(s) con
agua,“el agua y el aceite no se mezclan”, la solucién
acuosa con el precipitado)

e La coexistencia implica que las fases esten en equilibrio
(algo bueno para las simulaciones numéricas). El
potencial quimico de cada sustancia debe tener el mismo
valor en cada fase en que aparezca tal sustancia.

» EXxceptio probat regulam... (un buen examen para los
“campos de fuerza” que se disenan para describir liquidos
puros)

20/03/18 Escuela de Verano, ICF 113



Los hielos

HTML ABSTRACT * LINKS

o C O n ag rad e C i m i e n tO a THE JOURNAL OF CHEMICAL PHYSICS 122, 234311 (2003)

A potential model for the study of ices and amorphous water. TIP4P/lce
J. L. F. Abascal, E. Sanz, R. Garcla Ferdndsz, and C. Vega

Departamento de Quimica Flsica, Facultad de Ciencias Quliicas, Universidad Compliense,

28040 Madrid, Smm
(Received 18 March 2005; accepted 20 April 2005; publhed onlng 23 fune 2005)

Sin imagen disponible

The ability ofseveral water models to pedict the propertes of ces is discussed. The emphasi s put
on the resuls for th densites and the coexisience curves between the different ice forms. 1 i
concluded that nong of the niost commonly used rigid models is satisfactory. A new model
specifically designed o cope with solid-phase: properties 1 proposed. The parameters have been
obtained by fitting the equation of state and selected points of the meting L and of the
coexistence Lines involving different ice forms. The phase diagram is then caleulated for the new
UNIVERSID., potential. The predicted meling temperature of hexagonal ice () at 1 bar s 2722 K. Thi
_"I excellent value does not imply 2 deterioration of the rest of the properties. n fact, the predictions
D M P LU T E N S E for both the densities and the coexistence curves are befter than for TEPAP, which previousy yielded
WADRID the best estinmations of the e propeties, © 2003 American Insiute of Physics.
(DO 10.1063/1.1931662]

Carlos Vega José Luis F. Abascal
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El diagrama de fases del agua

1000
kg m
800 VI 1200
— [1+]
© o
E—- = 6oo|
g 106 g v 1150
3
4 le Ih o A a00f
g_'_’ Solid o 1100
o 111
WP’U‘T II"I - {1050
[1] 1000
60 40 -20 0 20
1 Temperature,”C
0 00 200 300 400 500 600 700 800
Temperature (K)
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1200

La simulacion del diagrama de
fases de algunos hielos

"TIP4P/lce ——
TIPAP = !
1000 | =xpt
.'l-l;
: ,.-"f
B frorns o om0 [ _f,f
i o Vi
g EDG llﬂ'#!*l:.'
= . v
"'\-\._\_\_ L
-
400 + - ~~ ,f!' -
e T
200 " '-.;'-.:';-m -
S
Ih
n 1 i Y 1 1
150 200 250 300
Temperature (K)
20/03/18

TIP4P/Ice se disefio para
reproducir este diagrama

Se ajusto para dar T_(Ih) =270 K
bajo p = 1 bar

T =300K!(>277K)

pmax

TIP4P/2005 se ajusto para
reproducir la ecuacion de estado p
vs T

TIP4P/e se ajusto para reproducir
la constante dieléctrica

A la fecha no conozco modelo
alguno que reporduzca
simultaneamente T (lh) y T

pmax
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Fundiendo el hielo |h (nuestro
modelo sofisticado)

MD con GROMACS
870 moléculas de agua MCDHO2
NPT, P = 1 bar, semi-isotropico

Constricciones flexibles (At = 2 fs)
(B. Hess et al., J. Chem. Phys. 2002, 116: 9602)
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Los hidratos de metano

Alcione Garcia
Gonzalez
‘.L, m X
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Motivacion...$3$$

Platform

Sea level
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La interaccion CH, - H,O

| MOLDEN |

CH, - H,0
MP2 / CBS Limit

| | | .« Cp

AEkamci1
o (]
I [ &
\
0cC
woO
7]
1 | 1 | 1 |

L

i | |
3.45
2 3

X in aug-cc-pVxZ

o
n—»

United Atom Model

AE = -3.94 kJ mol-* =243 A3
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“Jaulas” CH,-(H,0),,




Simulaciones de la solucion acuosa de
CH .

4T T T I | T T T T
— x =H, T=P50 K, P=68 bar |
- X =i
x=H, T=288 K, P=1 bar
— x=0 —
= H, axp
x =0, exp
7S "
SR et
| I | I
=] T a = 10
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Que da un numero de coordinacion

T T T T 7 T T T T T 1
I gu._.ﬁ r'n' -
s’
Y

=L Ny ol <NC= = 18] |
10 -
5 = ]

l'.-"-H‘xl'h
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La coexistencia del hidrato con
el agua liquida

BTN S El hidrato sl
-_; * :"f *?‘; ;ﬂ 64 moléculas de CH,
LRSS RS 782 moléculas de H,0 (MCDHO2)
P e WY Sl 2
L MR " MD con GROMACS
P = 68 bar, semi-isotropico
T=260K, 270 K,
280 K, 290 K
Electrostatica con PME
Constricciones flexibles (At = 2 fs)
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¢, Hubo fusion...?

E vstime
pot
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A volver a probar modelos
empiricos

g_bar g_energy TIP4P/Ice
T I T T T T ;9 &
12 - . 25 | = | 25
- / T i 13 oL — W T ap)
9 o« A4 * 4o i UA(7%) | ]
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5 12r -+ o ! 25
E _ | / | o 2
2 9- . T @ _g = 150
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S L L L L I L B E 2%_
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La densidad y la coordinacion

Model | T = 277 K T = 283 K T = 291 K

P Ny P Ny P ny
2005-1 | 1007 19.5+£2.8 | 1005 199435 | 1001 19.2+4.1
2005-2 | 1006 20.04+3.2 | 1003 19.6+£3.2 | 1003 19.743.1
2005-3 | 1004 199434 | 1004 199428 | 1001 19.543.8
Ice-1 9096 192423 | 996 193426 | 997 194433
Ice-2 996 19.1£24 | 995 198426 | 991 19.7£2.6
[ce-3 | 1001 19.74£2.5| 993 19.743.1 | 998 19.3+3.0
Q-1 1005 19.842.6 | 998 19.64+3.0 | 1000 19.243.2
Q-2 1002 19.84£2.8 | 1002 20.54+£2.6 | 998 20.0+£2.7
Q-3 1000 20.2+£29 | 999 20.14£3.0 | 1000 19.6+3.4

Escuela de Verano, ICF
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La coexistencia de tres fases

Number of water molecules
30 T I T I T I T I T I T

25 = -

Figure 1: Initial configuration used for all simulations in this work

— Tetrakaidecahedron cage -
— Pentagonal dodecahedron cage

0 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
Time (ps)

Figure 2: Snapshot of the system erystallized, in this case the potential energy of the
system decreased
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La comparacion con datos
experimentales

I 1 1 I 1 I ]
64 = -
) —y—-A
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g | YA
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For the sl alone

Escuela de Verano, ICF

Int. J. Mol. Sci. 2015, xx

L I : | : I : I I
12 =
_ 1195k -
)
-
BHE TIP4Q
19 A—A TIPAP2005 -
9@ TIP4P/ce
@-@ Experiment
11.85 1 1 | 1 | 1 1 1
: 180 200 220 240 260 280
T(K)
Figure 6. Unit lattice length as a function of for the cc 2005-2, Q-2
and Ice-2 in Table 3 and experimental data.



Coexistencia de tres fases, con
diferentes orientaciones

Tip4p/Ice, 80 bar
-11,5

-1

Potential energy (kJ mol )

S

D
W

13 L | L | L | L
0 50000 le+05 1,5e+05 2e+05
Time (ps)
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El efecto de un campo eléctrico
externo

260 K, 80 bar, TIP4P/Ice 400 bar, 285 K, TIP4P/Ice
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- 15Vnm’ - 15Vnm’
— = i =l
1,5 2.0Vnm_1 11,5 - 2.5Vnm_1
— 3.0Vnm = 3.0Vnm
— 40Vnm’ 40Vnm”
= e o — 50Vnm’
© k.. 2 : -
£ 12 YA s A E =
g ‘“ww" N } ".l Lﬂ é
L (WE]
-12,5 -12,5 —
-13 1 | 1 1 -13 1 | 1 | 1 | 1 | 1 |
0 50000 1e+05 1,5e+05 2e+05 2,5e+05 3e+05 0 50000 1e+05 1,5e+05 2e+05 2,5e+05
Time (ps) Time (ps)

20/03/18 Escuela de Verano, ICF 132



Produce la disociacion pasando por
una fase muy ordenada

Hydrogen Bonds, 285 K, 400 bar
285 K, 400 bar 1500 : I v I
2000 : I : I : T
[ " A ;--:m 4 S M
1500 - —
n
2 L J 1450
a 5
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500 |- — 1400
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Comentarios y conclusiones

* Aun no se ha podido ligar los resultados de calculos ab
initio con datos experimentales de la solucidon acuosa
diluida: bajos T 'y CN. (Intl. J. Mol. Simulat. 2016)

« Un campo eléctrico externo si induce la disociacion del
hydrato de metano sl; pero requiere mas de 1.5 V/nm...
Un campo de 0.1 V/nm ya produce la ruptura dieléctrica
del agua. (J. Chem. Phys. 2015)

 Mas recientemente encontramos que con
campos de 0.1 V/nm a 1 V/nm se induce un
aumento en la temperatura de fusion del
hidrato (Mol. Sim. 2016)
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El diagrama de fases de una bicapa
de fosfolipidos

e En colaboracidén con

César Millan Pacheco

Mauricio D.
Fernando Favela Carbajal Tinoco

Rosales lvan Ortega Blake \‘

INSTITUTO DE
CIENCIAS acultad
FISICAS de? Fa rn'mfm

'''''''''

Cinvestav
UNIDAD MERIDA
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Traza

e El mecanismo de accion de la anfotericina-B
(AmB)

* El diagrama de fases de POPC-colesterol
e Simulaciones por dinamica molecular

e Resultados

e Conclusiones
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Structure of the Cell Membrane

Outside of cell

Carbohydrate
chains

Proteins

Transport - =S r—
Protein Phospholipids

Inside of cell (cytoplasm)

Phospholipid bilayer
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Phospholipid

(Phosphatidylcholing)

Hydrophilic head

Hydropbobic tail
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¢, Como se forma el poro de AmB?
(El modelo “de barnl”)

G

00000000



Las moléculas relevantes

POPC ERGOSTEROL
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Con y sin colesterol

Liquid-crystalline,
liquid-disordered
ly(Lgorly)

5=Low
D, = Fast (-] um?*s7)

Solid gel

5, (or Lﬁj

S = High
D;= Slow (107 um?s7)

Liquid-ordered,
IraftF
l, (orL)

S = High
D; = Fast (-1 um? s7)
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La actividad de AmB en diferentes

20/03/18

Temperalure (C)
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El sistema
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MD Simulations

All molecular simulations were done at three different
temperatures (283, 298 and 308 K) and different choles-
terol concentrations varying from 0 to 55% in steps of
5%. All simulations were done using periodic boundary
conditions (PBC) and the specific parameters for the
potential are detailed below.

The SLIPIDS Force Field parameters [2] were used
for POPC and cholesterol. 512 POPC lipids (256 per
leafleat) were used for the initial concentration and they
were subsequently substituted by cholesterol molecules
to fulfil the desired concentration. Pressure coupling
was made using Parrinello-Rahman and Temperature
coupling using the Nose-Hoover thermostat. PME was

used for electrostatics. All the systems were simulated
using the GROMACS 4.6 version.

Escuela de Verano, ICF
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Order parameters

SNI Palmitoyl
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La difusién lateral (cm?/s)

Temperature (K)

300 |
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mol% CHOL
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El espesor de la bicapa (nm)
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La solubilidad de la sal NaCl

e En colaboracidn con

Héctor M. Manzanilla Granados

Superior

| - @ Escuela **
José Alejandre (aka “The Driving Force”) === de Cémputo X
AT UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA

Unidad Iztapalapa
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Diferentes configuraciones para la
coexistencia

F
PHYSICAL CHEMISTRY pubs.acs.org/IPCB

Direct Coexistence Methods to Determine the Solubility of Salts in
Water from Numerical Simulations. Test Case NaCl

Héctor M. I\/Ianzanillzl—Grarlados;k Humberto Saint—Martin,i’” Rail Fuentes—Azcatl,t]I and José Alejandre*'§

"Escuela Superior de Computo del LP.N, Av. Juan de Dios Batiz s/n Miguel Othén de Mendizabal, 07738 México, D.F., México
*Instituto de Ciencias Fisicas, Universidad Nacional Autonoma de México, Apdo. Postal 48-3, Cuernavaca, Morelos C.P. 62251,
México

Mnstituto de Fisica, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Caixa Postal 15051, CEP 91501-970, Porto Alegre, RS Brazil
¥Departamento de Quimica, Universidad Auténoma Metropolitana Iztapalapa, Av. San Rafael Atlixco 186, Col. Vicentina, C.P. 09340
Meéxico, D.F., México

TIP4P-Ew
L L

ABSTRACT: The solubility of NaCl, an equilibrium between 10
a saturated solution of ions and a solid with a crystalline Casel
structure, was obtained from molecular dynamics simulations »

using the SPC/E and TIP4P-Ew water models. Four initial ’oﬂ
setups on supersaturated systems were tested on sodium
chloride (NaCl) solutions to determine the equilibrium
conditions and computational performance: (1) an ionic
solution confined between two crystal plates of periodic NaCl,

(2) a solution with all the ions initially distributed randomly, | Pure wajer | [[Watersons : TR ‘
(3) a nanocrystal immersed in pure water, and (4) a tns]
nanocrystal immersed in an jonic solution. In some cases,
the equilibration of the system can take several microseconds. The results from this work showed that the solubility of NaCl was
the same, within simulation error, for the four setups, and in agreement with previously reported values from simulations with the
setup (1). The system of a nanocrystal immersed in supersaturated solution was found to equilibrate faster than others. In
agreement with laser-Doppler droplet measurements, at equilibrium with the solution the crystals in all the setups had a slight
positive charge.

Water + jons i

[NaCl] [m]

Case?2 Case3  Cased

Water + ions G !
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El metanol como anticongelante

 Con Manuel Martinez Jiménez (PCF)
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TIP4P/e para MeOH

Propiedades objetivo

 Constante dieléctrica
(e=31.5 a 298.15 K)

« Tension superficial
(y=22.1x10° N/m a 298.15 K)

 Densidad
(p=786.6 kg/m*® a 298.15 K)

it q©O) q(H) d(CH) o(0) ¢g0) o(CH) &(CH)
) ) (e) (A)  (kImol) (A) (kI/mol)

Leeuwen_Smit  0.9451 1.4246 10853 - -0.700 0.435 0.265 3.03 07192 3.74 0.8747
TraPPE-UA 09450 14300 10850 460.62 -0.700 0435 0265 3.02 0.7732 375 0.8148
TIP3P/e 09450 1.4300 10850 460.67 -0.749 0465 0284 3.02 0.6960 375 0.7334
TIP4P/e 09581 14183 10848 - -0.6318 0.3844 0.2474 3.026 0.7345 3.758 0.7741
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Funciones de distribucion radial
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Calculo de la temperatura de fusion
H,O-MeOH (435 moléculas total, X =0.05, p=1 bar)
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Energia total (kJ/mol)
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Cosmologia Observacional y Estadistica

J. Alberto Vazquez"?[] and Luis E. Padilla?
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Awvanzados del IPN, AP 14-740, Ciudad de México 07000, México

Uno de los objetivos mas desafiantes de la cosmologia moderna ha sido la explicacién de la
expansion acelerada del Universo. El mejor modelo hasta ahora propuesto presupone la validez de
la teoria de la Relatividad General de Einstein, sin embargo, con la introduccién de una nueva
componente de propiedades ‘exéticas’, llamada energia oscura. En este articulo se presenta una
introduccién sobre las propiedades que describen el Universo observable. Asi mismo se da una breve
revisién de la conexién existente entre la teoria y algunas observaciones cosmolégicas, dada a través
de la estadistica Bayesiana.

I. INTRODUCCION

En este articulo se revisan los fundamentos bdsicos de la Cosmologia de alta precisién. En las secciones [[T y [[T]]
se introducen las ecuaciones béasicas que rigen la dindmica de nuestro Universo y la geometria al que éste debe
estar sujeto. Posteriormente, la seccién [[V] esta enfocada en describir los diferentes constituyentes de materia que
nuestro Universo puede contener. De ésta manera, en la seccién [V] se obtienen las ecuaciones finales que describen
la dinamica del Cosmos. Como es de esperarse, cualquier teoria fisica que esté sujeta a pruebas experimentales
contiene cantidades observables, en la seccién [VI] describimos los pardmetros cosmoldgicos que nos ayudardn con la
comprobacién de nuestras teorfas. En la seccién [VII]se describe una de las mediciones cldsicas que nos permiten hacer
fuertes constricciones sobre los pardmetros de densidad y curvatura en el Cosmos. Una vez que ya tenemos el conjunto
de parametros que describen la teoria y los resultados observacionales, es preciso tener un método de andlisis de
dichos resultados. Debido a la naturaleza de nuestras observaciones (no podemos generar miltiples Universos) en la
seccion damos un pequeno repaso de la estadistica Bayesiana. Este articulo se centra solamente en la inferencia
de parametros. En la Cosmologia estandar se suelen tener teorias con diversos parametros, por lo que la realizacién
analitica de nuestro estudio usualmente no es posible y para ello en la seccién [[X] nos enfocamos en proporcionar las
herramientas computacionales béasicas que permiten hacer la inferencia de parametros de forma numérica. Finalmente,
estos conceptos son aplicados en un par de ejemplos muy simples: ajustar los parametros libres de una linea recta
(seccién y ajustar las distancias lumindsas vistas a través de Supernovas (seccién [XI)).

II. EL UNIVERSO OBSERVABLE

La descripcién estdndar de las propiedades dindmicas del Universo se basa en la teoria de la Relatividad General
de Einstein, la ctial construye una conexién entre la geometria del espacio-tiempo y su contenido de materia a través
de cantidades fundamentales, como son el tensor de Einstein G, y el tensor de Energia-momento 7},

1
Guw = Ry — §gWR =8rGT,,. (1)

El lado izquierdo de la igualdad describe la geometria del espacio-tiempo englobada en las componentes del tensor
de Ricci R,,,, el escalar de Ricci R y la métrica del espacio-tiempo g,,,. Estas en conjunto dirigen el comportamiento
de los constituyentes 7}, del Universo. Una modificacién aceptable a las ecuaciones de Einstein es la introduccién de
una invariante bajo transformaciones de Lorentz Ag,,,

1
R;w - ig;wR + Ag;w = 87rGT[LU7 (2)

donde A se le denomina constante cosmolégica y su valor, de acuerdo con observaciones astrofisicas, es A ~ 107°2m~2;
veremos un poco mas acerca de esta componente en la siguiente seccién. El sistema de ecuaciones es, en general,
un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales acopladas cuasi-lineares y de segundo orden para los diez elementos
del tensor métrico. Sin embargo, éstas pueden presentar soluciones analiticas simples en la presencia de simetrias
genéricas, como veremos a continuacién.
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III. GEOMETRIA DEL ESPACIO-TIEMPO

Para poder especificar la geometria del Universo, una suposicién escencial es el Principio Cosmoldgico: a un
tiempo particular y en escalas suficientemente grandes el Universo observable puede considerarse como Homogéneo
e Isotrépico con gran precisién. Por ejemplo, en escalas superiores a 100 Mega-parsecs la distribucién de galaxias
observadas sobre la esfera celeste justifica la suposicién de isotropia. Ademds de esto, la uniformidad observada en la
distribucién de temperaturas [una parte en 10°] medida a través de la radiacién Césmica en el Fondo de Microondas
(CMB) es la mejor evidencia observacional que tenemos a favor de una isotropia universal. Por tanto, sf la isotropfa se
da por sentado y teniendo en cuenta que nuestra posicion ocupada en el Universo no tiene preferencia sobre ninguna
otra -conocido como el Principio Copernicano- por tanto la homogeneidad se sigue de considerar isotropia en cada
punto.

Homogeneidad establece que el Universo se observa por igual en cada punto del espacio.

Isotropia establece que el Universo se observa por igual en todas las direcciones.

Métrica Friedmann-Robertson-Walker

Vamos a incorporar los postulados de Homogeneidad e Isotropia en la descripcién geométrica del Universo. El
primer postulado demanda que todos lo puntos sobre una hiper-superficie espacial sean equivalentes, mientras que
el segundo asegura que todas las direcciones sobre dicha hiper-superficie también son equivalentes para observadores
fundamentales. Esto es, isotropia requiere que la distribuciéon de galaxias a dos tiempos distintos sea equivalente,
mientras que la homogeneidad requiere que el factor de magnificacién deba ser independiente de la ubicacién de la
distribucién. Ademads, a través de los anos, observaciones cosmoldgicas han provisto evidencia contundente de que
el Universo actual se encuentra en un perfodo de expansion acelerada. De esta manera es preciso describir nuestro
Universo con una métrica que contenga toda esta informacién. Esta métrica que describe las escalas méas grandes se
le conoce como métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), y queda determinda por el siguiente intervalo

dr?

2 _ 2 2
ds® =dt 7&(15) m

+r2dQ?| (3)

donde 7 es la coordenada radial y dQ? = df? +sin? fd¢? es la métrica de la 2-esfera. El término a(t) se le conoce como
el factor de escala normalizado y representa la funcién de magnificacion de nuestro Universo. Notese que para obtener
un Universo en expansién es necesario que a = d‘;gf) > 0. La constante K describe la geometria de las secciones
espaciales v dependiendo del valor K > 0, K =0 o K < 0 representa Universos tipo cerrado S3, plano R? o abierto

H? respectivamente. Considerando la métrica g, de la forma (3)), los tinicos términos de curvatura distintos de cero

son

3a . a 262 2K\ a o K

0 __ i 1 _

RO——Z7 R]_(a+6l2+(12>5]7 R—G(a‘f'a2+), (4)

o, a partir de y , el tensor de Einstein esta dado por

L\ 2
a K ;
() +a21’ Gi=

Por tanto, la dindmica del espacio-tiempo en un universo homogéneo e isotrépico se reduce a determinar el factor
de escala normalizado a(t), el cual se calcula una vez que el contenido de materia quede especificado.

Gl=3 2%

S5t (5)

IV. INVENTARIO COSMICO

Una vez que se ha especificado la geomtetria del espacio-tiempo solo falta definir el contenido de materia para
resolver las ecuaciones de Einstein. Consideraremos a los fluidos perfectos ideales como la fuente principal del tensor
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de energia-momento
™ = (p+ p)uru” — pg"”, (6)

donde p es la densidad de energia y p es la presién isotrépica del fluido, ambas medidas por un observador en el
sistema de referencia inercial local, donde el fluido se encuentra en reposo. En éste sistema, la 4-velocidad del fluido es
u* = (1,0,0,0). El tensor de energfa-momento se reduce a T* = diag(—p, g**p). La componente 00 de las ecuaciones
de Einstein nos proporciona la ecuaciéon de Friedmann

.\ 2
a 8rG K A
() =3 ety ™

Por otro lado, habiendo definido T} es posible obtener la conservacién de la energia a partir de V, T} = 0, la cual
conlleva a la ecuaciéon de continuidad

p+3%p+p) =0, (8)

Para poder entender las propiedades dindmicas del Universo, primero se necesita tener en cuenta el contenido total de
éste. Nuestro enfoque se basa en los fluidos perfectos barotrépicos que satisfacen una ecuacion de estado dependiente
del tiempo w(a) de la forma p = w(a)p,. Si ademé&s se considera w igual a una constante, la ecuacién de continuidad
puede ser facilmente integrada para obtener

pox a—3(1+w). (9)
Ademas, en un Universo dominado por la densidad de energia p la ecuacién de Friedmann nos lleva a la evolucion
temporal del factor de escala

a o t2/30Fw), w# —1. (10)

Esto es, la evoluciéon del Universo cuya tinica componente es un fluido perfecto puede calcularse una vez especificada su
ecuacion de estado. El modelo de materia oscura fria con constante cosmoldgica (ACDM) se basa en cuatro ingredientes
principales descritos por: la radiacién (fotones y neutrinos sin masa), materia en forma de bariones, una contribuyente
de materia oscura fria (DM) y la energia del vacio (A). El comportamiento de cada uno de estos constituyentes se
resume de la siguiente manera:

Radiacion

Esta componente relativista domina durante las etapas tempranas del Universo y se caracteriza por tener una
presién asociada p, = p,/3, y por tanto una ecuacién de estado w, = 1/3. Ademads la evolucién de la densidad de

energia y el factor de escala estan dados por
pr(t) oca™?, and a(t) o t1/2. (11)

La densidad de energia de la radiacién total en el Universo puede describirse en términos de dos contribuyentes
principales: fotones () y neutrinos sin masa (v):

pr = py(t) + pu(t). (12)

Fotones. Los fotones primordiales juegan un papel muy importante en la cosmologia observacional ya que ellos
constituyen la radiacién césmica en el fondo de microondas que observamos hoy en dial

Neutrinos sin masa. Los neutrinos son clasificados como leptones débilmente interactuantes los cuales existen en
tres sabores: neutrino del electrén v, muon v, y tau v,; todos ellos tienen asociado una antiparticula 7., v, ;. La
densidad de energia de los neutrinos que permea el cosmos (estimada a partir de argumentos tedricos) esta dada por

7 4\*?
_ (A 1
Pv eff X S X (11) P ( 3)

donde Neg es el nimero efectivo de especies de neutrinos; nétese que considerando el modelo estandar se tiene
Neg = 3.046. Recientemente varios experimentos sugieren que los neutrinos efectivamente poseen una masa aunque
muy pequena, por ejemplo a través experimentos que detectan neutrinos atmosféricos o neutrinos solares. Aunado a
esto, obervaciones cosmoldgicas también pueden imponer limites en las masas de los neutrinos; algunos articulos de
revisién sobre el tema?l y3.
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Materia

Cualquier tipo de material con presién despreciable es usualmente considerado como polvo. Esta propiedad se
representa a través de una ecuacién de estado w,, = 0 y densidad de energia dada por

pm(t) oca™3, a(t) o t2/3. (14)

El contenido total de materia del universo viene en diferentes formas, por ejemplo, ademas de la materia bariénica
que comunmente conocemos y observamos en el laboratorio, observaciones en la estructura del Universo a gran
escala sugieren que la mayor cantidad del contenido galactico es de la forma de algtin tipo no-bariénico de materia,
denominada como materia oscura. La densidad de materia total puede expresarse como la suma de las contribuciones
bariénicas (b) y de materia oscura (DM)

pm(t) = pu(t) + pore(t). (15)

Bariones. Son la base de la materia que ficilmente localizamos alrededor de nuestro entorno (protones p* y neu-
trones n%). Ademds si consideramos que el Universo como un todo tiene una carga total neutra, por tanto debe
de existir un nimero igual de protones que de electrones (e~ - leptones cargados). Un articulo de revisién sobre la

formacién de elementos en el bing bang puede encontrarse en.

Materia oscura. La existencia de materia oscura en forma no-bariénica puede ser inferida a partir de manifestaciones
gravitacionales a través de, por ejemplo, el comportamiendo plano detectado en las curvas de rotacién de diversas
galaxias espirales, la razén masa-luz observada en cimulos de galaxias y la distorsién de la luz proveniente de fuentes
lejanas medida por lentes gravitacionales. Una discusién extensa sobre el estado de la materia oscura, incluyendo
evidencia experimental y motivaciones teéricas es presentado por®.

Vacio

Si el término de la constante cosmoldgica se mueve hacia el lado derecho de las ecuaciones de Einstein, éste puede
ser asociado a la densidad de energia del vacio, dada por

A

PA=8rG

(16)
Extrapolando nuestras teorfas hacia el futuro, donde la materia y la radiacién son diluidas debido a la expansién del
Universo, la densidad de energia del vacio permanece siempre con el mismo valor constante p,. Este tipo de energia
puede ser modelada como un fluido perfecto con presiéon negativa igual a pp = —pjp, la cual tiene una ecuacién de estado
asociada wp = —1. Por tanto la constante cosmoldgica puede verse como la forma maés simple de una componente de
energia oscura, cominmente considerada como el principal candidato para la explicaciéon de la aceleracion actual del
cosmos. En® encuentran que una ecuacién de estado dependiente del tiempo wpg(a) provee una mejor descripcién de
las observaciones actuales.

Curvatura
Una componente importante de la densidad total del Universo es la contribucién de la curvatura espacial, la ctial

puede ser considera como cualquier otra componente si definimos una densidad de energia ficticia como

3K,
=— . 1
Pk el (17)

Por tanto la densidad de energia correspondiente al término de curvatura queda descrita por una ecuacién de estado
w, = —1/3, para la cual el factor de escala evoluciona proporcional al tiempo cdsmico a o ¢. El comportamiento
general del término de curvatura se entiende facilmente si la ecuacién de Friedmann se reescribe (sin considerar la
constante cosmoldgica) de la siguiente manera

a

<d>2 = ?(PJFPIJ (18)
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Considerando que la densidad total del universo p es positiva, la expansién universal solo puede detenerse si la
geometria de éste es cerrada K > 0 (pr < 0) o de cualquier otra manera el universo se expandird por siempre.
Notamos de la ecuacién que para un valor de (a/a) muy particular existe una densidad para la cual el Universo
posee una curvaruta plana (K = 0). A éste valor de la densidad se le conoce como la densidad critica, y esta definida
por

pe(t) = —. (19)

V. ECUACIONES COSMOLOGICAS

Una vez que se ha especificado el contenido de materia, toda la informacién sobre la dindmica del cosmos queda
englobada en el factor de escala. Por ejemplo, consideremos una expansién en serie de Taylor del factor de escala
alrededor del tiempo actual tg

a(t) = afto — (to — t)] (20)
= alto) — (to — 1)ato) + 3t — 1)ilt) — - (21)
= a(to)[1 — (to — t)H (to) — %(to —1)%q(to) H?(to) — -1, (22)

donde se ha definido la funcién de Hubble H(¢) y la funcién de desaceleracién ¢(t) como
a(t a
H(t) = at) q(t) = ——>—=. (23)

Los valores de estas funciones al dia de hoy usualmente se denotan como Hy = H(tg) = 100h y qo = q(o). También
podemos incluir la razén de la densidad de energia relativa a la densidad critica del universo como el pardmetro de
densidad adimensional

() = 20 (24)

donde el indice i etiqueta un tipo particular de componente, como lo es la materia, radiacién, etc..
Por lo tanto, la ecuacién de Friedmann y la ecuacién de aceleracién para un Universo lleno de un conjunto de fluidos
perfectos se pueden escribir de la siguiente manera

H\? i, _
(I’IO) :Z:Qi,oa 3(1+ 1)+Qk7oa 2, (25)

0= 3 2000 +3u) (26)

VI. PARAMETROS COSMOLOGICOS

En la seccién anterior hemos desarrollado las principales ecuaciones que describen la evolucién del universo a gran
escala. Notamos que la estructura total del CMB, espectro de potencias en la materia y distancias luminésas dependen
fuertemente de las condiciones escenciales que surgen a partir de la época inflacionaria, de la densidad de materia y
de la razén de expansién del universo Hy. En esta seccién se da una breve introduccion a las cantidades o parametros
utilizados en la descripcién de las propiedades del cosmos.

A. Parametros base

Este tipo de parametros, cominmente denominados como pardmetros estindar, son considerados como las prin-
cipales cantidades utilizadas en la descripcién del Universo. Estos, sin embargo, no son predichos por una teoria
fundamental sino que tienen que ser modulados a mano de tal manera que una combinacién apropiada provea la
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mejor descripcién de las observaciones astrofisicas y cosmoldgicas actuales. Variaciones de estos parametros afectan
la amplitud y forma del espectro, asi como las distancias lumindsas medidas, y que por consecuencia desemboca en
diferentes realizaciones de nuestro Universo. Existe una clasificacién de estos parametros dependiendo de las escalas
donde se ven involucrados.

Parametros de Fondo

La descripcion actual del universo homogéneo puede darse simplemente en términos de los pardametros de densidad
Qo,; v el parametro de Hubble Hy, a través de la ecuacién de Friedmann

H? = H§ [(Qy,0 + Q. 0)a™ + (D0 + Qoaro)a™ + Qoa™? + Q| (27)

Los términos que contienen contribuciones de radiacién son medidos con gran precisiéon. Por ejemplo, utilizando
mediciones del satélite WMAP se encuentra que {2, g = 2.469 x 10~°h~2 correspondiente a una temperatura Ty, =
2.725 K. De manera muy similar para los neutrinos, mientras estos mantengan un comportamiento relativista se pueden
relacionar con la densidad de los fotones a través de (13]). Sin embargo, variaciones del resto de los pardmetros deja
distintos tipos de huellas en la historia y la evolucion de las distancias lumindsas vistas a través de Supernovas. Las
lineas sélidas de la Figura [I] corresponden a los valores téoricos del médulo de la distancia p para tres combinaciones
de Q0 v Qa,0. Nétese que los objetos parecen estar més alejados (se observan més tenues) en un universo con
constante cosmoldgica (24 # 0) que en uno dominado sélo por materia (24 = 0).

Por otro lado, la existencia de fuertes degeneraciones a partir de distintas combinaciones de pardmetros tambien es
notoria. En particular la degeneracion geométrica que involucra .,,,, Q4 y el pardmetro de curvatura 2 = 1—,, — Q4.
Para reducir estas degeneraciones es comiin introducir una combinacién de pardmetros cosmoldgicos de tal manera
que estos tengan efectos ortogonales en las mediciones, por ejemplo, una parametrizacion estandar se basa en las
densidades de energia fisicas de materia oscura Qparh? y bariones Qyh2.

Parametros derivados

El conjunto estandar de parametros, mencionado previamente, provee una descripciéon adecuada de los modelos
cosmoldgicos. Sin embargo, esta parametrizacién no es tnica y alguna otra puede ser tan buena como ésta. Diversas
parametrizaciones hacen uso del conocimiento de la fisica o de la sensitividad de los detectores y por tanto pueden
interpretarse de manera mas natural. En general se pudo haber utilizado otro conjunto de pardmetros para describir
el universo, por ejemplo, algunos de ellos incluyen: la edad del universo, la temperatura actual del fondo de neutrinos,
la época de igualdad materia-radiacién, la época de reionizacién o alguna otra combinacién. En el modelo ACDM
con el fin de disminuir degeneraciones se utilizan como pardmetros base las densidades de energia fisicas Q2p M,th y
Qp0h?, y ademés se consideran como cantidades derivadas los pardmetros de densidad ;¢ y la constante de Hubble
Hy.

VII. OBSERVACIONES

El réapido avance en el desarrollo de instrumentos observacionales altamente potentes ha guiado al surgimiento de
la cosmologia de alta precision. En particular, experimentos desarrollados para medir las anisotropias observadas en
el CMB, distancias luminésas a partir de explosiones de Supernovas tipo la y formacién de estructura a gran escala.
En este articulo nos enfocaremos en las distancias luminosas dy medidas a partir de supernovas p = 5log(dy) + 25,
en funcién del corrimiento al rojo z = 1/a(t) — 1.

A. Supernovas

Por mas de casi dos décadas, observaciones en las supernovas han proporcionado evidencia decisiva de que la
expansion actual del universo se encuentra en una etapa de aceleraciéon. En particular estudios de supernovas tipo
Ia consideradas como velas estandar: éstas tienen la propiedad de poseer la misma luminosidad intrinseca con alta
precision, hasta un factor de reescalamiento. Por tanto, la aceleracién actual sugiere de la existencia de una componente
exética o la posibilidad de teorias alternativas, las cuales podrian producir tal efecto. Algunos ejemplos de detecciones
de supernovas tipo Ta importantes a mencionar, incluyen:
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e El Sloan Digital Sky Survey-II (SDSS) quien descubrié y midié curvas de luz de més de 327 supernovas tipo Ia
espectroscopicamente confirmadas en el rango 0.05 < z < 0.35.

e El programa The Equation of State: SupErNovae trace Cosmic Expansion (ESSENCE), encontré y analizé 60
supernovas en el intervalo de corrimiento al rojo 0.15 < z < 0.70.

e La muestra del Supernova Legacy Survey (SNLS) tercer ano de medicién presenta 252 supernovas a altos
corrimientos al rojo (0.15 < z < 1.1).

e El Telescopio Espacial Hubble (HST) descubri6 21 supernovas tipo IA a corrimientos al rojo z > 1.
e Recientemente la compilacién de todas las fuentes antes mencionadas es nombrada como Union 2.1

Las mediciones de supernovas pueden ser graficadas en el diagrama de Hubble con el médulo o luminosidad de la
distancia en términos del corrimiento al rojo, para despies localizar la mejor combinacion de parametros que describen
las observaciones (ver Figura , como lo veremos en la siguiente seccién.
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FIG. 1: Las lineas sélidas representan los valores tedricos del médulo de la distancia para tres modelos distintos,
mientras que los datos son obtenidos a partir de mediciones de Supernovas tipo Ia.

VIII. ESTADISTICA BAYESIANA

Durante la dltima década la informacién proveniente de un amplio rango de fuentes se ha incrementado sorprenden-
temente, por ejemplo de la radiaciéon césmica del fondo de microondas, de Supernovas y de la estructura a gran escala
del universo. En este articulo nos enfocaremos en traducir la informacién experimental /observacional en constricciones
de nuestros modelos resumido en la estimacion de los pardmetros cosmoldgicos involucrados. Uno de los objetivos
principales de la cosmologia observacional es determinar la combinacién de parametros que mejor describen los datos
observacionales. En esta seccion se introducen brevemente los conceptos matematicos béasicos necesarios para poder
emplear el formalismo Bayesiano a la cosmologia.

Comenzaremos definiendo el concepto més importante para cualquier procedimiento estadistico, esto es, el concepto
de probabilidad. Si consideramos que = es una variable aleatoria relacionada con un evento en particular y P(z) su
probabilidad correspondiente, entonces para ambos casos se debe cumplir que

P(z) >0, /00 dxP(z) =1, (28a)

— 00
y ademas para eventos mutuamente excluyentes,

P(z1Uxg) = P(xy) + P(z2), siziNxg=0. (28Db)
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En general
P(x1,x2) = P(x1)P(x1|22) (28c¢)

La ultima regla nos dice que la probabilidad de que x1 y 2 sucedan estara determinada por el producto de la proba-
bilidad de que x; ocurra multiplicada por la probabilidad condicional de que x5 ocurra tal que x; ha ocurrido también.

Ahora bien, cualquier procedimiento estadistico consiste de tres ingredientes bésicos que deben ser entendidos: los
datos, el modelo y un método de estimacién.

e Los datos. Son una medida de nuestras observaciones, los cuales denotaremos como D.

e El modelo. En general, un modelo () es una colecciéon de mediciones de probabilidades P. Las distribuciones
Py son llamadas distribuciones del modelo, donde # son aquellos pardmetros que contiene ). En la estadistica
Bayesiana se considera que no existe diferencia matematica formal entre pardmetros y datos, por lo que para
ambos casos se debe asociar una distribucién de probabilidad.

e Finalmente nos encontramos con el estimador de Fy. Un estimador para Py es la representacién de nuestra
“mejor creencia” de P dados los datos D, i.e. Py = Ppyejor-

A. Teorema de Bayes, priors y posteriores.

El tratamiento Bayesiano de un problema estadistico se centra en el teorema de Bayes. Este teorema es una
concecuencia directa de los axiomas de la probabilidad (28)). Podemos observar de , sin pérdida de generalidad,
que siempre es posible reescribir Pz, 1) = P(x2)P(xz2]z1). Luego, como es de esperarse que la relacién P(x1,z2) =
P(z2,x1) se cumpla, obtenemos que

P(z2)P(z1|xs)

P(xa|zr) = Pln)

(29)

Este resultado es conocido como el teorema de Bayes. Por otro lado, ya que en la estadistica Bayesiana no existe
distincién formal entre datos y parametros, podemos reescribir la ecuacién anterior haciendo los cambios 1 — D y
ry — H, como

0, H)P(D|0, H)
P(D)

P(9,H|D) = il (30)

En esta expresion agregamos el término 6 para especificar que H depende de dichos parametros. Por otro lado, notemos
que hemos agregado una nueva cantidad H, que llamaremos nuestra “hipétesis”. Esta tltima corresponde al modelo
Q@ que segln nuestra creencia se ajustaria mejor a los datos, i.e. H = Qmejor-

La expresién anterior contiene con cuatro nuevos entes que deben ser entendidos a la perfeccion. En primera
instancia P (6, H|D) es conocida como la distribucién posterior de probabilidad (o simplemente posterior). Esta
cantidad es bdsicamente el resultado principal a obtener ya que nos habla sobre la probabilidad de nuestro modelo (o
pardmetros del modelo). Usualmente, dicha cantidad se utiliza para acotar los pardmetros del modelo. Luego tenemos
los denominados “priors”, P(6, H), los cuales son una distribucién de probabilidad para nuestros pardmetros, definidos
a partir de nuestro propio conocimiento acerca del modelo. Generalmente, en el limite donde tenemos muchos datos,
estos priors no son estadisticamente importantes, por lo que un prior tipico para cada parametro del modelo es uno
plano (una distribucién uniforme). A continuacién tenemos lo que es conocido como el Likelihood L(D;0) = P(D|60, H)
y es basicamente el elemento mdas importante al momento de hacer un estudio estadistico para la inferencia de los
parametros de nuestro modelo. Nos concentraremos en este elemento méas adelante. Finalmente nos encontramos con
la evidencia Bayesiana (o simplemente evidencia). Esta actiia como un factor de normalizacién

P(D) = /dep(e, H)P(D|0, H). (31)

La Evidencia es usualmente ignorada cuando el espacio de pardmetros de un tnico modelo es probado, sin embargo
resulta ser fundamental para hacer una comparacién de modelos. Para propdsitos de este articulo omitiremos esta
cantidad.
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Podemos ver que el teorema de Bayes tiene una implicacién enorme respecto a una inferencia (de pardmetros, por
ejemplo) desde el punto de vista Bayesiano. En un escenario tipico podemos tomar un conjunto de datos y esperar
interpretarlos en términos de algiin modelo. Sin embargo, lo que usualmente podemos hacer es lo opuesto, es decir,
podemos tener un conjunto de datos y posteriormente confrontar un modelo tomando en cuenta la probabilidad que
nuestro modelo se ajuste a los datos. De esta manera, como se puede ver de , el teorema de Bayes nos permite
relacionar ambos escenarios, dandonos la posibilidad de conocer cual es el modelo (o pardmetros del modelo) que
mejor se ajusta a los datos.

B. Likelihood

Tomando el teorema de Bayes , pero ignorando por un momento la evidencia Bayesiana y considerando un
prior uniforme, el calculo de la probabilidad aposteriori esta determinado tinicamente por maximizar el Likelihood.
Por supuesto, el ignorar la evidencia ocasiona que no sea posible el poder dar una probabilidad absoluta de los
parametros de nuestro modelo, sin embargo, lo que si podemos hacer es dar una probabilidad relativa definida como
el cociente entre probabilidades. De esta manera, el Likelihood en un punto particular en el espacio de parametros
puede ser comparado con el que mejor se ajuste a las observaciones, L;,q,. Podemos decir entonces que un modelo es
aceptable si el cociente de los Likelihoods

(32)

A=—2n {L(D(’H)]

Lma:}c

es mayor que algin ntimero dado.
Por otra parte, notemos que si nuestro posterior posee un tinico maximo global en 6y, siempre es posible hacer una
expansién en serie de la forma

0%InL

1
In L(D; H) = In L(D; Ho) + (00 — 90a)m

: (05 — Oog) + ... (33)

donde Hj corresponde al modelo con los pardmetros que mejor se ajustan a los datos y 0y, son los componentes del
vector de parametros 6. De esta manera podemos reescribir nuestro Likelihood como

L(D;H) = L(D; Hy) exp —%(ﬁa — 0oa)Hap(05 — 00p) (34)

donde Hap = 9*InL/90,005 es llamada la matriz Hessiana y controla si la estimacién de 6, y s se encuentran
correlacionadas. Si esta es diagonal, se dice que las estimaciones no estan correlacionadas. Aqui es preciso remarcar
que la aproximacién es buena siempre que contemos con un unico maximo global en nuestro posterior. Si por el
contrario éste posee multiples maximos locales, entonces la aproximacién no serviria.

C. Chi-cuadrada

Como se comentd anteriormente, la forma precisa para encontrar el posterior de algin modelo en particular estara
dado por la maximizacién del Likelihood. Notemos que en la aproximacién gaussiana, dicho tarea es equivalente a
minimizar la expresion

X2 = (Ga — GOQ)H%@(G,@ — 90[3). (35)
2
La cantidad x2, usualmente llamada chi-cuadrada, se relaciona con el Likelihood Gaussiano via L = Ly X2 A

pues, podemos decir que el proceso de maximizar un Likelihood Gaussiano es equivalente con el de minimizar una
chi-cuadrada.

D. Curvas de contorno y regiones de confidencia

Una vez que se han obtenido los pardmetros que mejor ajustan a los datos, nos interesa conocer las regiones de
confianza donde los parametros pueden ser considerados como buenos candidatos para nuestro modelo. Una eleccién
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natural serfa considerar regiones donde x? es menor que algln cierto valor dado. Para el caso de distribuciones
Gaussianas, como es el caso de (34)), dichas regiones corresponden con elipsoides.
La forma en la que éstas regiones de confianza pueden ser calculadas es un poco técnica para los fines de este capitulo,

sin embargo, para los lectores interesados se les recomienda revisar la referenciaX.

E. Marginalizacion

Se puede dar el caso en el que al realizar un experimento sélo estemos interesados en analizar ciertos pardametros
de nuestro modelo o existan pardmetros extras considerados como ruido. Un ejemplo de estos pardmetros de ruido
podria ser aquellos correspondientes a efectos de calibracién del experimento. Si este es el caso, lo que usualmente se
hace es marginalizar sobre los pardmetros que no son de interés, mediante la expresién

P(6y,....,0;, H|D) = /d9j+1...d0mP(9,H|D), (36)

donde m es el niimero total de pardmetros en nuestro modelo y 64, ...,0; corresponden a los pardmetros que estamos
interesados.

IX. METODOS NUMERICOS

En un escenario tipico casi nunca es posible hacer el calculo del posterior de manera analitica. Para estas circun-
stancias existe toda una caja de herramientas computacionales que pueden ayudarnos a realizar esta tarea de forma
numeérica. En esta seccién nos enfocaremos en revisar las herramientas mds simples (pero no por eso menos eficientes)
que estan a nuestra disposicion.

A. MCMC para la inferencia de parametros

Una secuencia X1, Xo, ... de elementos aleatorios se dice que es una cadena de Markov si la distribuciéon condicional
de X,,41 dados X3, ..., X,, depende tnicamente de X,,. Lo importante en este proceso es que se puede demostrar que
éstas convergen a un estado estacionario donde varios elementos sucesivos de la cadena recaen. De esta manera, es
posible estimar todas las cantidades de interés, por ejemplo promedios, varianza, etc..

El uso de este método en nuestro andlisis Bayesiano es el de tratar de muestrear nuestro posterior con ayuda de
estas cadenas. Para esto P (6, H|D) es aproximada por un conjunto de funciones delta

N
PO HID) = 3560 - 0) (37)

Asi, el promedio de nuestro posterior puede ser calculado como

N

(0) = /deep(a,mp) ~ %29 (38)

i=1

De esta manera, podemos promediar sobre funciones de nuestros parametros mediante la expresion

1. Algoritmo “Metropolis Hasting”

Como se explicé anteriormente, en un proceso MCMC es necesario proponer un nuevo paso en nuestra cadena
tomando sélo como informacién el paso presente. Sin embargo, como es de esperarse, necesitamos un criterio de
aceptacion (o rechazo) de este nuevo paso, dependiendo de si éste resulta ser mejor para nuestro modelo o no. Por
otro lado, si resulta que el nuevo paso es mejor, nos gustaria no siempre aceptarlo, ya que de hacerlo se podria dar
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el caso de que no estemos mapeando completamente el espacio de pardmetros e ir convergiendo a lo que podria ser
un maximo local de probabilidad para nuestro posterior. El algoritmo més simple que contiene toda esta informacién
en su metodologia es conocido como el algoritmo de Metropolis Hasting (MHA). Este basicamente consiste en lo
siguiente:

Comenzando con un punto inicial aleatorio 6;, con probabilidad posterior asociada p; = P(6;, H|D), se necesita
proponer un candidato 6. toméndolo de alguna distribucidn propuesta q(0;,6.) que sea simétrica, i.e. ¢(0;,0.) =
q(0.,0;). De esta manera, la probabilidad de aceptar un nuevo punto estarfa dada por

p(aceptar) = min [1, f}c} . (40)
7

Asi, el algoritmo completo puede ser descrito por los siguientes pasos:
1. Elegir un valor inicial aleatorio 6; en el espacio de pardmetros y calcular su correspondiente posterior.

2. Generar un nuevo candidato en el espacio de pardmetros considerando alguna distribucién propuesta y calcular
su correspondiente posterior.

3. Aceptar (0 no) el nuevo punto con ayuda del MHA.
4. Si el punto no es aceptado, repeterir el punto anterior en la cadena.

5. Repetir los pasos del 2 al 4 hasta tener una cadena lo suficientemente larga.

B. Pruebas de convergencia

Es clara la necesidad de algtin criterio que nos permita saber cuando nuestras cadenas han convergido al estado
estacionario, de lo contrario, uno podria tener una gran pérdida de tiempo computacionalmente hablando. La forma
mas simple de hacer dicha prueba consiste en correr multiples cadenas y detectar a simple vista que todas converjan a
la misma regién de parametros. Sin embargo, existen métodos mas formales que nos permiten hacer dicha verificacion.
La prueba clasica de convergencia utilizada en Cosmologia es el llamado criterio de convergencia de Gelman-Rubin
(1992)Y™8. En éste se considera que una cadena ha convergido siempre que la cantidad

NAW + B(1+4)

R =
W )

(41)

se aproxime a la unidad. Un criterio tipico de convergencia es cuando R < 1.03. En esta expresién M es el niimero
total de cadenas, IV el numero de puntos por cadena, B es la varianza relacionada entre cadenas y W es la varianza
de cada cadena.

J— Mai 0))? W= ! Mej 67))2 42
S e O OF W gy 33 - ) (42)

i=1 j=1

C. Algunos detalles imporantes

Sobre la distribucion propuesta.- La eleccion de una funcién propuesta para generar el nuevo paso en nuestra
cadena es de vital importancia para la eficiencia al momento de hacer la inferencia en cuestién. Se puede dar el caso
de que si el paso propuesto en la funcidon es muy pequeno, entonces nuestro cdédigo muestreard muy lentamente el
espacio de parametros, lo que ocasionaria que nuestro método se hiciera muy ineficiente. Por otro lado, si el paso de
nuestra funcién propuesta es muy grande ocasionaria que este pudiera mapear de forma muy ineficiente el espacio de
parametros, haciendo saltos grandes y dejando el valor de nuestros pardmetros que mejor se ajustan a los datos entre
las regiones intermedias entre pasos.
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X. AJUSTANDO UNA LINEA RECTA

En esta seccién pondremos en uso las herramientas aprendidas anteriormente con uno de los ejemplos mas simples
que hay: ajustar una linea recta. Para esto, primero generaremos un conjunto de 25 datos a lo largo de la recta
y = 1 + z. Digamos que estos datos fueron obtenidos a partir de una teoria en que la linea recta es el modelo que
puede describir al sistema. Para dificultar un poco mas las cosas, vamos a agregar a cada dato un ruido gaussiano
con desviacién estandar o = 0.3, que puede ser debido a problemas en la medicién. Con esto, nuestros datos luciran
como se pueden ver en la figura 2]

FIG. 2: Datos a lo largo de la recta y = 1 4+ = con un ruido gaussiano con desviacién estandar o = 0.3.

Ahora bien, supongamos que estamos interesados en conocer el valor de los pardmetros a y b de nuestra recta
y = a + bz, por lo que nos gustaria estimar dichos pardmetros mediante un proceso de inferencia Bayesiana. Si
consideramos que en principio no conocemos nada sobre el valor de nuestros parametros libres, salvo las cotas limite
en que éstos deberian estar, un buen prior para comenzar nuestra inferencia Bayesiana seria el considerar distribuciones
planas. Para esto comenzaremos considerando los priors a o U[0,1.5], y b < U0, 1.5].
Considerando que existen valores de a, b y o para los cuales los datos se fijan mejor (tal que el posterior es maximo
global), entonces de (34]) podemos escribir el Likelihood de nuestro sistema como

=]

S0 (43)

L(D;recta) x exp [

donde g4 son nuestros datos y o4 los errores estimados de nuestras mediciones.

Con esto ya podemos generar nuestras MCMC utilizando el MHA. Para ésto hicimos uso del médulo PyMC3% ya
implementado en Python que nos permite emplear este método de forma maés sencilla. Para el lector interesado, el
cédigo puede encontrarse en. En nuestro anélisis corrimos un total de 6 cadenas con 10,000 pasos cada una. Nuestro
resultado obtenido puede verse en la Figura[3] de donde se obtiene que a = 0.990 + 0.034 y b = 1.000 + 0.035 con un
critério de convergencia Gelman-Rubin de R = 1.000. Como podemos ver en el lado izquierdo de la figura, existen
regiones para las cuales la frecuencia de eventos en nuestro muestreo se ve incrementada. De esta manera, podemos
decir que dichas regiones poseen un posterior més probable para ajustarse a nuestros datos. De hecho, se puede
observar que los valores reales para a y b parecen encontrarse dentro de una desviacion estandar del valor promedio
estimado para estos pardmetros. Adicionalmente se obtuvo el valor del criterio de convergencia de Gelman-Rubin
para cada variable con la intencién de verificar que nuestros resultados obtenidos han convergido. Como podemos ver
este nimero es muy cercano a la unidad, por lo que nuestro criterio de convergencia se cumple.

Para ejemplificar los resultados obtenidos mediante este método, graficamos la recta tedrica considerando los valores
medios de nuestros pardmetros que mejor ajustan a los datos. En la Figura [4] podemos observar esta gréfica. Como
podemos observar, a pesar de que nuestra curva inferida por nuestro método Bayesiano no coincide exactamente con
la recta real, ésta parece ajustar bastante bien nuestros datos. Por supuesto, esto se debe al hecho de que al contar
con tan pocos datos, aun hay cierta ambigiiedad en los parametros que pueden ajustar relativamente bien a los datos.

Finalmente, sélo resta mostrar las tipicas regiones de confidencia para nuestros parametros. Las regiones que son
usuales mostrar son aquellas que corresponden a un multiplo de desviaciones estandar de los parametros de interés.
En la figura [4] mostramos las tipicas regiones de confianza de 1 a 4 0. Ademé&s hemos graficado en color rojo el valor
real para nuestros pardmetros. Lo que podemos observar rdpidamente es que el valor real de nuestros parametros se
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FIG. 3: Resultados obtenidos de nuestro muestreo de pasos en nuestras cadenas de Markov
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FIG. 4: Derecha: Curva inferida por nuestro método Bayesiano. Los pardmetros obtenidos parecen ajustar muy bien
nuestros datos. Izquierda: Regiones de confidencia en 2D para nuestros parametros a y b. Graficamos los contornos a
1-4 o.

encuentran a menos de una desviacion estandar del valor estimado por nuestro método de inferencia. Por supuesto,
la razén de esta discrepancia es debido a que s6lo contamos con 25 datos para hacer nuestra inferencia Bayesiana; de
contar con mas, nuestros resultados deberian ser més precisos y podriamos ser capaces de acotar en una regién muy
pequena los posibles valores que nuestros parametros podrian tener.

XI. COMPARANDO SUPERNOVAS

Ahora extrapolaremos el ejemplo de la linea a la cosmologia observacional. Para realizar una comparaciéon cuan-
titativa entre el médulo de la distancia medido por diversas supernovas con la distancia lumindsa teérica hacemos
uso del cédico SimpleMC desarrollado por A. Slosar y J.A. Vazquez2. Este permite comprimir la informacién de la
radiacién césmica de fondo en un nimero apropiado de pardmetros y también incluye observaciones de las Oscilaciones
Acusticas en los bariones (BAO). SimpleMC calcula de manera ficil y rédpida velocidades de expansién y distancias
del universo a partir de la ecuacion de Friedmann, y a partir de ahi constricciones a los pardametros cosmoldgicos
utilizando algoritmos MCMC (Markov Chain Monte Carlo).

A partir de los resultados mostrados en la Figura [f] se encuentra que la mejor combinacién de pardmetros cos-
moldgicos que reproducen las observaciones actuales son los siguientes: a partir de Supernovas y agregando datos
obtenidos por el satélite Planck tenemos que Qpas = 0.30 & 0.04, Q,h? = 0.0224 £ 0.0004, h = Hy/100 = 0.68 & 0.04
Q) = —0.002 +0.010. Por otro lado si utilizamos la combinacién de BAO junto con Planck, como se hace en?, encon-
tramos que Qpys = 0.301 £ 0.008, 2~ = 0.0225 4 0.0003, h = Hy/100 = 0.679 4 0.007, Q4 = —0.003 £ 0.003, donde
el error en ambas combinaciones representa el 68% nivel de confianza (10). Por lo tanto, el universo es escencialmente
plano y ademds requiere de una constante cosmolégica.

169



© 0 N O s W N =¥

10
1
12

=

14

0.03
SN-+Planck 0.80} -
0.02¢ BAO-+Planck 1 _”
0.76} -
0.01}
0.72}
0.00}
~
0.68
S _oo1f <
—0.02} 0.64}
—0.03} ] 0.60} SN-+Planck
_o0.04l | 056! BAO-+Planck |
020 024 028 032 036 040 044 055 060 065 070 075 080 0.5
Qn, h

FIG. 5: Constricciones de los pardmetros €., Qx , h = Hy/100, Q5 empleados en la descripcién del Universo;
usando dos conjuntos de datos: Planck + SN (rojo) y Planck + BAO (azul). Los contornos muestran niveles de
confianza 1-0 (68%) y 2-0 (95%).

javazquez@icf.unam.mx

George F. Smoot, Summary of Results from COBE, astro-ph/9902027

Yvonne Y. Y. Wong, Ann.Rev.Nucl.Part.Sci.(2011)61:69-98, DOI: 10.1146 /annurev-nucl-102010-130252

Julien Lesgourgues, Sergio Pastor, New Journal of Physics 16 (2014) 065002, DOI: 10.1088/1367-2630/16/6,/065002
David Tytler, et. al., Physica Scripta, Volume 2000, T85, DOI: 10.1238/Physica.Topical.085a00012

Gong-Bo Zhao, et. al., Nature Astronomy 1 (9), 627

A Viézquez-Gonzalez, T Matos, Revista mexicana de Fisica E, 2008

Verde L., astroph/0712.3028 (2007)

Alan Heaven Alan Heavens; Statistical techniques in cosmology; May 2010

Salvatier J., Wiecki T.V., Fonnesbeck C. (2016) Probabilistic programming in Python using PyMC3. PeerJ Computer Science
DOL: 10.7717 /peerj-cs.55.

ric Aubourg, et. al. Cosmological implications of baryon acoustic oscillation (BAO) measurements, arXiv:1411.1074.
https://github.com/LuisPaAl/Statistical-academic

https://github.com/slosar/april

1 parsec (pc) ~ 3.261 anos luz

170


mailto:javazquez@icf.unam.mx

	PORTADA
	LEGAL
	CONTENIDO
	Introducción
	Agradecimientos
	Contribuciones
	Profesores participantes
	Alumnos participantes

	Modelos de Estados de Markov en el estudio de cambios 
	Resumen
	Introducción
	Simulaciones de dinámica molecular
	Limitaciones de la dinámica molecular
	Modelos de estados de Markov
	Operador de Propagación
	Comentarios finales
	Referencias

	Aplicaciones de plasmas fríos
	Tratamiento de superficies mediante su interacción con plasmas fríos
	Tratamiento de aguas residuales por medio de plasmas fríos
	Espectroscopia Raman e IR
	Espectroscopia LIBS

	Fundamentos de ondas gravitacionales
	1. Introducción
	2. El formalismo de las ondas gravitacionales
	3. Respuesta de las partículas de prueba ante el paso de una onda gravitacional
	4. Energía y momento transportado por ondas gravitacionales
	5. Aproximación cuadrupolar
	6. El sistema de dos cuerpos en órbita
	7. Conclusiones y perspectivas
	Agradecimientos
	Referencias

	Cosmología inflacionaria
	1. Introducción
	2. Características del universo
	3. El universo inflacionario
	Referencias

	La observación del universo extremo con HAWC
	Invitación a las Perturbaciones Cosmológicas
	I. Descripción promedio del universo
	II. Más allá de la descripción promedio
	III. La travesía de las perturbaciones cosmológicas
	A. Perturbaciones primordiales
	B. Evolución fuera del horizonte
	C. La radiación cósmica de fondo
	D. Formación de estructura cósmica

	IV. Preguntas abiertas

	La física positiva de los iones negativos
	Respuesta magnética de metamateriales
	1. Introducción
	2. Modelo simple
	3. Respuesta magnética y respuesta dieléctrica no-local
	4. Cálculo recursivo
	5. Resultados
	6. Conclusiones
	Agradecimientos
	A. Apéndice: Campo transversal
	B. Apéndice: Función escalón
	Referencias

	Fricción dinámica: historia y resultados recientes
	1. Introducción
	2. Fricción dinámica en un gas
	3. Fuerza sobre un perturbador luminoso
	4. Conclusiones
	Referencias

	Métodos algeábricos aplicados al sistema no estacionario  atomo-cavidad óptica
	1. Introducción
	2. El modelo y su solución apróximada
	3. Resultados semi-analíticos y numéricos
	4. Conclusiones
	Agradecimientos
	References

	El estudio de la coexistencia de fases por medio de simulaciones numéricas (métodos directos)
	Cosmología Observacional y Estadística
	I. Introducción
	II. El universo observable
	III. Geometría del espacio-tiempo
	IV. Inventario cósmico
	V. Ecuaciones cosmológicas
	VI. Parámetros cosmológicos
	VII. Observaciones
	VIII. Estadística Bayesiana
	IX. Métodos numéricos
	X. Ajustando una línea recta
	XI. Comparando supernovas




