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INTRODUCCION

La XXI Escuela de Verano en Fisica fue organizada por el Posgrado en Ciencias Fisicas,
el Instituto de Fisica y el Instituto de Ciencias Fisicas de la Universidad Nacional Auto-
noma de México. Se llevo a cabo en las instalaciones del Instituto de Fisica, en Ciudad
Universitaria, del 17 al 22 de junio y en las instalaciones del Instituto de Ciencias Fisi-
cas, en Cuernavaca, Morelos, del 23 al 28 de junio de 2013.

En esta escuela se impartieron 8 cursos de 5 horas de duracion cada uno y 25 con-
ferencias. Los cursos y conferencias cubrieron un amplio espectro con temas como cos-
mologia, plasmas, biofisica molecular, 6ptica cuantica, nanotecnologia, mecanica cuanti-
ca, sistemas complejos, mezclado de fluidos y biologia tedrica, entre otros.

Rocio Jauregui, Instituto de Fisica
José Récamier, Instituto de Ciencias Fisicas
Universidad Nacional Autonoma de México

Ciudad Universitaria, marzo, 2014
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Adveccion Caédtica y Mezclado de Fluidos

Sergio Cuevas Garcia' y Aldo Figueroa Lara?

Hnstituto de Energias Renovables, UNAM, Temixco, Morelos, 62580 México
ZFacultad de Ciencias, UAEM, Cuernavaca, Morelos, 62209 México

1. Introduccion

El mezclado de fluidos es uno de los procesos fisicos méds comunes en la Naturaleza
y de mayor utilidad en diversas aplicaciones tecnoldgicas. Se presenta en una multitud de
escalas de longitud que abarcan desde escalas muy grandes, como es el caso del mezclado
en el interior de las estrellas, o bien a escala planetaria, en la atmésfera o el océano,
hasta escalas muy pequefias, milimétricas o micrométricas, como el mezclado que tiene
lugar en los diminutos vasos sanguineos o en los dispositivos microfluidicos. A su vez,
los diferentes procesos de mezclado involucran una gran cantidad de escalas temporales
que van de los miles o millones de afnos, por ejemplo en los procesos geoldgicos, a las
fracciones de segundo, como en los procesos de combustidon. No obstante esta variedad
de escalas, existen mecanismos que son comines en estos procesos.

Comprender el mezclado de fluidos es en general bastante dificil y requiere, a la par,
de herramientas tedricas y experimentales elaboradas. Un ejemplo cotidiano que ilustra en
esencia el proceso de mezclado en fluidos podemos encontrarlo cuando vertemos una gota
de leche o crema en una taza de café negro [1]. Si agitamos suavemente con una cuachara,
podemos observar que en un inicio se forman patrones estriados hasta que eventualmente
la crema y el café se homogeneizan formando una mezcla uniforme de color marrén. Lo
que esta en juego en este proceso son los mecanismos fundamentales del mezclado, es
decir, la adveccion y la difusion. La difusion se presenta aun en ausencia de movimiento
del fluido. Por ejemplo, cuando vertemos la gota de leche en el café en reposo, suponien-
do que la perturbacion introducida por ésta es despreciable, la leche se mezcla debido
al mecanismo de difusiéon molecular. Sabemos por experiencia que en este caso el mez-
clado tomard mucho mas tiempo que cuando utilizamos la cuchara y agitamos el fluido,
activando entonces el mecanismo advectivo que lleva a una homogeneizacion mucho mas
rapida.

Antes de presentar como podemos describirlo y entenderlo, veamos qué es lo que
comunmente entendemos por mezclado. Mezclar implica manipular un sistema fisico he-
terogéneo con la intencion de volverlo mas homogéneo [2]. Normalmente al mezclar in-
troducimos desorden en un sistema inicialmente ordenado. De hecho, el objetivo del mez-
clado es crear aleatoriedad en la distribucion de una cierta cantidad fisica, por ejemplo,



la concentracion de una sustancia. En el ejemplo anterior, la gota de crema introducida en
el café negro tiene inicialmente una concentraciéon muy alta en una region espacial muy
pequeia, pero después de agitar el fluido la crema se distribuye de manera homogénea lo-
grando una mezcla en donde la concentracion de esta sustancia es uniformemente baja. El
mezclado entonces conlleva el transporte de una cantidad fisica, en este caso la masa, ca-
racterizada por la concentracidon. Uno de los objetivos centrales del anélisis del mezclado
en fluidos es entender cdmo una concentracion inicial no homogénea es homogeneizada
y predecir la tasa a la que este proceso tiene lugar. Un rasgo fundamental de los procesos
de mezclado es su naturaleza irreversible.

En muchas aplicaciones tecnoldgicas o cotidianas, como en los sistemas de combus-
tion, la elaboracion de pinturas o la preparacion de alimentos o bebidas, se busca llevar
a cabo el proceso de mezclado de manera dptima. Por ejemplo, al mezclar, el objetivo
puede ser producir la maxima cantidad de é4rea interfacial entre dos fluidos inicialmente
segregados, utilizando para ello el menor tiempo posible o usando la minima cantidad de
energia. El aumentar el area interfacial trae consigo un mayor contacto entre los fluidos y
por tanto un mejor transporte. Por otra parte, en ocasiones se desea evitar o controlar el
mezclado tanto como sea posible, como ocurre en los derrames accidentales de petrdleo
en el océano. En cualquier caso, el entendimiento profundo de este fenémeno es de fun-
damental importancia para poder manipularlo.

2. Mecanismos del mezclado

Las caracteristicas del mezclado dependen en gran medida de régimen de flujo en el
que tiene lugar, es decir, laminar o turbulento. Comtinmente dicho régimen se determina
a partir del valor del nimero de Reynolds, Re = UL/v, donde U y L representan esca-
las caracteristicas de velocidad y longitud y v es la difusividad viscosa del fluido, tam-
bién conocida como viscosidad cinemaética. El nimero de Reynolds se interpreta como el
cociente de las fuerzas inerciales y las viscosas y toma valores muy grandes (Re >> 1)
cuando el flujo es turbulento; en tal caso, dominan las fuerzas inerciales sobre las viscosas.
A su vez, los flujos a bajos nimeros de Reynolds (Re << 1) son laminares. Sin embargo,
ésta no es una definicidn precisa y los limites que determinan la transicion entre un flujo
laminar y uno turbulento dependen del flujo en particular. En este trabajo consideraremos
Unicamente el mezclado que tiene lugar en flujos laminares. Aunque es sabido que los
flujos turbulentos producen un mezclado eficiente, veremos que bajo ciertas condiciones
los flujos laminares pueden llevar también a un buen mezclado.

Veamos ahora con méas detalle los mecanismos involucrados en el mezclado laminar.
El primero es el mecanismo advectivo o convectivo que se presenta cuando se agita un
fluido. La agitacion (stirring, en inglés) ocasiona que las interfaces entre los materiales



se estiren, aumentando el area interfacial entre ellos y creando estructuras estriadas o
filamentarias. Asi, los filamentos de fluido generados por el movimiento del medio se
estiran y doblan consecutivamente incrementando su longitud con el tiempo. De hecho, la
escala de longitud del proceso se determina por el grado de estiramiento de los filamentos.
Este fendmeno es lo que en inglés se conoce como stretching and folding, que podriamos
traducir como estiramiento y plegado. Lo que en un inicio era una gota de un fluido en
otro, al cabo de un tiempo se convierte en filamentos que se estiran y doblan y cuyos
grosores no son todos iguales.

(a) Welander [3] (b) Ottino [4]

Figura 1: (a) Experimento realizado por Welander [3] donde se muestra la evolucidn de un
colorante a partir de una forma cuadrada debido a un movimiento del fluido esencialmente
bidimensional. (b) Experimento realizado por Ottino [4] donde se muestran las estructuras
estriadas de un colorante en un fluido formadas por el estiramiento y plegado ocasionado
por la rotacion de dos cilindros excéntricos.

La figura 1(a) muestra uno de los experimentos pioneros, realizado por Welander [3],
donde se muestra este proceso. Welander utilizo un tanque de agua que rotaba lentamen-
te de modo que se establecia un movimiento en el fluido cercanamente bidimensional.
Mediante un colorante que se difundia muy lentamente, marc6 un cuadrado que dejo evo-
lucionar libremente de acuerdo al flujo impuesto. En la figura se muestra el colorante a
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distintos tiempos, observando que el cuadrado inicial evoluciona en un patron espacial
altamente ramificado, donde se forman filamentos alargados con una estructura muy fi-
na. Es importante a resaltar que a pesar de lo intrincado de los patrones, el flujo que los
produce es laminar, no turbulento. La figura 1(b) muestra otro experimento famoso rea-
lizado por J. Ottino [4] donde se coloca un colorante o marcador dentro de otro fluido
contenido entre dos cilindros excéntricos los cuales pueden rotar. El movimiento de los
cilindros lleva a la formacion de los filamentos que se estiran y doblan, generando zonas
donde hay un buen mezclado y otras donde el colorante esta ausente, llamadas islas. Al
crear y estirar los filamentos de fluido, la agitacion tiende a incrementar el valor medio de
cualquier gradiente inicial [5], por ejemplo, el gradiente de concentracion de la sustancia.
En ocasiones, si el filamento ha sido suficientemente estirado, las diferencias en la tension
interfacial en los lados opuestos de una interfaz pueden ocasionar que los filamentos se
rompan en gotas aisladas, reduciendo la escala de longitud [1]. En liquidos muy viscosos
o cuando los materiales son muy similares este rompimiento puede no tener lugar.

El otro aspecto importante en el mezclado es la difusion que es un proceso molecular.
Si los fluidos son miscibles, el movimiento Browniano de las moléculas individuales de
fluido ocasionado por las fluctuaciones térmicas, actda con el fin de homogeneizar al
fluido a escala molecular [1]. En la figura 2(a) se muestra una simulacién de la trayectoria
aleatoria que sigue una particula sujeta a un movimiento Browniano. A su vez, en la figura
2(b) se observa el efecto de la difusion cuando un gota de colorante se introduce en un
recipiente con agua en reposo. De hecho, el efecto de la difusion es disminuir el valor
medio de cualquier gradiente inicial [5]. Por supuesto, la difusién no tiene lugar si los
fluidos son incompatibles.

Resumiendo, mientras que la adveccion es un proceso mecanico, la difusén es un
proceso molecular. La adveccion y la difusidon no necesariamente se presentan juntas en
una determinada situacion. En las etapas iniciales del mezclado, los efectos convectivos
(estiramiento y plegado) son los que dominan, llevando a la creacion de estructuras fi-
lamentarias. El grosor de los filamentos decrece exponencialmente con el tiempo hasta
que se alcanza un equilibrio en el cual la difusidon empieza a ser significativa, deteniendo
el adelgazamiento de los filamentos y propiciando la homogeneizacion de la concentra-
cion. Por su parte, la viscosidad tiende a detener la agitacion antes de que se obtenga un
mezclado apreciable, a menos de que se contrarreste mediante otros medios, por ejemplo,
mediante un forzamiento permenente del flujo. Comtnmente, los campos de velocidad
estacionarios llevan a un mezclado pobre, es decir un mezclado localizado solo en una re-
gi6n especifica. Por su parte, los campos de velocidad dependientes del tiempo ocasionan
un mezclado extensivo, es decir, un buen mezclado.

Una manera de caracterizar los mecanismos fisicos involucrados en el proceso de
mezclado, es a través de un pardmetro adimensional conocido como el nimero de Péclet,
definido como



(a) Trayectoria aleatoria (b) Difusién de tina en agua

Figura 2: (a) Trayectoria aleatoria seguida por una particula sujeta a un movimiento simi-
lar al que se presenta en el movimiento Browniano ocasionado por la agitacion térmica
molecular. (b) Difusion de una gota de tinta en un recipiente con agua en reposo.

donde U y L son escalas caracteristicas de velocidad y longitud, respectivamente, y &
es la difusividad de masa del material, cuyas unidades, como todas las difusividades,
son m?/s. Este nimero también es utilizado en procesos de transferencia de calor, en
donde el coeficiente & se intercambia por la difusividad térmica. El ndmero de Péclet,
puede interpretarse como una estimacion de la magnitud del transporte advectivo entre el
transporte difusivo. Por tanto, cuando tenemos un proceso en donde Pe >> 1,la adveccidon
domina sobre la difusidn, mientras que cuando Pe << 1, la difusién es el mecanismo de
transporte dominante. Otra interpretacion Gtil del nimero de Péclet se obtiene a partir
de las escalas temporales que caracterizan el proceso de mezclado. De esta forma, Pe se
calcula como el cociente del tiempo difusivo, caracterizado por una escala de orden L? /2,
entre el tiempo inercial o advectivo, dado por L/U, entonces Pe = (L*/92)/(L/U) =
UL/%.En fluidos, cominmente el nimero de Péclet es muy grande por lo que se tienen
valores en el rango Pe ~ 10° — 10'°. Fiscamente, la condicién Pe >> 1 implica que el
estiramiento de la interfaz del fluido debido a la adveccion, tiene lugar durante una gran
cantidad de tiempo antes de que los efectos difusivos eventualmente suavicen la interfaz
y mezclen los fluidos a pequena escala.

Otro parametro adimensional de utilidad en los procesos de mezclado es el nimero de
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Schmidt que estd dado como el cociente de los nimeros de Reynolds y Péclet, es decir,

Se— Re v
‘TP 9

Vemos entonces que el nimero de Schmidt depende sélo de las propiedades del fluido, es
decir, del cociente de las difusividades viscosa y de masa. La longitud de penetracion del
momentum en un proceso difusivo puede estimarse de la forma 9, ~ (vt)l/ 2, mientras
que la longitud de penetracion de la concentracion puede estimarse como 8¢ =~ (Zt) 172,
Por tanto, la raiz cuadrada del nimero de Schmidt puede interpretarse como el cociente
de la rapidez de propagacidon del momentum (i.e. la rapidez con la que el movimiento se
difunde o muere) entre la rapidez de propagacion de la concentracion (i.e. la rapidez con
la que la concentracion se suaviza) [1], es decir,

doy /dt
Sel/2 = Z2vier
T 4o, di

En liquidos cominmente se tiene que Sc >> 1, lo que implica que las fluctuaciones de
concentracion sobreviven sin ser borradas por el mezclado mecénico o advectivo hasta
tiempos largos en el proceso [1].

3. Enfoques para el analisis del mezclado

Cuando deseamos analizar la homogeneizacidn de tinta o de una impureza en un cam-
po de flujo preescrito, hablamos de mezclado escalar. En tal caso, consideramos lo que se
conoce como una cantidad escalar pasiva, por ejemplo, la concentracion de la tinta, que
es transportada por el flujo. El adjetivo pasiva denota que la sustancia transportada no
altera el campo de flujo original, sino que actia pasivamente dejandose llevar hacia donde
dicte el flujo impuesto. Esencialmente existen dos enfoques para el estudio del mezclado
que se asocian a las dos maneras utilizadas para describir el movimiento en la dindmica
de fluidos: los enfoques Lagrangiano y Euleriano [6].

Enfoque Lagrangiano

El enfoque Lagrangiano consiste en determinar la trayectoria de las particulas o par-
celas de fluido inmersas en el flujo. Este enfoque es muy similar al enfoque cinematico
utilizado al describir la trayectoria de las particulas s6lidas en la mecanica clasica. Lo que
se hace es etiquetar o marcar a las particulas pasivas mediante condiciones iniciales dadas
y perseguirlas durante su movimiento, impuesto por un campo de velocidad determinado.
Como mencionamos antes, una partcula pasiva (o inerte) es aquella que no afecta el cam-
po de velocidad y que simplemente sigue el movimiento del fluido. La suposicidn basica
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del enfoque Lagrangiano es que la velocidad de la particula es igual a la velocidad del
fluido [5], es decir,

Uparticula = WU fluido- (D

De la mecanica cléasica, sabemos que la velocidad de la particula esta dada en la forma

dx dx dy dz
Uparticula = Z = <Eu d_i}’ E) s ()

mientras que el campo de velocidad, como veremos mas adelante, se obtiene de la so-
lucion de las ecuaciones de balance o bien del experimento, y puede expresarse en la
forma

Ufluido = [M(XJ@ZJ)’V(xa)’;Zat)7W(X7)’aZJ>]7 (3)
donde u, v y w son las componentes del campo de velocidad, en general dependientes de
la posicidn y del tiempo. La condicidn expresada en la ecuacion (1), lleva entonces a las
ecuaciones advectivas:

d d d
d_);:u(x,y,z,t), —yZV()Qy,Z,l‘), _Z:W(x7y7z7t)' S

dt dt

Aplicando condiciones iniciales dadas, es posible determianr la trayectoria de las particu-
las individuales resolviendo las ecuaciones (4). La determinacién de las trayectorias de la
particulas también se conoce como seguimiento Lagrangiano ya que lo que se esta hacien-
do es perseguir a las particulas en su movimiento impuesto por el campo de flujo. Aref [7]
hace notar que las ecuaciones (4) reducen el problema advectivo a un sistema dindmico
de dimension finita. Cuando se considera adveccidn turbulenta, el sistema esta gobernado
por ecuaciones de movimiento estocasticas, mientras que para un flujo laminar el siste-
ma (4) es determinista. Dichas ecuaciones, evidentemente, no consideran el transporte
difusivo, es decir, son puramente advectivas.

Enfoque Euleriano

El enfoque Euleriano es una descripcion de campo, es decir, una descripcion basada
en la evolucion de una cantidad fisica, en este caso el campo escalar (pasivo) de concen-
tracion de una sustancia, ¢, que toma valores en cada punto del espacio y a cada tiempo.
Dada una distribucion espacio-temporal de la concentracion c(x,t), el flujo de masa j,,
estd dado por una ley fenomenoldgica conocida como la ley de Fick,

Jm=—9Vec, (5)

que establece la proporcionalidad del flujo de masa y el gradiente de concentraciones,
siendo la difusividad de masa, &, el coeficiente de proporcionalidad. Si utilizamos la
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ley de Fick y la ley de conservacion de la masa, en ausencia de movimiento de fluido,
obtenemos la ecuacidn de difusion para la concentracion, es decir,

dc

— =9V, (6)
at

donde se ha supuesto que el coeficiente & permanece constante, lo que es una aproxima-

ci6n coman. Si existe movimiento de fluido, entonces la concentracion satisface ahora la

ecuacidn de adveccion-difusion dada por

ge (u-V)c=9V?c, (7)
at

donde el segundo término del lado izquierdo denota el transporte advectivo, siendo m(x,?)
un campo de velocidad conocido. La ecuacion (7) puede describir el transporte laminar
o turbulento, de acuerdo con la naturaleza del campo de velocidad #. Cominmente, al
analizar el transporte laminar se introduce un campo de flujo determinista, mientras que
para el transporte turbulento el campo de flujo u se especifica probabilisticamente [7].

Determinacion del campo de velocidad

Un requisito indispensable para llevar a cabo la descripcion del mezclado escalar, tan-
to en el enfoque Lagrangiano (basado en determinar las trayectorias de las particulas de
fluido) como en el Euleriano (basado en determinar la evolucién del campo de concen-
tracion), es el conocimiento del campo de velocidad del fluido. Dicho campo puede obte-
nerse experimental o tedricamente y, en ciertos casos, su determinacion podria involucrar
dificultades mayores. Si se considera un fluido Newtoniano incompresible, el campo de
velocidad puede obtenerse tedricamente resolviendo la ecuacion de conservacion de la
masa o ecuacion de continuidad, y la ecuacion de balance de la cantidad de movimiento
o ecuacidn de Navier-Stokes, que se expresan, respectivamente, en la forma

V-u=0, ()

p I I
a—':+(u-V)u:—Evp+vV2u+Ef, )

donde p es la densidad de masa, p es el campo de presion y f es una fuerza externa es-
pecifica por unidad de volumen (fuerza de cuerpo) que acta sobre el fluido. Con excep-
cion de algunos casos sencillos, comtinmente el problema dindmico que implica encontrar
el campo de velocidad y el campo de presion a partir de la solucidn de las ecuaciones (8)
y (9), requiere de un tratamiento numérico.

En la siguiente seccidn describiremos brevemente una manera no intrusiva de agitar
fluidos eléctricamente conductores utilizando fuerzas electromagnéticas. Presentaremos
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Figura 3: Dispositivo experimental. a) Vista de planta. b) Vista lateral, corte transversal,
plano AA”. F° denota la direccion principal de la fuerza de Lorentz de acuerdo a la direc-
cidn de la corriente aplicada.

algunos resultados experimentales y soluciones numéricas que permiten reproducir ade-
cuadamente los campos de velocidad requeridos para realizar la descripcion del mezclado
escalar, utilizando tanto el enfoque Lagrangiano como el Euleriano.

4. Agitacion electromagnética

Exite una gran variedad de métodos para agitar un fluido. Los mas comunes hacen
uso de métodos mecénicos para lograr el movimiento del medio, por ejemplo, utilizando
aspas, como en una licuadora, o bien moviendo las paredes del recipiente que lo contiene
[8]. También es posible agitar un fluido imponiendo gradientes térmicos de modo que se
produzca conveccion natural [9]. Una manera conveniente de lograr agitacion en fluidos
eléctricamente conductores, tales como los electrolitos y los metales liquidos, es utilizan-
do fuerzas electromagnéticas. La idea bésica es introducir una corriente eléctrica dentro
del medio la cual interacciona con un campo magnético aplicado, dando lugar a una fuer-
za de cuerpo rotacional, la fuerza de Lorentz, que es capaz de agitar el fluido. Este método
tiene la ventaja de ser no intrusivo y facilmente realizable en laboratorio [10, 11].
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Dispositivo y observaciones experimentales

La figura 3 muestra el dispositivo de laboratorio utilizado en el Instituto de Energias
Renovables de la UNAM, para llevar a cabo experimentos de agitacion electromagnética
en electrolitos [11]. Esencialmente, el dispositivo experimental consiste de un contene-
dor rectangular de acrilico parcialmente lleno con una delgada capa de una solucién de
bicarbonato de sodio (NaHCO3) a una concentracion de 8.6 % en masa. EI volumen total
del electrolito es 400 cm?, teniendo la capa una altura de 4 mm. En dos de las paredes
opuestas del contenedor se colocan electrodos de cobre a través de los cuales se aplica una
corriente eléctrica alterna al fluido por medio de un generador de funciones. Debajo del
contenedor se colocan uno o varios imanes permanentes que generan un campo magnéti-
co no homogéneo. La interaccidn de la corriente alterna y el campo magnético da lugar a
una fuerza de Lorentz periddica que agita el fluido, produciendo un flujo oscilatorio [12].
Si la corriente aplicada es directa, la fuerza de Lorentz no depende del tiempo y da lugar
a un flujo estacionario [10]. El movimiento generado se visualiza al introducir trazadores
(colorantes de alimentos o fluoresceina) en la superficie del fluido, mientras que la obten-
cion cuantitativa del campo de velocidad de los flujos se lleva a cabo con la técnica de
Velocimetria por Imagenes de Particulas (o PIV por sus siglas en Ingés) [11]. La figura
4 muestra el campo vectorial de velocidad a distintas fases de oscilacion del flujo produ-
cido por la interaccién de una corriente alterna y un campo magnético dipolar. Dado que
la corriente se aplica en la direccidén x y la componente dominante del campo magnético
esta en direccion z, la fuerza oscila en direccidn vertical (y), creando un vortice dipolar
oscilatorio. En esta figura se pueden apreciar los puntos elipticos (marcados con asteris-
cos) e hiperbdlicos (marcados con cruces) presentes en el flujo, ademas de las trayectorias
que siguen estos puntos al evolucionar el flujo; asimismo, se muestra el punto de maxima
velocidad (instantdnea) dentro del campo de velocidad.

Simulacion numérica y comparacion con resultados experimentales

La agitacion electromagnética en electrolitos puede modelarse mediante la solucion
de las ecuaciones de continuidad (8) y de Navier-Stokes (9), tomando a la fuerza de Lo-
rentz como término fuente [10]. Como se mencioné previamente, dicha fuerza se crea por
la interaccién del campo magnético tridimensional B® = B®(x,y,z) y la corriente eléctri-
ca aplicada al sistema, que en general es una funcién del tiempo j° = jo(z), es decir
f=j°xB° Lafigura 5 muestra la comparacion de los perfiles de velocidad de la compo-
nente en direccién y (v(x,y,?)) obtenidos experimentalmente, con los resultados obtenidos
de la solucion numérica de las ecuaciones de balance. Con el fin de determinar la impor-
tancia de los efectos tridimensionales en el flujo, se realizaron simulaciones numéricas
utilizando un modelo cuasi-bidimensional (que se justifica dado el pequefio espesor de la
capa de fluido), asi como un modelo completamente tridimensional [11, 12]. En la figura
se puede observar que los perfiles de velocidad v(x,0,¢) son simétricos, mientras que los
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Figura 4: Campo de velocidad experimental para el flujo producido por la interaccion

de una corriente alterna y un campo magnético dipolar. El punto negro e corresponde al
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Figura 5: Componente vertical de la velocidad como funcidn de la posicion para el flujo
producido por la interaccion de una corriente alterna y un campo magnético dipolar. Los
datos experimentales y numéricos estan representados por simbolos y lineas, respectiva-
mente, correspondientes a distintas fases (¢). Diamante rojo ¢ y lineas rojas: ¢ =2/10 ;
circulo azul ® y lineas azules: ¢ =4/10 7. a) v(x,0); b) v(0,y). Lineas continuas: modelo
cuasi-2D; lineas punteadas: modelo 3D.

perfiles v(0,y,7) muestran una marcada asimetria dictada por la direccion principal del
flujo originada por la fuerza aplicada. Tanto la prediccion numérica cuasi-bidimensional
como la tridimensional, presentan un acuerdo cuantitativo muy bueno con los resultados
experimentales para diversos arreglos de imanes en un extenso rango de amplitud y fre-
cuencia de corrientes. Esto indica que para las condiciones de flujo, los efectos tridimen-
sionales son poco importantes y el movimiento se aproxima a la cuasi-bidimensionalidad.
Podemos afirmar que la solucion numérica de las ecuaciones de balance reproduce satis-
factoriamente los principales efectos fisicos observados experimentalmente.

5. Trayectorias Lagrangianas en flujos producidos por
agitacion electromagnética

Una vez conocido el campo de velocidad, es posible integrar las ecuaciones advecti-
vas (4) para encontrar las trayectorias Lagrangianas. A continuacion se muestra la com-
paracion de observaciones experimentales con las trayectorias Lagrangianas calculadas
numéricamente para los flujos cuasi-bidimensionales generados mediante fuerzas elec-
tromagnéticas oscilatorias, presentados en la seccion anterior [11].

En la figura 6 se muestra el caso de un flujo producido por una fuerza electromagnéti-
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(a) Visualizacion experimental (b) Simulacién numérica: segui-
miento Lagrangiano

Figura 6: Flujo oscilatorio producido en una capa delgada de electrolito por una fuerza
electromagnética que oscila en direccion vertical. La fuerza es producida por una corriente
eléctrica alterna en direccion horizontal y el campo magnético dipolar, esencialmente
normal al plano de la imagen, generado por un iman permenente marcado por un cuadrado
en la figura 6(a).

ca oscilatoria que apunta en direccidn vertical, generada por un campo magnético dipolar.
En el experimento (figura 6(a)) se colocaron dos gotas de colorante, una verde y una roja,
cerca de la region donde se localiza el imén permanente (marcado con un cuadrado en la
figura 6), a cada lado de la linea vertical de simetria y se dejoé evolucionar el flujo. Para
realizar el seguimiento Lagrangiano numéricamente, como condicion inicial se marc6 una
coleccion de particulas dispuestas sobre un circulo cuyo centro coincidia con el del iman
permanente; en la mitad izquierda del circulo se colocaron particulas verdes y en la mi-
tad derecha particulas rojas. Al evolucionar el flujo, las particulas describen las trayec-
torias mostradas en la figura 6(b). Con el fin de obtener trayectorias suaves, cuando dos
particulas se separan mas de una cierta distancia, numéricamente se inyectan particulas
adicionales. Puede observarse que la simulacién Lagrangiana reproduce adecuadamente
las caracteristicas del flujo experimental, particularmente la simetria respecto al eje verti-
cal que muestra la distribucion de los trazadores. Dicha simetria, que impide el transporte
de masa entre los lados izquierdo y derecho, es ocasionada por la distribucion simétrica
de campo magnético producida por el dipolo. La diferencia principal con el experimento



se debe a que numéricamente, el seguimiento Lagrangiano no considera la difusion y por
tanto no captura el engrosamiento de los filamentos de fluido observados experimental-
mente.

(a) Visualizacién experimental (b) Simulacién numérica: seguimiento
Lagrangiano

Figura 7: Flujo oscilatorio generado en una capa delgada de electrolito por una fuerza
electromagnética que oscila verticalmente. La fuerza es producida por una corriente alter-
na horizontal y un campo magnético cuadrupolar, generado por dos imanes permenentes
con polaridades opuestas (marcados en la figura 7(a)), cuyos centros se localizan sobre el
eje vertical.

La figura 7 muestra el flujo resultante cuando el campo magnético utilizado es cuadru-
polar, es decir, producido por dos imanes permanentes cuyos centros se localizan sobre el
eje vertical y estan separados una distancia 2L, donde L es la longitud del lado del imén.
Al inicio del experimento se colocaron cuatro gotas de colorante de distinto color (verde,
amarillo, azul y rojo) en cada cuadrante, mientras que numéricamente se dividio el circulo
de particulas pasivas en los cuatro cuadrantes, cada uno con el color correspondiente al
experimento. Observamos que la evolucion del flujo da lugar a un mezclado por cuadran-
tes, en donde el transporte de masa entre cuadrantes se inhibe debido a la distribucién
simétrica de campo magnético. Nuevamente, la simulacién Lagrangiana reproduce ade-
cuadamente las caracteristicas esenciales del flujo. Si se incrementa a cuatro el nimero de
imanes, se produce un flujo octopolar oscilatorio donde se mantienen lineas de simetria
que inhibien la homogeneidad del mezclado.
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(a) Visualizacién experimental (b) Simulacién numérica: seguimien-
to Lagrangiano

Figura 8: Flujo oscilatorio producido en una capa delgada de electrolito por una fuer-
za electromagnética que oscila verticalmente. La fuerza es producida por una corriente
alterna horizontal y el campo magnético generado por cinco imanes permanentes cuya
distribucién espacial y polaridad son irregulres. La localizacién de los imanes esta mar-
cada por cuadrados en la figua 8(a).

Los ejemplos anteriores muestran claramente que la existencia de simetrias en el flujo
inhibe la homogeneizacion completa de los colorantes, dando lugar a un mezclado loca-
lizado. Una manera sencilla de romper las simetrias y propiciar un mejor mezclado es
utilizando una distribucion irregular de campo magnético, lo que se logra disponiendo un
conjunto de imanes de manera desordenada y con polaridad no uniforme [11], como se
muestra en la figura 8. En este caso se observa el transporte de masa en todas direccio-
nes de modo que en unos pocos ciclos puede lograrse la homogeneizacion del colorante,
lo que depende también, evidentemente, del nimero de imanes y de su distribucién es-
pecifica. Se ha mostrado experimentalmente que un arreglo aleatorio de imanes da buenos
resultados [13].

Existen otras maneras de romper las simetrias en el flujo y lograr un mezclado mas
homogéneo sin necesidad de utilizar un flujo turbulento. Esto es importante porque hay si-
tuaciones fisicas en donde la generacién de turbulencia es practicamente imposible, como
ocurre en los dispositivos microfluidicos, es decir, dispositivos cuyo tamafo es del orden
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de los micrometros, fabricados gracias a las técnicas de la microelectronica [14]. Estos
dispositivos tienen muchas aplicaciones médicas, bioldgicas y quimicas, por ejemplo, en
el andlisis de compuestos o en la preparacion de productos farmacéuticos a partir de una
minima cantidad de materia, en donde se requiere obtener rapidamente una mezcla ho-
mogénea de distintas componentes. La miocrofuidica se caracteriza por tratar siempre con
flujos laminares dominados por la viscosidad, de manera que el nimero de Reynolds es
mucho menor que la unidad. La manera de lograr un mezclado eficiente en estas condicio-
nes es propiciando un flujo cadtico, o mas precisamente, un flujo en donde las particulas
de fluido sigan trayectorias cadticas. Curiosamente esto es posible aun en campos de flujo
sencillos y aparentemente inofensivos los cuales pueden dar lugar a patrones de adveccion
altamente complejos. A continuacion presentaremos brevemente algunas ideas acerca de
este tema.

Adveccion caotica

En un articulo cléasico, Aref [7] demostrd que aun campos de velocidad completamente
deterministas y que desde el enfoque Euleriano aparecen como flujos simples y regulares,
son capaces de dar lugar a una respuesta esencialmente estocédsitca en las trayectorias
Lagrangianas producidas por la adeveccion de un trazador pasivo. Aref denomin6 a esta
situacion o régimen adveccion cadtica.

En su andlisis, Aref consider6 campos de velocidad u deterministas, bidimensionales,
incompresibles y dependientes del tiempo. En un flujo incompresible en dos dimensiones,
la ecuacion de continuidad se expresa en la forma

du n v

dx dy N
lo cual implica que existe una funcién v, conocida como la funcion de corriente, que
permite calcular las componentes de la velocidad como

0, (10)

Iy Iy
= — y V P S — ,

dy ox
de manera que se satisface la ecuacion de continuidad. Si ahora escribimos las ecuaciones
advectivas (4) en términos de la funcion vy utilizando las ecuaciones (11), obtenemos

u

(11)

dx d d d

_:_U” _y:__w. (12)

dt dy dt ax
Notese que estas ecuaciones tienen la misma estructura que las ecuaciones candnicas de
Hamilton para un sistema de un grado de libertad, donde la funcion de corriente 1 juega
el papel del Hamiltoniano. Es decir, la cinemética de la adveccion en dos dimensiones

en un flujo incompresible es equivalente a la dindmica Hamiltoniana de un sistema de



un grado de libertad [5]. Este hecho es idependiente de si el flujo es viscoso o inviscido
(i.e. disipativo o no disipativo) ya que la naturaleza Hamiltoniana de la cinematica pro-
viene Unicamente de la condicién de incompresibilidad. Lo que descubrid Aref [7] fue
que aun en un campo de velocidad laminar y aparentemente sencillo, las trayectorias de
las particulas pueden ser muy complejas y tener un comportamiento caético. En otras pa-
labras, vistas como un sistema dindmico, las ecuaciones advectivas pueden llevar a una
dindmica cadtica. Si se escoge el campo de flujo de tal manera que el sistema dindmico sea
no integrable, lo cual en un flujo incompresible bidimensional es posible si el campo es
dependiente del tiempo, los movimientos de las particulas individuales pueden producir
trayectorias caoticas. Parafraseando a Aref, podemos decir que el mezclado de un fluido
es la representacion visual del comportamiento de un sistema cadtico Hamiltoniano [5].

Para mostrar los rasgos esenciales de la adveccion cadtica, Aref [7] estudié un modelo
idealizado del movimiento de un fluido en un contenedor producido por un agitador. El
fluido se supone inviscido e incompresible y el movimiento es completamente bidimen-
sional. El agitador se modela como dos vortices puntuales en una posicidn fija los cuales
se “prenden y apagan”de manera periddica y alternada, dando lugar a un flujo dependien-
te del tiempo. Con dicho modelo, que se conoce como “vortices parpadenates”(blinking
vortex), Aref calculé6 numéricamente las trayectorias de las particulas y demostr6 su na-
turaleza cadtica, logrando un mezclado eficiente.

Flujo generado por dos fuerzas de Lorentz ortogonales

Veamos ahora otra manera de romper las simetrias en los flujos generados por fuerzas
electromagnéticas permitiendo, bajo ciertas condiciones, llegar a un régimen de adveccion
caotica. Partiendo del dispositivo mostrado en la figura 3, la idea es colocar dos electrodos
adicionales en las paredes donde antes no existian, evitando un corto circuito con el otro
par de electrodos. De esta forma es posible aplicar corrientes alternas en direcciones orto-
gonales, es decir, vertical y horizontalmente, de modo que si existe un campo magnético
aplicado se generaran fuerzas de Lorentz independientes en ambas direcciones.

En la figura 9 se muestra la comparacion entre la visualizacion experimental y el
calculo numérico de las trayectorias Lagrangianas en un flujo producido por la accion de
dos fuerzas de Lorentz periddicas y ortogonales que tienen un cociente de frecuencias
igual a 2 y una fase relativa cero, cuando el campo magnético aplicado es generado por
un solo dipolo magnético. Al comparar con el caso en donde existe solo una fuerza en
direccion vertical (ver figura 6), observamos que la accion de dos fuerzas ortogonales
permite el transporte de masa tanto en direccion vertical como horizontal, lo que da lugar
al rompimiento de las simetrias y consecuentemente a un mejor mezclado.

Este sistema tiene propiedades interesantes que pueden explorarse tanto analitica como
numéricamente [15]. Primero, si consideramos flujos en el régimen lineal, es decir, donde
los efectos convectivos son despreciables, y nos enfocamos en la trayectoria de una so-



(a) Visualizaciéon experimental (b) Simulacién numérica:
seguimiento Lagrangiano

Figura 9: Flujo oscilatorio producido en una capa delgada de electrolito por dos fuer-
za electromagnéticas oscilatorias en fase que actian en direcciones ortogonales, con un
cociente de frecuencias igual a 2. Las fuerzas son producidas por dos corrientes eléctricas
alternas en direcciones vertical y horizontal y el campo magnético generado por un imén
marcado por un cuadro en la figura (a).

la particula colocada en el centro geométrico del sistema como condicion inicial, puede
demostrarse que dependiendo de los parametros asociados a las corrientes aplicadas en
direcciones horizontal y vertical (amplitud, frecuencia y fase), la particula traza trayecto-
rias que asemejan a las conocidas figuras de Lissajous. Estas figuras fueron observadas
en 1855 por Jules Antoine Lisssajous quien disefi6 un sistema optico simple para estudiar
vibraciones compuestas. De esta forma encontrd patrones complejos formados cuando se
superponen dos vibraciones armoénicas a lo largo de lineas perpendiculares. Cuando el
cociente de las frecuencias de las dos sefiales armoénicas es racional, se obtienen trayec-
torias cerradas que dan lugar a movimientos periddicos, mientras que cuando el cociente
de las frecuencias es irracional, las trayectorias son abiertas, obteniéndose un movimiento
no periddico. En tal caso, al transcurrir el tiempo el sistema visita todos los puntos en un
plano limitado por la amplitud de la sefial, de manera que la curva llenara gradualmente
todo el dominio. De hecho, en 1871, L. Boltzmann (1844-1906) hizo por primera vez la
analogia entre las trayectorias fisicas en un espacio bidimensional y las figuras de Lis-
sajous, lo que parece ser la primera descripcion de Boltzmann de la hipotesis ergodica
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Figura 10: Trayectorias Lagrangianas de una particula sujeta a dos fuerzas de Lorentz
armonicas y ortogonales. Primera columna: observacion experimental. Segunda columna:
calculo numérico. Primera fila: razon de frecuencias =3 y fase relativa ¢ = 7. Segunda
fila: raz6n de frecuencias Q = 3 /2 y fase relativa ¢ = 0.

[16].

Mientras que las figuras de Lissajous se pueden entender desde un punto de vista pu-
ramente cinematico y no disipativo, las trayectorias Lagrangianas resultantes de la accion
de dos fuerzas ortogonales se originan en un sistema disipativo no lineal, es decir, en
un flujo viscoso forzado electromagnéticamente. En tanto que en el régimen lineal las
trayectorias Lagrangianas reproducen las propiedades tipicas de las figuras de Lissajous
relacionadas con la periodicidad y no periodicidad del movimiento para cocientes de fre-
cuencias racionales e irracionales, respectivamente, en el régimen ligeramente no lineal,
es decir, cuando los efectos convectivos son pequenos, ain si la razon de frecuencias es
racional, la particula no regresa a su punto inicial. La figura 10 muestra la comparacién de
las trayectorias Lagrangianas obtenidas experimental y numéricamente de una particula
sujeta a dos fuerzas de Lorentz ortogonales que oscilan armonicamente, en el caso en que
los efectos convectivos no son despreciables. Este hecho lleva a trayectorias Lagrangianas
no cerradas.

Al incrementarse los efectos no lineales, las trayectorias Lagrangianas son cada vez
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Figura 11: Secciones de Poincaré para distintos nimeros de Reynolds (Re = 0,8, Re =0,9,
Re =1y Re = 1,4, respectivamente) obtenidas para 200 periodos a partir de las trayecto-
rias de muchas particulas dentro de un flujo producido por dos fuerzas de Lorentz orto-
gonales periddicas. El cociente de las frecuencias de la fuerzas es €2=1 y la fase relativa
¢ = 7. Para todos los casos R, = 0,1.

mas complejas y describir su comportamiento se vuelve muy complicado, sobre todo para
tiempos largos. Una manera alternativa conveniente para analizar la dindmica del siste-
ma es calcular la seccion de Poincaré [17]. Dicha seccidn es particularmente atil para el
andlisis de sistemas sujetos a fuerzas periddicas. De manera muy breve, podemos decir
que la seccidon de Poincaré se calcula de la siguiente manera. Al tiempo inicial marcamos
la posicion de la particula en el plano x — y, la dejamos evolucionar y volvemos a registrar
su posicion cuando el forzante ha completado un periodo, lo que se continua haciendo du-
rante un determinado nimero de periodos. Asi, la seccidon de Poincaré se forma mediante
las intersecciones a cada periodo en el plano x — y de las 6rbitas seguidas por una o varias
particulas. Si la trayectoria de una particula es cerrada, la secciéon de Poincaré serd un



punto, mientras que si no es cerrada, en principio los puntos podrian ir ocupando todo
el espacio disponible. La figura 11 muestra las secciones de Poincaré correspondientes a
muchas particulas en un flujo generado por dos fuerzas de Lorentz ortogonales periddicas,
con un cociente de frecuencias racional igual a la unidad y desfasadas 7/2. Puede obser-
varse que en todas las secciones de Poicaré aparecen islas, es decir, regiones no visitadas
por las particulas y que son indicativas de zonas dentro del dominio donde no ocurre un
buen mezclado. Estas islas se presentan en muchos otros sistemas de mezclado. Este tipo
de secciones de Poincaré parece indicar la presencia de un régimen de adveccidn cadtica.

6. La ecuacion de adveccion-difusion: el método DSM

Veamos ahora la manera de tratar el mezclado a partir del enfoque Euleriano, es decir,
resolviendo la ecuacion de adveccion-difusion:

Jc

ot V)e= 9V-c. (13)

Como se menciond previamente, el objetivo es obtener el campo escalar de concentracion
de la sustacia como funcién de la posicion y del tiempo, es decir, ¢(x,#). Recordemos
que el mecanismo advectivo, mediante el estiramiento y plegado, propicia la creacién de
filamentos de fluido que se alargan al transcurrir el tiempo, disminuyendo su grosor hasta
alcanzar una cierta escala en donde la difusion entra en accion. Dicha escala se conoce
como la escala de Batchelor y se define como la escala mas pequefia que pueden alcanzar
las fluctuaciones en la concentracidon escalar antes de que el fendmeno sea dominado
por la difusion molecular [18]. Esta escala es similar a la escala de Kolmogorov que
corresponde a la escala mas pequeiia que pueden alcanzar los vértices o remolinos en
un flujo turbulento antes de que domine la viscosidad. Cuando el nimero de Schmidt es
mayor que la unidad (Sc > 1), 1o que es comin en muchos liquidos, la escala de Batchelor
es mas pequeia que la escala de Kolmogorov. Esto significa que el transporte escalar tiene
lugar a escalas menores que el remolino mas pequefio que sobrevive en un flujo turbulento
antes de que sea disipado por viscosidad [18].

Si deseamos simular adecuadamente el proceso de adveccidn-difusion, en principio la
malla requerida para encontrar la solucién numérica de la ecuacién (13), dado un cam-
po de velocidad u, debe ser lo suficientemente fina para resolver al menos la escala de
Batchelor. Para ejemplificar la situacion, consideramos un problema bidimensional. Si
suponemos que el grosor inicial del filamento es s,, la escala de Batchelor es del orden
de s = soPe_l/ 2 [19]. Esto quiere decir que si consideramos un dominio cuadrado con
L =10 cm de lado y tomamos s, = 1 cm, suponiendo que Pe = 10'° (que es un valor
comin para flujo de liquidos), encontramos s ~ 10~ cm. Entonces una malla uniforme
(dx = dy) capaz de resolver la escala de Batchelor debe cumplir
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donde N es el nimero de nodos. Tomando en cuenta los valores anteriores, encontramos
que N ~ 10°, es decir, la malla numérica debe ser de al menos N x N =~ 10!2, que es
una malla extremadamente fina que considera apenas un dominio de 10 cm?. Por tanto,
en general, la solucion numérica directa de la ecuacion (13) es muy costosa computacio-
nalmente ya que requiere mallas espaciales muy finas para resolver adecuadamente los
gradientes de concentracion.

Una alternativa para determinar la adveccion-difusion de un escalar en un campo de
velocidad incompresible en dos dimensiones para nimeros de Péclet grandes, es utili-
zar el método propuesto por Meunier & Villermaux [19], conocido como Diffusive Strip
Method o bien DSM, que combina los enfoques Lagrangiano y Euleriano. Este es un
método intermedio entre la resolucidon Euleriana de las ecuaciones en una malla, la cual
comunmente estd limitada a nimeros de Péclet pequefios, y la adveccion Lagrangiana
de trazadores no difusivos, que corresponden a un nimero de Péclet infinito. Esencial-
mente, en este método el escalar se introduce como una tira material representada por
un arreglo de trazadores pasivos Lagrangianos cuyas posiciones se calculan integrando
las ecuaciones advectivas (4). Se elige entonces un nuevo sistema de referencia montado
en la i-ésima particula advectiva de la tira material, y haciendo un cambio de variables
apropiado, la ecuacion de adveccidn-difusion se transforma en una simple ecuacion de
difusién en una dimensidn, la cual tiene solucidn analitica para el campo de concentra-
cion. Escogiendo las coordenadas apropiadamente y suponiendo que el grosor de la tira
difusiva es menor que su radio local de curvatura, el método DSM resuelve el problema
asociado de adveccion difusion calculando la tasa local de estiramiento a lo largo de la
tira. Asi, el campo de concentracidn se reconstruye sumando pequefias elipses Gaussia-
nas, dadas por la solucion analitica, centradas en cada trazador. La sucesion de elipses
forma un filamento que representa la distribucidn escalar. Una explicacion detallada del
procedimiento numérico para la reconstruccion del campo escalar de concentracién como
funcidn del tiempo, puede encontrarse en el articulo de Meunier & Villermaux [19].

La figura 12 muestra la comparacion a distintos tiempos de la visualizacidn expe-
rimental y la solucién numérica del campo de concentracion calculada con el método
DSM para un flujo agitado electromagnéticamente utilizando un campo magnético dipo-
lar [11,20]. Podemos observar que cualitativamente la soluciéon numérica reproduce razo-
nablemente bien la evolucion de la distribucidn experimental del trazador escalar. Notese
el engrosamiento de los filamentos que hace patente la tendencia a la homogeneizacién de
la concentracion la cual estd ausente cuando se considera tnicamente el seguimiento La-
grangiano. Debe mencionarse que también se ha efectuado una comparacidn cuantitativa
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Figura 12: Vortice dipolar oscilatorio porducido por una fuerza electromagnética que
actua en direccion vertical. En la parte superior se presenta la visualizacidn experimental,
mientras que en la parte inferior se muestran los resultados de la simulacion numéri-
ca usando el método DSM. Primera columna, t=30 s, segunda columna, t=60 s, tercera
columna, t= 90 s, cuarta columna, t= 150 s. El cuadrado denota la localizacion del iman
permanente [20].

calculando la funcion de densidad de probabilidad [19] de los niveles de la concentracidon
¢, encontrando un acuerdo satisfactorio con el experimento [20].

7. Comentarios finales

En este escrito hemos presentado los mecanismos fisicos basicos que intervienen en el
mezclado escalar en régimen laminar, asi como los conceptos y enfoques fundamentales
utilizados para describirlo. A partir de los flujos generados por fuerzas electromagnéticas
periddicas en capas delgadas de electrolito, se ilustraron los dos enfoques caracteristicos
del mezclado, a saber, el Lagrangiano y el Euleriano. Primero, usando los campos de
velocidad calculados numéricamente con un modelo cuasi-bidimensional validado expe-
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rimentalmente, se comparoé el seguimiento Lagrangiano numérico de distintos flujos de
vorices oscilatorios con la visualizacidon experimental, encontrando un acuerdo razona-
ble dado que este método no considera la difusidén. Asimismo, se introdujeron las ideas
basicas de la adveccion cadtica y se presentd una manera de obtenerla en flujos agitados
electromagnéticamente. Posteriormente, el transporte advectivo-difusivo de un escalar fue
ilustrado implementando el método DSM, que resulta conveniente para nimeros de Péclet
grandes [19]. Este método numérico establece el vinculo entre los métodos de simulacidén
estandar de la dindmica de fluidos limitados a bajos niimeros de Péclet y los métodos de
seguimiento Lagrangiano que no modelan la difusidn escalar. Se ha encontrado que el
método DSM captura correctamente las principales caracteristicas fisicas del mezclado
escalar en flujos agitados electromagnéticamente.

Es importante enfatizar que en el trabajo presentado aqui se ha realizado un esfuerzo
para validar los resultados de las simulaciones numéricas con las observaciones experi-
mentales ya que, al igual que en cualquier rama de la fisica, este es un requisito indispen-
sable para tener certeza de la validez de las herramientas tedricas utilizadas.
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cia Basica 131399.
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1. Introduccion

En general el estado del plasma es el cuarto estado de la materia. Esto se debe a que si
tomamos un gas constituido por atomos y moléculas (neutros) y le entregamos suficiente
cantidad de energia, los &tomos comienzan a ionizarse y aparecen en el gas particulas con
carga eléctrica (iones y electrones). Cuando el numero de particulas cargadas es
suficientemente grande como para que el comportamiento dindmico del sistema quede
determinado por fuerzas electromagnéticas de largo alcance y no por colisiones binarias
entre particulas neutras (como en el caso de los gases ideales) se dice que el gas se ha
convertido o transformado en un plasma. A diferencia de lo que ocurre con los otros
estados de la materia, no existe una transicion de fase entre el gas y el plasma sino que se
produce una variacidon continua, aunque relativamente brusca en el grado de ionizacién No
se puede definir un valor de temperatura constante en el cual el gas se transforma en un
plasma.

Otra definicion un poco mas rigurosa con respecto al plasma podria ser la siguiente: un
plasma es un gas cuasi-neutro de particulas cargadas y neutras que presentan un
comportamiento colectivo y en el cual la energia potencial de una particula tipica de vida a
la interaccidén con su vecino proximo es mucho menor que su energia cinética. En esta
definiciéon el término comportamiento colectivo se refiere a que las interacciones
electromagnéticas (de largo alcance) determinan las propiedades estadisticas del sistema
mientras que el término cuas-neutro significa que desde el punto de vista microscopico el
numero de cargas de uno y otro signo es aproximadamente igual.

El uso de la palabra plasma para referirse a este estado de la materia se debe a Langmuir y
Tonks quienes lo utilizaron en 1929, durante sus estudios de oscilaciones en descargas
eléctricas. En los plasmas de interés, para procesamiento de materiales pueden despreciarse
generalmente los efectos cuanticos y relativistas. Debido a que la distancia media entre las
particulas del plasma es mucho mayor que la longitud de DeBroglie y a que su velocidad es
mucho menor que la velocidad de la luz.

Los plasmas de interés para procesamiento son formados y mantenidos por campos
eléctricos alternos y continuos. En el caso de campos alternos las frecuencias tipicas van
desde los 100 KHz, en la zona de baja frecuencia, a 13,56 MHz en el rango de rf, y hasta
2,45 GHz en el rango de las microondas. EIl campo eléctrico acelera los electrones que,
debido a su menor masa incrementan su energia cinética mas rapidamente que los iones. La
transferencia de energia de electrones a particulas pesadas (ion, atomo, molécula) via
colisiones elasticas es muy lenta debido a la gran diferencia de masa. En consecuencia, a
baja presion (baja frecuencia de colision) los electrones pueden acumular suficiente energia
como para producir ionizaciones y excitacion en las colisiones con particulas pesadas. De
esta forma es posible generar especies muy reactivas (radicales, atomos libres) que



intervienen en reacciones quimicas e interactian con superficies. Esto explica el creciente
uso de los plasmas en gran cantidad de procesos para generar nuevos materiales.

I1.- Naturaleza del Plasma

Un plasma es un gas parcialmente ionizado que estd compuesto de electrones, iones y
atomos o moléculas neutras. Los electrones en el plasma se encuentran a una temperatura
mucho mads alta que las especies neutras, tipicamente tienen temperaturas de alrededor de
10* K, aunque el plasma como un todo permanece casi a temperatura ambiente. La
densidad electronica del plasma es de alrededor de 10" cm™

II1.- Formacion del Plasma

Un campo eléctrico establecido sobre una region gaseosa, ya sea entre dos placas
capacitivas o por induccion magnética. A una presion lo suficientemente baja, el efecto
combinado de la aceleracion de los electrones en el campo eléctrico y la dispersion elastica
de los electrones con los atomos neutros o con las lineas de campo, inducen el
calentamiento de los electrones. Cuando los electrones ganan una energia cinética superior
a la energia de primera ionizacién en las especies neutras de gas, las colisiones electron-
especie neutra, inducen la formacion de més electrones libres que a su vez son acelerados y
por lo tanto calentados para formar el plasma.

IV.- Interaccion Plasma-Superficie

La energia de los electrones e iones en el plasma es suficiente para ionizar los atomos y/o
moléculas neutras presentes, disgregandolos para formar iones reactivos y calentar
localmente la superficie. Dependiendo del gas y de los parametros de operacion, los
plasmas son capaces de realizar trabajo mecanico a través de un proceso de ablacion por la
transferencia cinética de electrones e iones con la superficie. También es posible realizar
trabajo quimico a través de la interaccion de las especies i6nicas reactivas con la superficie.
En general, los plasmas son capaces de interactuar y modificar la superficie de los
materiales a través de varios mecanismos: ablacion, activacion, depositacion, formacion de
enlaces cruzados (cross-linking) e implantacion de iones (grafting).

1V.1.-Ablacion:

La ablacion por plasma permite la remociéon mecanica de contaminantes superficiales
mediante el bombardeo de iones y electrones de alta energia. Las peliculas superficiales
contaminantes (aceites de corte, aceites protectores, polvos desmoldadores) estan unidos
tipicamente por enlaces débiles C-H. La ablacion rompe los enlaces covalentes débiles de
los contaminantes poliméricos mediante el bombardeo mecéanico. Los contaminantes
superficiales experimentan cortes repetitivos de sus cadenas hasta que su peso molecular es
lo suficientemente bajo para ser evaporado en las condiciones de vacio. La ablacion solo
afecta las peliculas contaminantes y las capas mas superficiales del material del sustrato. El
gas argon es el preferido para este proceso, pues tienen una mayor eficiencia de ablacion y
es quimicamente inerte con la superficie de los materiales.

1V.2.-Activacion:

La activacion de una superficie por plasma requiere de la creacion de grupos funcionales
quimicos sobre la superficie a través de plasma de gases como son: el oxigeno, hidrogeno,
nitrégeno y amoniaco, los cuales se disocian y reaccionan con la superficie. En el caso de



los polimeros, la activacion de la superficie implica la sustitucion de grupos poliméricos
superficiales por grupos quimicos provenientes del plasma. El plasma rompe los enlaces
débiles de la superficie del polimero y los reemplaza con grupos altamente reactivos como
son: los carbonilos, carboxilos e hidroxilos. El proceso de activacion altera la actividad
quimica y las caracteristicas de la superficie, modificando la humectabilidad y la adhesion
generando superficies con una alta adhesion y por lo tanto una gran duracion del adhesivo.

1V.3.- Enlazamiento cruzado (Cross-linking):

El enlazamiento cruzado (Cross-linking) en los polimeros se refiere al establecimiento de
enlaces quimicos entre las cadenas moleculares de los polimeros. El plasma con gases
inertes puede ser empleado para generar enlaces cruzados en la superficie del polimero y
producir una pelicula superficial méas dura y resistente que la matriz. Bajo ciertas
circunstancias, el enlazamiento cruzado generado por plasma puede generar una mayor
resistencia quimica y al desgaste de la superficie polimérica.

1V 4.- Depositacion:

Durante el proceso de depositacion por plasma se forma una pelicula delgada de polimero
sobre la superficie a través del proceso de polimerizacion en plasma. La pelicula delgada
depositada puede presentar varias propiedades o caracteristicas fisicas resultantes del gas
especifico empleado en el plasma asi como de los parametros empleados. Los
recubrimientos pueden mostrar un alto grado de entrecruzamiento y una adherencia mucho
mas fuerte al sustrato en comparaciéon con peliculas producidas por los métodos
convencionales de polimerizacion.

1V.5.- Gases empleados en limpieza y modificacion superficial por plasma:
Aire
= Remocién de contaminantes (quimico).
* Proceso de oxidacion.
*  Activacion de Superficies.
0;
= Remocién de contaminantes (quimico).
* Proceso de oxidacion.
= Activacion de superficie (humectabilidad & adhesion).
= Ataque quimico (organico).
» Depositacion (6xidos metalicos).
Nota: debe emplearse una bomba de vacio especial para uso con oxigeno para evitar
riesgos innecesarios y evitar los posibles danos.
N:
* Activacion de superficie.
»  Depositacion (SiN (con Si), nitruros metalicos (con M)).
Ar
= Remocién de contaminantes (ablacion).
» Enlazamientos cruzados (Crosslinking).

= Remocién de contaminantes (quimica).

* Modificacion superficial (curado).
* Procesos de reduccion (6xidos metalicos).

ed3 ...



= Depositacion (metales (w/ M)).
Nota: Debe tomarse extrema precaucion cuando se trabaja con H, como gas de plasma para
evitar posibles riesgos y danos.
Mezclas

» Simulacién de atmosferas.

* Modificacion superficial (nitruracion idnica, oxidacion).

* Procesos de reduccion (6xidos metalicos).

= Depositacion (compuestos ceramicos, carburos, nitruros, etc.).

1V.6.- Ventajas Generales del Plasma

Interaccidn con la Superficie

El tratamiento con plasma solo afecta la region cercana a la superficie del material tratado;
por lo que no modifica las propiedades de la matriz del material tratado. El proceso de
limpieza superficial con plasma no deja residuos orgédnicos sobre la superficie, como
sucede con muchos procesos humedos de limpieza, bajo condiciones adecuadas puede
realizarse una completa remocion de los contaminantes superficiales, generando una
superficie atomicamente limpia. El plasma no tiene limitaciones debidas a efectos de
tension superficial, como las de las soluciones acuosas, por lo que puede limpiar superficies
rugosas, porosas o irregulares. El tratamiento con plasma ocurre a temperaturas cercanas a
la temperatura ambiental, minimizando el riesgo de dafiar materiales sensibles al
incremento de la temperatura.

Flexibilidad y consistencia del proceso con plasma

Dependiendo de los parametros de operacion durante el tratamiento con plasma, el proceso
puede emplearse para realizar limpieza, activacion, esterilizacion y alteracion de las
caracteristicas superficiales de los materiales tratados. El plasma es capaz de reaccionar con
una gran variedad de materiales, no solo eso, también es posible el tratamiento de
dispositivos ensamblados de diferentes materiales. Es posible realizar la limpieza con
plasma de partes irregulares de geometrias dificiles de limpiar mediante otras técnicas. El
proceso es altamente reproducible, caracterizdndose por una gran consistencia del
resultado, mayor a los procesos quimicos y mecéanicos.

Bajo costo - Facilidad de empleo

El proceso con plasma es altamente eficiente con tiempos de tratamiento cortos, sin etapas
de secado y consumos pequefios de energia. También reduce o incluso evita procesos
adicionales de correccion de las superficies por dafio térmico o por solventes. Es mas facil
de usar y mantener comparado con los procesos quimicos y mecanicos, ademas, no requiere
de sistemas complicados de andlisis quimico o de mantenimiento. El empleo de plasma
frecuentemente elimina la necesidad de solventes, junto con los costos de adquisicion y
disposicion de los mismos.

Usos y Seguridad ambiental

El empleo de plasma elimina los riesgos de seguridad asociados a la exposicion de
operarios a quimicos peligrosos. El plasma es contenido en una cdmara de reaccion en
condiciones de vacio, con muy poca o nula exposicion del trabajador. Las temperaturas de



operacion estan cercanas a la temperatura ambiental con casi nulo riesgo de exposicion a
altas temperaturas. El tratamiento con plasma no0O emplea reactivos peligrosos, como son:
fluorocarbonos clorinados, solventes organicos, quimicos de limpieza acidos. La EPA
(Agencia de Proteccion del Ambiente, por sus siglas en inglés) ha clasificado la mayoria de
los procesos con plasma como procesos verdes y amigables con el medio ambiente

V.- APLICACIONES DEL PLASMA

El proceso de plasma puede ser empleado en una gran variedad de aplicaciones, los cuales
incluyen los campos de la ciencia e ingenieria de materiales (polimeros, materiales
biomédicos), microfluidos, Optica, microscopia e investigacion dental y médica.

V.1.- Limpieza con plasma

La limpieza de superficies con plasma beneficia la preparacion de la superficie previa al
pegado y en otras aplicaciones. .
Beneficios de la limpieza con plasma
* Remocidn de contaminantes organicos por reaccion quimica (plasma de O, o aire) o
por ablacion fisica (plasma de argoéon). Limpieza de substratos para reducir la
autofluorescencia de fondo de contaminantes organicos en microscopia de
fluorescencia.
= Elimina el empleo de solventes quimicos asi como el almacenamiento y disposicion
de residuos de los solventes empleados.
= Limpia superficies con microporosidad o con microcanales, superficies no
susceptibles de limpiarse con solventes liquidos debido a las limitaciones impuestas
por la tensién superficial.
= Hace hidrofilias a la mayoria de las superficies; disminuye el angulo de contacto e
incrementa la humectabilidad de las superficies.
= Promueve la adhesion e incrementa la fuerza de enlace entre las superficies.
* Prepara las superficies para tratamientos posteriores o constituye una etapa final de
tratamiento (ej. depositacion de peliculas delgadas o adsorcion de moléculas).
= Esteriliza y remueve contaminantes microbianos de superficies; por lo cual
encuentra aplicaciones en biomedicina y en biomateriales.
= Limpia las superficies sin alterar las propiedades de la matriz.
* Puede tratarse una gran variedad de materiales con geometrias complejas, por
ejemplo:

o Wafers (placas) de semiconductor sus substratos (Si, Ge).

o Peliculas de vidrio y sus substratos.

o Limpieza de dispositivos Opticos y fibras Opticas (cuarzo, Ge, ZnSe),
portamuestras y substratos para mediciones espectroscopicas (ATR-FTIR,
UV-Vis, SERS)

o Oxidos (cuarzo, oxido de estafio indio (indium tin oxide, ITO), TiO2,
AI203); mica. Limpieza de cristales de cuarzo para mediciones en
microbalanza (QCM)

o Oro y superficies metélicas para experimentos de autoensamblado.

o Rejillas para microscopia electronica (EM)
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o Puntas de cantiléver para microscopia de fuerza atdmica para medir
morfologia y coeficientes de friccion.

E—

Angulo de contacto de una gota de agua sobre superficie de vidrio de borosilicato en tres
diferentes condiciones. (a) recubrimiento de cera de halocarbon (92°), (b) sin tratamiento
(32 £ 2°) y (c) limpiada con un plasma de Ar (<10°). Fuente: Sumner, A. L., E. J. Menke,
Y. Dubowski, J. T. Newberg, R. M. Penner, J. C. Hemminger, L. M. Wingen, T. Brauers,
B. J. Finlayson-Pitts. "The Nature of Water on Surfaces of Laboratory Systems and
Implications for Heterogeneous Chemistry in the Troposphere." Phys. Chem. Chem. Phys.
(2004) 6: 604-613.

Comentarios sobre el proceso:

=  Plasma de O; o aire:

o Remueve los contaminantes orgéanicos por reaccidbn quimica con los
radicales de oxigeno, altamente reactivos y por ablacion debido a los iones
energetios de oxigeno.

o Promueve la hidroxilacion (adhesion de grupos OH) sobre la superficie.

o Oxida la superficie; esta puede ser indeseable para algunos materiales (Au 'y
Ag) y puede afectar sus propiedades superficiales.

= Plasma de Ar:

o Limpia las superficies por bombardeo fisico de iones de Ar y por ablacion
de los contaminantes superficiales.

o No reacciona con la superficie, no la altera quimicamente.

= Para aplicaciones que son sensitivas a la contaminacion potencial de elementos
traza (ej. Ca, K, Na) presentes en los borosilicatos, se recomienda el empleo de una
camara de cuarzo en vez de la cdmara estdndar de vidrio pyrex.

* Pueden sugerirse condiciones experimentales para cada proceso, pero siempre se
requiere experimentacion para determinar los mejores parametros de operacion para
cada caso especifico.

o Presion: 100 mTorr a 1 Torr

o Potencia de Radio Frecuencia: Media a Alta.
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o Tiempo de proceso: 1-3 minutes, a menor potencia se requiere mayor tiempo
de tratamiento.

o Potencias bajas se emplean para minimizar el dafio mecanico de la
superficie, como en proceso de preparacion de muestras para microscopia
electronica de transmision.

VI.-. Nitruracion con plasma.

La nitruracion mediante plasma, también conocida como nitruracion idnica, s un proceso
esencialmente difusivo que mejora la resistencia a la fatiga y al desgaste de componentes o
piezas sujetas a este proceso. El proceso de nitruracion por plasma es un proceso térmico
que se realiza en vacio. El ciclo del proceso se inicia colocando la pieza dentro de un
reactor, este se evacua hasta una cierta presion de vacio, una vez que se alcanza el vacio
predeterminado, se hace pasar un flujo de gas de proceso para que se inicie el ciclo de
precalentamiento. Los ciclos estdndares de precalentamiento se encuentran en un rango de
temperaturas entre 460 a 580 °C. Una vez que el tiempo de precalentamiento seleccionado
concluye, la pieza es sujeta a un bombardeo idnico para limpiar las impurezas de la
superficie. Posteriormente, el gas de proceso seleccionado se ioniza a través de un voltaje
que se aplica a la pieza. Este gas ionizado colisiona con la pieza provocando la remocion de
impurezas de la superficie y a su vez prepara la pieza para que el proceso de nitruracion
pueda iniciar. Una vez que la superficie de la pieza se ha limpiado lo suficiente el ciclo de
nitruracion se inicia. Un flujo controlado de nitrogeno-hidrégeno, en ocasiones también se
usa metano, se introducen en el reactor, y se ioniza por el voltaje aplicado a la pieza. El
plasma generado por la ionizacion envuelve la superficie de la pieza con una descarga
luminiscente de color azul-violdceo. La combinacion de calor y energia del plasma provoca
que los gases reaccionen con los elementos formadores de nitruros del material (pieza de
acero), por lo que a medida que el gas de proceso reacciona con los elementos del acero,
una capa resistente al desgaste se forma. Esta capa puede consistir de nitruros compuestos
de v'- FesN o de e-Fe, 3N, dependiendo del porcentaje de cada gas en el reactor. El que se
seleccione una composicion en particular, dependera del uso y aplicacion de la pieza, ya en
servicio. En suma para aumentar la resistencia a la abrasion del acero, la capa nitrurada
también mejora su resistencia a la fatiga y reduce su coeficiente de friccion. El ciclo de
nitruracion es continuo durante 2 a 72 horas hasta alcanzar la profundidad de capa deseada
de aproximadamente de 50 a 600 pm. El tiempo del proceso es dependiente de la
composicion quimica del acero (pieza) a ser niturado y de la profundidad de capa requerida.
Por lo general los aceros de baja aleacion se procesan mediante ciclos de tiempo largos.

VI.1.- Caracteristicas microestructurales de los materiales nitrurados via plasma

Después de la nitruracion ionica las capas superficiales tienen esencialmente la misma
estructura microscopica que las superficies nitruradas convencionalmente. Sin embargo,
hay diferencias considerables con respecto a detalles microscopicos.

La figura siguiente muestra la microestructura de un acero nitrurado i6nicamente. La capa
mas externa, es muy delgada y consiste principalmente en nitruros de hierro, no es atacada
por acido nitrico alcoholico que se presenta de color blanco en la micrografia. Por esta



razon, la capa es usualmente llamada capa blanca. Debajo de la capa compuesta esta la
llamada zona de difusion donde el nitrégeno se ha incorporado principalmente dentro de los
enlaces de hierro existentes como atomos intersticiales o como precipitados finamente
dispersos de la aleacion. El espesor de la zona de difusion depende de la temperatura,
tiempo del tratamiento y contenido de aleantes del acero.

» Capa Blanca

Zona difusiva

En contraste con el proceso convencional de nitruracion, donde practicamente solo el
espesor de estas dos zonas puede ser variarse dentro de los “ﬁgﬁﬁa.cﬁlf?&%%ﬁ%tﬁéﬁé%én
16nica ofrece la posibilidad de afectar en gran parte, la estrugfurg Bﬁt?&Pc{-’cﬁ%ﬁIbﬂEﬂﬁé‘.’m de
parametros ajustables del proceso. La alteracion de tales parametros como voltaje,
corriente, presion de gas, composicion del gas, temperatura, etc, tiene una influencia directa
en el fenémeno fisico fundamental de la nitruracion idnica. Las diferentes estructuras de las
capas superficiales de nitruracion io6nica son usualmente alcanzadas empleando medianas
velocidades de bombardeo, controladas por la variacion del voltaje, presion y composicion
de la mezcla de gases.

VI1.2.- Formacion de la zona de difusion.

Las condiciones para la formacion de la zona de difusion pueden ser consideradas de
manera similar a aquellas que fueron llevadas a cabo tomando en cuenta la creacion optima
de la capa compuesta. Es reconocido que el grado de endurecimiento superficial y el grado
de fragilidad son de mayor importancia con respecto a casi todos los esfuerzos mecanicos
que la pieza tendra que resistir. Los dos requerimientos esenciales que pueden ser llenados
por nitruracidon son: un endurecimiento optimo de la zona de difusidon por precipitacion de
los nitruros de aleantes durante la nitruracion, o nitruros de hierro mediante el
envejecimiento después de la nitruracion, y la muy pequena posible pérdida de ductilidad
mediante la prevencion del fendémeno de fragilizacion.

El gran numero de variables del proceso de nitruracion ionica hacen posible el cumplir
estos dos requerimientos adaptando el proceso en una manera casi ideal al material que es
tratado y a los esfuerzos que el material tendrd que resistir. Un buen endurecimiento
superficial de los aceros aleados es obtenido mediante una muy intensiva precipitacion
finamente dispersa de nitruros de aleantes. Si los enlaces de Fe contienen suficientes
elementos de aleacion disueltos capaces de dar aparicion a estos nitruros, tales como
aluminio, Cr, Mo, V, etc, su precipitacion es principalmente gobernada por el suministro de
nitrogeno y por la temperatura de nitruracién. En la nitruracion idnica, el contenido de
nitrégeno en los enlaces de Fe cerca de la superficie es muy alto debido a la condensacion



de FeN en la superficie y a la difusién en gran proporcion de nitrégeno transcristalino.
Ademéds, este contenido de nitrégeno puede ser influenciado por la variacion de
composicion del gas de tratamiento.

La temperatura de tratamiento es de importancia teniendo en cuenta la solubilidad del
nitrogeno en el hierro alfa y deberia colocarse al valor mas alto posible. De a acuerdo a
esto, la temperatura 6ptima del proceso para aceros al carbono esta entre 550 y 580°C.
Como la intensidad y la cinética de precipitacion de nitruros también depende en gran
extension de la temperatura, un méximo endurecimiento durante la nitruracion idnica de los
aceros al carbono es solo obtenido a ciertas temperaturas. De acuerdo a esto, la temperatura
de nitruracion ionica de tales aceros en la mayoria de los casos tiene que colocarse a un
valor entre 400 y 500°C dependiendo del grado del acero y del grado deseado de
endurecimiento.

VI1.3.- Caracteristicas especiales de la nitruracion idonica

a) Es un proceso que se puede aplicar a bajas temperaturas, desde 350°C, con
calentamiento y enfriamiento a velocidad controlada en vacio, lo cual reduce al
minimo o elimina las distorsiones y cambios dimensionales; permitiendo obtener
muy buenos valores de dureza, resistencia a la fatiga y corrosion.

b) La nitruracion idnica se puede aplicar en forma selectiva o parcial en una misma
pieza usando mascaras metalicas que pueden ser reutilizadas.

¢) El control preciso y automatico de las variables: temperatura, tiempo, presion,
composicion quimica del plasma, y potencial de aceleracion de los iones permite
ajustar el proceso para cada material y aplicacion. Debido a estas caracteristicas es
posible controlar la metalurgia fisica de la superficie y obtener las capas blancas y
de difusion, de espesor y estructuras adecuadas.

d) Por las caracteristicas mencionadas (unicas de la nitruracién ionica) esta es la
tecnologia mas adecuada para tratar piezas de precision como lo son matrices,
engranajes, herramientas especiales, cigiiefiales, brochas, mandriles, rodillos de
laminacion, etc., ademas de que las piezas después del tratamiento quedan listas
para ser puestas en servicio.

VI1.4.- Ventajas del proceso:

-Genera una superficie resistente al desgaste sin que produzca capas fragiles que se
desprendan, esto permite eliminar los costos de operacion de remocion de la capa blanca
asociada con la nitruracion a gas tradicional.

- La capa dura y resistente al desgaste es una capa esencialmente difusiva, y esto hace que
los problemas de desprendimiento, rupturas, crecimiento por efecto de esquinas, etc. no
existan, como lo que aparecen durante procesos como recubrimientos electroliticos como
Cromado duro. También abate los costos debido a que al recuperar piezas no sea necesario
remover peliculas o depdsitos, sino que se puede realizar nuevamente una nitruracion.

-La resistencia a la fatiga de los materiales es mejorada, situacién que no logra alcanzarse
con otros procesos de depositacion, como los electroplateados.



-Produce una descarga luminiscente que envuelve completamente a la superficie,
produciendo una dureza consistente asi como una profundidad de capa uniforme, esto es
muy importante pues en piezas con geometrias complejas otros procesos no permiten que
estas capas se formen en forma homogénea, como lo seria con los procesos tradicionales a
gas.

-Este proceso permite que la superficie logre una dureza superficial elevada y a su vez que
no se modifiquen las propiedades en el centro de las piezas, esto debido a las temperaturas
de proceso.

-Este proceso permite que se puedan tratar una gran variedad de aceros tales como:
fundiciones grises, aceros estructurales, aceros para moldes, aceros para herramientas y
aceros inoxidables.

-Es un proceso que no contamina, pues utiliza gases no-toxicos, a comparacion de los
procesos tradicionales a gas y de sales fundidas que utilizan gases toxicos, sales, etc que
son dificiles de controlar y dafiinos para los operadores y al ambiente.

- La capa dura y resistente al desgaste es una capa esencialmente difusiva, y esto hace que
los problemas de desprendimiento, rupturas, crecimiento por efecto de esquinas, etc. no
existan, como lo que aparecen durante procesos como recubrimientos electroliticos como
Cromado duro. También abate los costos debido a que al recuperar piezas no sea necesario
remover peliculas o depdsitos, sino que se puede realizar nuevamente una nitruracion.

-La resistencia a la fatiga de los materiales es mejorada, situacion que no logra alcanzarse
con otros procesos de depositacion, como los electroplateados.

VII.- Fusion nuclear

La fusion nuclear es una reaccion nuclear en la que dos nucleos de atomos ligeros, en
general el hidrogeno y sus isotopos (deuterio y tritio), se unen para formar otro nucleo mas
pesado, liberando una gran cantidad de energia.

Un ejemplo claro lo vemos a diario en la energia del sol que tiene su origen en la fusion de
nucleos de hidrogeno, generandose helio y liberandose una gran cantidad de energia que
llega a la Tierra en forma de radiacion electromagnética.




Para efectuar las reacciones de fusion nuclear, se deben cumplir los siguientes requisitos:
Temperatura muy elevada para separar los electrones del ntcleo y que éste se
aproxime a otro venciendo las fuerzas de repulsion electrostaticas. La masa gaseosa
compuesta por electrones libres y 4tomos altamente ionizados se denomina PLASMA.
Confinamiento necesario para mantener el plasma a elevada temperatura durante un
tiempo minimo.
Densidad del plasma suficiente para que los nucleos estén cerca unos de otros y
puedan lugar a reacciones de fusion.

Los confinamientos convencionales, como las paredes de una vasija, no son factibles
debido a las altas temperaturas del plasma. Por este motivo, se encuentran en desarrollo dos
métodos de confinamiento:

Fusion nuclear por confinamiento inercial (FCI): Consiste en crear un medio tan
denso que las particulas no tengan casi ninguna posibilidad de escapar sin chocar entre si.
Una pequeia esfera compuesta por deuterio y tritio es impactada por un haz de laser,
provocandose su implosion. Asi, se hace cientos de veces mas densa y explosiona bajo los
efectos de la reaccion de fusion nuclear.

Fusion nuclear por confinamiento magnético (FCM): Las particulas eléctricamente
cargadas del plasma son atrapadas en un espacio reducido por la accion de un campo
magnético. El dispositivo mas desarrollado tiene forma toroidal y se denomina
TOKAMAK.

VII. 1.-Aspectos generales de la fusion nuclear

La fusion nuclear tiene lugar cuando dos nucleos de dtomos ligeros se unen para formar
otro nucleo mas pesado, liberando una gran cantidad de energia.
Los elementos atomicos empleados normalmente en las reacciones fusion nuclear son el
Hidrégeno y sus isétopos: el Deuterio (D) y el Tritio (T). Las reacciones de fusion mas
importantes son:
D+ T ->4He + n + 17,6 MeV
D + D --> 3He + n + 3,2 MeV
D+ D->T+ p + 4,03 MeV

n = neutrones p = protones

Para que tengan lugar estas reacciones debe suministrarse a los ntcleos la energia cinética
necesaria para que se aproximen los nucleos reaccionantes, venciendo asi las fuerzas de
repulsion electrostaticas. Para ello se necesita calentar el gas hasta temperaturas muy
elevadas (107 6 10® °C), como las que se supone que tienen lugar en el centro de las
estrellas.

El gas sobrecalentado a tan elevadas temperaturas, de modo que los atomos estaran
altamente ionizados, recibe el nombre de plasma.

El requisito de cualquier reactor de fusion nuclear es confinar dicho plasma con la

temperatura y densidad lo bastante elevadas y durante el tiempo justo, a fin de permitir que
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ocurran suficientes reacciones de fusion nuclear, evitando que escapen las particulas, para
obtener una ganancia neta de energia. Esta ganancia energética depende de que la energia
necesaria para calentar y confinar el plasma, sea menor que la energia liberada por las
reacciones de fusion nuclear. En principio, por cada miligramo de deuterio-tritio se pueden
obtener 335 MJ.

VII.2.- Combustible utilizado para las reacciones de fusion nuclear

Es bien sabido que las tres cuartas parte del Planeta estdn cubiertas por agua,
cuyas moléculas estan formadas por dos 4&tomos de hidrogeno y uno de oxigeno.

El Deuterio es un isétopo estable del hidrogeno formado por un protén y un neutrén. Su
abundancia en el agua es de un 4tomo por cada 6.500 atomos de Hidrogeno, lo que significa
que con el contenido de deuterio existente en el agua del mar (34 gramos por metro
cubico) es posible obtener una energia inagotable mediante la fusiéon nuclear, y cuyo
contenido energético es tal que con la cantidad de deuterio existente en cada litro de agua
de mar, la energia obtenida por la fusién nuclear de estos atomos de deuterio equivale a 250
litros de petroleo.

Hidrogeno

+
® '

+ Deuterio
~ "

El otro elemento empleado en la fusién nuclear esel Tritio, es el isotopo inestable o
radiactivo del 4tomo de hidrogeno. Estd compuesto por un protéon y dos neutrones y se
desintegra por emision beta con relativa rapidez, y aunque es escaso en la naturaleza, puede
ser generado por reacciones de captura neutroénica con los isétopos del Litio, material
abundante en la corteza terrestre y en el agua del mar.

VIl 3.- Confinamiento

Los confinamientos convencionales no son posibles debido a las altas temperaturas del
plasma que deben soportar. Por este motivo, se han desarrollado dos importantes métodos
de confinamiento:

Fusion nuclear por confinamiento inercial (FCI): Tecnologia para producir la fusion
termonuclear aprovechando la inercia mecéanica de pequefias esferas solidas y densas de
Deuterio-Tritio para calentarlas hasta la temperatura de fusion mediante la inyeccion de
breves e intensos pulsos de energia (radiacion laser o particulas muy energéticas
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procedentes de un acelerador). El bombardeo de estas esferas provoca su calentamiento y
la posterior compresion de su superficie a una altisima temperatura, formando un plasma
caliente. El plasma se escapara libremente hacia fuera, pero por conservacion del impulso,
parte de las particulas tendrd que ir hacia dentro. Esa implosion serd capaz de comprimir la
mezcla de gas Deuterio-Tritio que puede colocarse dentro de la esfera, y juntamente con el
calor producido provocar una fusion termonuclear. En este proceso, las fases de
calentamiento y confinamiento se efectuan al mismo tiempo, usando el mismo dispositivo
suministrador de la energia.

Fusion nuclear por confinamiento magnético (FCM): Tecnologia para provocar la

fusion manteniendo el plasma de Deuterio-Tritio confinado mediante un campo
magnético de la configuraciéon e intensidad adecuadas. Con el uso de los campos
electromagnéticos se consigue que las particulas del plasma se aceleren, evitando que sigan
caminos aleatorios y puedan reaccionar con mas facilidad. Las fases de calentamiento y
confinamiento se hacen por separado. El confinamiento magnético mas simple es un
campo magnético uniforme, donde las particulas realizaran trayectorias espirales alrededor
de la direccion del campo Esto seria suficiente para confinar las particulas en solo dos
direcciones. Para evitar la pérdida de las particulas a lo largo del eje del campo hay dos
posibles opciones: Se puede construir un toro —configuracion cerrada— o se puede crear en
los extremos una zona de alta densidad de lineas de campo magnético que reflejaria las
particulas dentro de la region donde el campo es inferior. Serian los espejos magnéticos.
El inmenso potencial energético de la fusion nuclear incentiva el continuo desarrollo
tecnologico en ambos tipos de confinamiento. Con el Deuterio existente en todo el Planeta
se podrian obtener 1021 kW/afio, lo cual podria dar energia durante aproximadamente 1011
afos, considerando la poca cantidad que se necesita por reaccion de fusion.

VIL.4.- Evolucion historica y proyectos futuros sobre la fusion nuclear

Los origenes de la fusion nuclear se localizan hacia 1929 cuando Atkinson y Houtemans
plantearon la posibilidad de obtener energia de las reacciones de fusion. Sin embargo, los
conceptos mas importantes de fusion nuclear y su aplicacion real, se desarrollaron a partir
de 1942 con los trabajos de H. Bethe, E. Fermi, R. Oppenheimer y E. Teller, entre otros. A
través del proyecto Sherwood se llevaron a cabo los primeros avances tecnologicos, que
permitieron desarrollar el concepto de confinamiento magnético, obteniéndose los primeros
disefios: z-pinch, stellarator y espejos magnéticos.

En 1961, J. Nuckolls (EEUU) y N. Basov (URSS) desarrollaron una técnica mediante la
cual se podrian obtener reacciones de fusion nuclear mediante  altas
compresiones provocadas por la cesion de energia. Se desarrollaron asi programas secretos
en EEUU y Rusia. Posteriormente, Francia se une a este desarrollo, también secreto. Otros
paises como Alemania, Japon, Italia y EEUU (Rochester) desarrollaron programas abiertos.
En 1965, Artsimovich present6 los resultados de sus investigaciones, en la “2* Conferencia
de Plasma y Fusiéon Controlada”, sobre el concepto TOKAMAK (Toroidal KAmera
MAgnetiK).

En el concepto TOKAMAK, el campo magnético necesario para confinar el plasma es el
resultado de la combinacién de un campo toroidal, de un campo poloidal, ambos creados
por bobinas toroidales, y de un campo vertical (creado por un transformador). El plasma
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acttia como secundario de un transformador por donde se induce corriente que lo calienta.
Por el primario del transformador circula una intensidad de corriente variable.

En 1968, el Premio Nobel N. Basov, informé de la obtencion de temperaturas de ignicion y
de la produccion de neutrones en las reacciones de fusion nuclear empleando laseres. A
partir de entonces, se pudo disponer de una gran cantidad de aparatos en construccién y
operacion bajo el concepto TOKAMAK como los siguientes: TFR (Francia), T-4 y T-11
(URSS), ALCATOR y ORMAK (EEUU). Otros como el T-10 (URSS), PLT (EEUU), DITE
(GB), ASEDX (RFA) y FRASCATI (EURATOM-Italia) comenzaron a construirse.

En la década de los 70 comenzé a producirse la primera serie de publicaciones sobre FCI
(Fusion nuclear por Confinamiento Inercial). En EEUU, los principales investigadores
fueron Brueckner, Nuckolls, Kidder y Clark. En Rusia, Basov y su equipo consiguieron el
experimento mas avanzado, alcanzandose cerca de 3 millones de neutrones en la implosion
de esferas de CD2.

Basados en este concepto existen y han existido multitud de instalaciones con laser que han
permitido avanzadas investigaciones sobre la fusion nuclear. De ellas se pueden destacar:
NOVA (40 kJ, EUUU), OMEGA (30 kJ), GEKKO-XII (10 kJ, Japon), PHEBUS (3 kI,
Francia), VOLCAN (UK), ISKRA-5 (Rusia).

A partir de estas instalaciones de laser se han desarrollado dos grandes proyectos para
demostrar altas ganancias: National Ignition Facility (NIF) en EEUU y Laser Megajoule
(LMJ) en Francia.

Pero el laser no es el tnico dispositivo capaz de producir implosiones, también se observa
que electrones y haces de iones ligeros y pesados son serios candidatos a la fusion nuclear
por confinamiento inercial. Nacen asi los siguientes proyectos con iones ligeros: ANGARA
y PROTO (Rusia), PBFA-I y PBFA-II (EEUU).

En relacion con los iones pesados, al no existir experimentos no se han podido alcanzar
resultados exactos, aunque se han realizado ciertas predicciones mediante simulaciones
tedricas como las realizadas en el Proyecto HIDIF (Heavy Ion Design of Ignition Facility)
patrocinado por varios laboratorios e institutos europeos y por el Lawrence Berkeley
Laboratory americano.

En la década de los 90, las instalaciones de tipo TOKAMAK: JET (EURATOM), TFTR
(EEUU) y JT-60 (Japon), permitieron obtener cierta potencia. El primero fue el JET, que
con una mezcla de D (90%) y T (10%) consiguié en 1991, una potencia de 1,7 MW.
Posteriormente, en 1993, el TFTR con una mezcla de DT al 50% lleg6 hasta los 6 MW,
alcanzandose temperaturas de 30 keV. En el calentamiento se gastaron 29 MW. En la
actualidad, el TFTR esté clausurado. Hasta la fecha, se han llegado a producir hasta 12 MW
de potencia en reacciones de fusion nuclear controladas durante mas de un segundo (JET,
1997) y existe la confianza de que con los avances tecnoldgicos actuales sea posible llegar
al rango comercial de cientos de MW de forma mantenida.

La investigacion experimental en FCM (Fusion nuclear por Confinamiento Magnético) en
Espana ha estado concentrada en el CIEMAT (Centro de Investigaciones Energéticas,
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Medioambientales y Tecnolédgicas), remontdndose a 1983, afo en el que se pone en
funcionamiento la primera maquina de fusion nuclear, el Tokamak TJ-1.

Desde este instante, la investigacion ha progresado de manera constante, y asi, en 1994 se
puso en marcha el primer dispositivo de fusion nuclear construido totalmente en Espafia: el
Stellerator TJ-I upgrade, que fue cedido en 1999 a la Universidad de Kiel al entrar en
operacion el TJ-I1.

El TJ-II supuso un gran salto cientifico con respecto a los experimentos anteriores
considerandose uno de los tres stellerators mds avanzados del mundo junto con el
aleman Wendelstein 7-AS del Instituto Max Planck en Munich y el japonés LHD de la
Universidad de Nagoya.

VIL5.- El proyecto de fusion nuclear por confinamiento magnético. el ITER

El proyecto mas avanzado en Fusion nuclear por Confinamiento Magnético es el ITER
(International Thermonuclear Experimental Reactor), prototipo basado en el concepto
Tokamak, y en el que se espera alcanzar la ignicion. Ante los buenos resultados obtenidos
en el JET, en 1990 se decidi6 continuar el programa de fusion con una instalacion mayor en
la que ademas del reactor, pudieran probarse sus sistemas auxiliares sin generar ain
electricidad. En este proyecto participan la Unién Europea, Canada, EEUU, Japon y Rusia.

El objetivo es determinar la viabilidad técnica y econdémica de la fusion nuclear por
confinamiento magnético para la generacion de energia eléctrica, como fase previa a la
construccion de una instalacién de demostracion comercial.
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ITER es un proyecto tecnoldgico cuya construccion se estima necesitara 10 afios y al menos
20 de investigacion. Entre las tecnologias empleadas para su construccion y posterior
funcionamiento y mantenimiento destacan la robodtica, superconductividad, microondas,
aceleradores y los sistemas de control.

En la maquina ITER no se producira energia eléctrica, se probaran las soluciones a los
problemas que necesitan ser resueltos para hacer viables los futuros reactores de fusion
nuclear. Este ambicioso proyecto de investigacion dara sus primeros resultados a partir de
2050.

Las inversiones realizadas para su construccion se estiman en cerca de 5.000 millones de
euros. Los costes de funcionamiento alcanzardn los 5.300 millones de euros y los de
desmantelamiento ascienden a 430 millones de euros. El pais donde se instale debera correr
con los costes de preparacion del terreno y de construccion del edificio.

VIL6.- Ventajas de la fusion nuclear
Entre las ventajas de este dispositivo pueden citarse las siguientes:

La fusion nuclear es una energia limpia ya que no produce gases nocivos y genera
residuos nucleares de muy baja actividad.

Un reactor de fusion nuclear es intrinsecamente seguro ya que la propia reaccion se
detiene al cortar el suministro de combustible. No depende de ningln sistema externo de
seguridad susceptible de errores.

Es una fuente inagotable de energia ya que el Deuterio existe en abundancia en la
naturaleza y el Tritio es generado dentro del propio reactor a partir del Deuterio.
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El Mecanismo de Higgs
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1. Introduccion

El Mecanismo de Higgs describe una manera de dar masa a los campos vectoriales in-
termedios W*, W~ y Z, y un campo residual, el Bosdn de Higgs, da masa a fermiones a
través de interacciones tipo Yukawa. El Premio Nobel de Fisica 2013 fue otorgado a Peter
W. Higgs y a Fracois Englert por el desubrimiento tedérico de un mecanismo que contribuye
a nuestra comprension del origen de la masa de particulas subatomicas, y que fue confirma-
do recientemente a través del descubrimiento de la particula fundamental predicha, por los
experimentos ATLAS y CMS en el Gran Colisionador de Hadrones en CERN.

En estas notas intentamos dar una descripcién en un contexto simplificado del Mecanismo
de Higgs, para ello se hard antes una breve descripciéon de aspectos generales de particulas
elementales, posteriormente se discutird el rompimiento espontaneo de simetria y el concepto
de bosones de Goldstone, para llegar entonces al Mecanismo de Higgs y finalmente tocar en
forma muy breve el tema del bosén de Higgs.

2. Generalidades

El Modelo Estandar de particulas elementales incluye las fuerzas electromagnética, débil
y fuerte. No incluye a la gravedad. La fuerza electromagnética se da entre particulas con carga
eléctrica: electrones, protones etc., y da lugar a la formacién de sistemas tales como atomos y
moléculas, etc. La fuerza débil ocurre entre particulas con carga débil y es responsable de los
decaimientos nucleares. La fuerza fuerte se da entre particulas con carga de color tales como
quarks y gluones mismos que forman bariones (protén, neutrén, etc.) y mesones (piones,
etc.) que en conjunto se les llama hadrones. Toda la materia estd compuesta de quarks
y leptones e interaccionan mediante el intercambio de los portadores de fuerzas (bosones),
tales como el foton, W+, W, Z, y gluones. A altas energias estos bosones se comportan en

* . .
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Property

Acts on:

Particles experiencing:
Particles mediating:

1078 m

Strength at {

3x107"" m

Properties of the Interactions

The strengths of the interactions (forces) are shown relative to the strength of the electromagnetic force for two u quarks separated by the specified distances.

Weak Electromagnetic
Interaction Interaction
(Electroweak)
Mass — Energy Flavor Electric Charge Color Charge
All Quarks, Leptons Electrically Charged Quarks, Gluons
Graviton -

(not yet observed) wH w Zo 7 Gluons

10~ 41 0.8 1 25

10-41 10-4 1 60 J

Las intensidades de las interacciones (fuerzas) se muestran relativas a la intensidad de la

Figura 1: Propiedades de las interacciones

fuerza electromagnética para dos quarks u separados por las distancias especificadas.

Baryons qqq and Antibaryons qqq
Baryons are fermionic hadrons.
These are a few of the many types of baryons.
Symbol| Name | Quark | Electric | Mass [Spin
content| charge | GeV/c?
p proton uud 1 0.938 | 172
p |antiproton| uund -1 0.938 | 1/2
n neutron | udd 0.940 | 172
A lambda | wuds 1.116 | 1/2
Q7 | omega SSS -1 1.672 | 3/2

Figura 2: Bariones gqq y antibariones qqq
Los bariones son fermiones hadrénicos constituidos por 3 quarks.

Mesons qq
Mesons are bosonic hadrons
These are a few of the many types of mesons.
Symbol| Name [ Quark | Electric | Mass |Spin

content | charge |GeV/c2
m* pion ud +1 0.140 | ©O
K~ kaon su -1 0.494 0
p* tho ud +1 0.776 | 1
B’ B-zero db 0 5.279 0
MNe eta-c ccC 0 2.980 0

Figura 3: Mesones qq

Los mesones son bosones hadrénicos constituidos por un quark y un antiquark.

forma similar: todos ellos tienen espin 1 y masa 0. A bajas energfas los W W~ y el Z, son
masivos (80-90 GeV). Estos fueron descubiertos en los afnos 1983-1984. Por otro lado todas
estas fuerzas surgen de simetrias de norma. Simetrias de norma, sin embargo, no permiten
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matter constituents
spin = 1/2, 3/2, 5/2, ...

FERMIONS

Leptons spin =1/2

Quarks spin =1/2

Flavor AI\F;IZ?SX.
GeV/c2 charge
Yy pnest. (0-0.13)x10° 0 W v 0.002 2/3
@ clecton  0.000511 = ) down 0.005 | -1/3
&) mectino* |(0.009-0.13)x10-9 0 ©) charm 1.3 2/3
M muon 0.106 1 S srange | 0.1 ~1/3
Yyl neiioox | (0.04-0.14)x10°| 0 &) o 173 2/3
L‘P tau g —] &) botom 42 —1/3 ' 4

Figura 4: Fermiones
Los fermiones se dividen en leptones y en quarks.

force carriers

BOSONS spin=0,1, 2, ..

Strong (color) spin =1

Name Mass Electric
GeV/c?2 | charge

0 0

photon
Wr 80.39 =
w 80.39 $9
W bosons
91.188 0

0
LZ%on

Figura 5: Bosones
Los bosones son los portadores de las fuerzas.

un término explicito de masa para los bosones portadores de las fuerzas. Cémo entender
entonces bosones masivos en una teoria de norma? Podemos dar una masa explicita a los
W's y el Zy pero estos términos romperian la simetria de la teoria, esto es, haria inconsistente
a la teoria al volverse no-renormalizable. Como consecuencia de un término explicito de masa
el Modelo Estandar perderia su poder predictivo: surgirian infinitos en la teoria, asociados
con integrales divergentes, que no podrian ser eliminados.
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3. Rompimiento espontaneo de simetria

Rompimiento espontaneo de simetria ocurre cuando el lagrangiano es invariante bajo un
grupo de transformaciones pero el estado base del sistema (el estado de vacio en teoria de
campos) no lo es. Ejemplo: un campo escalar real con autointeraccién

1 1 1

L = =0,00"p — —pi*p? — = \p* 1
50up0" 0 = S17e" = AT (1)
donde el potencial esta dado por
Loy o 14
V(p) = su7¢™ + Fre" (2)
2 4!
Vemos que L es invariante bajo la transformacion
= —p. (3)
Minimizando el potencial se obtiene
1
(/f + §A902> p=0. (4)

Como queremos un potencial acotado por abajo entonces A > 0. La posiciéon del minimo
depende del signo de p?. Si p? > 0 la tinica solucién es

{p)o =0, (5)

y entonces se dice que estamos en el modo de Wigner (ver Fig.(6)).
Ahora supongamos que el pardmetro p? < 0, tendremos dos soluciones

(p) == _iﬂz =+r. (6)

Este caso se ilustra también en la Fig.(6), y se dice que estamos en el modo de Goldstone.
Para estudiar el lagrangiano en el estado de vacio escogido 4+v definimos un nuevo campo

o =p-v. (7)
El lagrangiano resultante es ahora
1 / / 1 ’ 1 ’ 1 /
_ 2 e S S I B
donde m? = 2[u%. Vemos que el término cibico rompe la simetria original del modelo

@ — —p. En este caso decimos que la simetria ha sido rota espontdneamente.
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Figura 6: Modos de Wigner y de Goldstone
La figura de la izquierda muestra al sistema en el modo de Wigner en tanto que la de la
derecha en el de Goldstone.

4. Bosones de Goldstone

Habra A — B bosones de masa cero en una teoria en donde un subgrupo de dimensién
A — B de un grupo de simetria G' de dimensién A es espontaneamente rota.
Ejemplo: consideremos dos campos escalares reales con autointeraccion

1 1 1 1 2
L= 5 L1001 + §5u9023”802 - §M2 (90% + 903) - j)‘ (90% + 903> : (9)

Este lagrangiano es invariante bajo el grupo SO(2) de rotaciones en el plano (¢1, p2).

(goll):(cosa —s'lnoz><<,01>’ (10)
©9 COS ¥ S1I v ®2

La energia potencial esta dada por

V (o, 02) = 512 (3 + 68) + A (2 + D) (1)

Para 2 < 0, A > 0 los minimos ocurren cuando (¢, 2) forman un circulo
1+ h =17, (12)
como antes v? = —%. Los estados de vacio son los puntos (¢1, ¢2) sobre este circulo y se

transforman entre ellos bajo SO(2). Al potencial resultante se le llama comunmente Mexi-
can Hat Potential, Figs. (7) y (8). Escogiendo uno de ellos como estado de vacio implica
rompiminto espontaneo de simetria, por ejemplo:

(01, 02) = (1,0). (13)

Transformando a nuevos campos alrededor de este vacio

o =p1 -, 0y = 2. (14)
El lagrangiano es ahora
1 ! I 1 ! ! 1 / A / ! ! A i I 2
L= ) 10"y + 5811‘)028”902 - §m29012 - g” (9012 + 9022) $1 - a1 <<P12 + 8022> . (15)
Vemos que uno de los campos 90/1 adquiere una masa positiva
A2

Al campo de masa cero ¢, se le llama Bosén de Goldstone.
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Figura 7: Potencial de sombrero mexicano
Se muestra el potencial como funcién de las partes real e imaginaria del campo complejo .

5. El Mecanismo de Higgs

Una simetria local continua rota espontaneamente no genera bosones de Goldstone.
Por esto los bosones de norma pueden adquirir masa sin romper la invariancia de norma
(Mecanismo de Higgs). Consideremos el siguiente lagrangiano

A

L = 8,0°0"p — 12" —5(90690)2, (17)

donde

2 ¢ A c \2
V(90)=u9090+§(90s0), (18)
y
= lptiv), = (o1 ig) (19)
()0 \/5 901 ()027 ()0 \/i Spl 902 .

. . . . ., / ; .
Este lagrangiano es invariante bajo la transformacién global ¢ = e'*“p, a = cte. Considere-
mos ahora una transformacion local de la forma

p =Ny a=aly). (20)

Para que el lagrangiano anterior sea invariante debemos modificarlo introduciendo un campo
de norma como sigue

C C A C 1 17
L =Dy Dl = 2% = 25 (9°)" = 17" Fu, (21)
donde
D, =0, +1iqA,, Fr = 9rAY — 0V A", (22)
El campo de norma A, a su vez se transforma
Al = A" — 9'a(y). (23)
Suponemos nuevamente que p? < 0, A > 0. Entonces los minimos ocurren para |p|* = %1/2,
V2 = —%. De entre todos los minimos escogemos como nuestro estado de vacio a
v
@:Ea — (9017902):0/70)' (24)
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Transformando a nuevos campos alrededor del nuevo vacio
’ v N ’ ’ (25)
= - —, = —_ y’ = .
Y =9 NG $1=¥1 P2 = P2
El lagrangiano resultante es
L = 30,10"¢) — @7 + 30,0,0" 0y — v (07 + 05°) 1+
4 A ( 24 '2>2 + lerara, — pop (26)
Al $1 TP 2q 1 pve

Lo interesante en el nuevo lagrangiano es el término %qQVQA“A“ que corresponde a un tér-
mino de masa para el campo de norma A* igual a my = qu. Sin embargo este lagrangiano
tiene (aparentemente) 5 grados de libertad en tanto que el lagrangiano original tiene 4.
Introduciendo nuevas variables podemos deshacernos del grado de libertad espurio

1
o(x) = NG

De esta manera el lagrangiano original Ec. (21) termina escribiéndose, en términos de las
nuevas variables, como sigue

(p(x) +v) 9N, A, =C, - %%ﬁ(x)- (27)

L = 50,p0"p — gm2p* — $vp°—

R

4! 2
donde ahora m¢ = qv es la masa del campo C* y m, = /2|?| es la masa del campo escalar
p. El bosén de Goldstone, que en las nuevas variables corresponderia a [(x), desaparece
contribuyendo al grado de libertad extra del campo masivo C*.

1 1
¢*C" Ch + 5¢°V*C'Cy + 5¢*CCu (P + 20v) (28)

6. EIl Bosén de Higgs

En el Modelo Estandar W, W~ y el Z, obtienen sus masas mediante el campo de Higgs,
que es un doblete escalar complejo, esto es tiene 4 grados de libertad, o sea 4 componentes
reales. Tres de estas componentes son absorbidas por los W, W~ y el Z, en forma andloga a
como se mostré anteriormente (Mecanismo de Higgs) obteniendo un grado de libertad extra
(componente longitudinal) y por tanto masa. En su versién méas béasica el campo de Higgs es

Pa 1+ 12
= = _ ) 29
¢ (@b) <<P3+2904> (29)
El cuarto grado de libertad (Bosén de Higgs) interacciona con fermiones del modelo, dandoles
masa al romperse espontdneamente la simetria y adquirir éste un valor en el vacio (vev)

distinto de cero. En forma por demés esquematica esto se puede ilustrar con una interaccién
de Yukawa como sigue

Lyr = )\9041/;f¢f - )\<904>¢_f¢f = mw/;fzﬁf- (30)
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Figura 8: Sombrero mexicano
Una aportacién nacional para el descubrimiento del Higgs.

Se cree que el Boson de Higgs ¢4 corresponderia a la particula detectada recientemente en
CERN.
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EL PROCESO DE MADURACION CRISTALINA EN CRISTALES COLOIDALES EN 2D
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RESUMEN

Se estudia el proceso de maduracién cristalina bidimensional que ocurre en un policristal
coloidal, formado por muchos granos cristalinos separados entre si por las fronteras de grano,
cuando una de estas fronteras desaparece, dando lugar entonces a un grano cristalino més
grande formado por la unién de los dos granos cuya frontera desaparecio. Al desaparecer
mas y méas fronteras de grano, los granos continiian en su crecimiento, aunque esto ocurre
a tiempos cada vez mas largos (por érdenes de magnitud), terminando entonces con un
policristal formado por unos cuantos granos cristalinos (separados por unas cuantas fronteras
de grano) que aparentemente ya no se fusionan.

Las monocapas de particulas coloidales atrapadas por tensién superficial en la superficie
libre de un liquido han sido propuestas como andlogos bidimensionales (2D) de sistemas
atémicos en fase condensada. El interés especial en las monocapas coloidales proviene de su
capacidad para reproducir la cristalizacion y el fundido de cristales, con la ventaja adicional
de que las posiciones y las trayectorias de las particulas individuales pueden ser monitorea-
das con el simple uso de microscopia 6ptica en combinacion con el procesamiento digital de
iméagenes. En particular, cristales que consisten de particulas coloidales son de interés para
desarrollar materiales novedosos tales como los materiales con brechas de banda foténicas
o para ser usados como filtros 6pticos, dado que la longitud de onda de la luz visible es del
orden de magnitud del tamano de las particulas coloidales o de la separacion de los vecinos
cercanos en un cristal coloidal.

Las simulaciones por computadora también ofrecen una oportunidad unica para estu-
diar procesos que experimentalmente son muy dificiles de visualizar, como el proceso de
cristalizacién. El poder variar a nuestro antojo los pardmetros relevantes de dichos proce-
sos, como el potencial de interaccion entre las particulas, la concentracion, la temperatura,
etc., les confiere a dichas simulaciones un caracter imprescindible, sin las cuales nuestro
conocimiento de esos procesos se veria empobrecido enormemente. Ademas, las herramien-
tas computacionales ofrecen la posibilidad de visualizar los resultados de las simulaciones,
los cuales se pueden comparar con, por ejemplo, la videomicroscopia del proceso de cristali-
zacion coloidal.

Motivados por todo esto, estamos desarrollando una linea de investigacion de la crista-
lizacién coloidal via simulaciones por computadora. Ya hemos obtenido resultados nuevos
del proceso de nucleacién cristalina en 2D [1, 2|, que ocurre cuando se forman pequenas
regiones cristalinas (cristalitos) a partir de las fluctuaciones estructurales en un liquido.
Estos cristalitos la mayor parte de las veces se empequenecen y desaparecen aunque, muy
de vez en cuando, si son suficientemente grandes, empiezan a crecer aun mas para formar
los cristales. Esto quiere decir que existe un tamano critico (N.) para los cristalitos tal
que si un cristalito esta abajo de este tamano critico, decrece y desaparece, mientras que si
un cristalito se forma arriba de este tamarno critico (lo que ocurre muy rara vez), continia



creciendo atin mas para formar un grano cristalino. Encontramos entonces que las fronteras
de los cristalitos tienen una estructura fractal [3], cuya dimensionalidad fuimos capaces de
medir [1, 2]. Se observé que, para el potencial utilizado, los cristalitos abajo del tamano
critico tenfan una frontera con dimensién fractal (dy) de alrededor de 1.32 (ndtese como
comparacion que una linea recta tiene, por definicién, una dy = 1), mientras que para aque-
llos arriba de N, su d; era de alrededor de 1.12, lo que indica que los cristalitos pequenos
tienen una frontera mas rugosa que los granos cristalinos mas grandes. Se encontrd ademas,
en nuestro caso, que IV, se encontraba entre 70 y 80 particulas.

Para ejemplificar todo esto, en las figuras 1-3 mostramos cristalitos y cristales abajo de
N,, alrededor de N, y arriba de N.. Notamos en estas figuras la formacién de cristalitos y
granos cristalinos con simetria de red triangular, lo cual es la regla para sistemas unicom-
ponentes en 2D con potencial de interaccién isotrépico. A medida que los granos cristalinos
arriba de N, continian creciendo, llega un momento que se empiezan a tocar unos con otros,
formandose entonces las fronteras de grano. Notamos que dos de estos granos que se tocan
no se pueden unir inmediatamente, por tres razones simples. Primero porque los ejes de
simetria de los dos granos no coinciden en su orientacién, segundo porque ain en el caso
extremadamente raro de que encontraramos que dichos ejes mas o menos coincidieran en
su orientacion, habria una discordancia traslacional de dichos ejes que les impediria supor-
ponerse unos con otros. Finalmente, la tercera razon estriba en que, como ya lo vimos,
las fronteras de dichos granos no son lisas sino rugosas, al menos para el caso de cristales
coloidales, lo que dificulta ain mas la fusién de estos granos. Por estos motivos es que se
forman las fronteras de grano. Sin embargo, si uno espera un tiempo suficientemente largo,
es posible que dichas fronteras desaparezcan, fusionandose asi dos de estos granos en uno
solo. A esto se le conoce como el proceso de “maduracién cristalina”. El propdsito de este
articulo es describir dicho proceso para el caso de cristales coloidales, usando simulaciones
por computadora en 2D.

Experimentalmente y para el caso de 2D, P. Pieranski [4] fue el primero en estudiar el
ordenamiento de particulas coloidales de latex en la interfaz aire-agua, lo que se atribuyé
a las fuerzas repulsivas de largo alcance entre las particulas confinadas. Sin embargo, para
el estudio del ordenamiento en sistemas diluidos, se requieren fuerzas atractivas entre las
particulas en lugar de fuerzas repulsivas. G. Y. Onoda [5] fue el primero que tuvo éxito en
encontrar las particulas correctas, que consistian en particulas de poliestireno estabilizadas
con dodecil sulfato de sodio injertado en sus superficies. Con este tensoactivo, él evité que
las particulas coloidales se agregaran mientras que mantenia ain la atraccion de van der
Waals entre ellas. En las fotografias mostradas por este autor, se puede ver claramente que
las fronteras de los cristalitos tienen una estructura rugosa, posiblemente fractal, aunque no
le prest6 atencion a este hecho.

Simulacionalmente, considerando que las particulas que cristalizan son coloides mesoscépi-
cos atrapados en la superficie libre de un liquido, el procedimiento simulacional ad hoc debe
ser un Monte Carlo cinético con pasos aleatorios pequenos de las particulas, dado que dichas
particulas coloidales estan efectuando ese tipo de movimiento difusivo. El Monte Carlo
cinético, que es una forma de resolver la ecuacién maestra exacta, debe ser complementado
con las probabilidades de transicién aproximadas de un estado al siguiente. A este respecto,
Kikuchi et al han demostrado [6, 7, 8] que al utilizar una dindmica de Metropolis en la
ecuacion maestra [9] pueden recuperar la ecuacion de difusién de Fokker-Planck. La tnica
restricciéon impuesta en su derivacion fue que los desplazamientos maximos permisibles a
una particula deben ser lo suficientemente pequenos comparados con el tamano del sistema
y con las irregularidades del potencial entre las particulas [8]. Por lo tanto, una simulacién
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Figure 1: Una seccién de la caja de la simulacién en donde, a la izquierda, se muestran
todas las particulas en esa seccién mientras que, a la derecha, se muestran tinicamente las
particulas que pertenecen a cristalitos con mas de 10 particulas. Todos los cristalitos en la
Fig. 1(b) estdn abajo del tamano critico, como se demostré en la Ref. [1].
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Figure 2: Una seccién de la caja de la simulacién en donde en (a) se muestran todas las
particulas en esa seccién, mientras que en (b) se muestran nicamente las particulas que
pertenecen a cristalitos con mas de 10 particulas. En este caso obtenemos un solo cristalito
con 75 particulas, que esta en el rango del tamano de cristalito critico V..
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Figure 4: El potencial de interaccion entre dos particulas. La distancia r se ha escalado con
el diametro del disco duro, mientras que la energia potencial V' se ha escalado por kgT'.

de Monte carlo cinético con dindmica de Metropolis es equivalente a una simulacion de
dindmica Browniana.

Consideramos entonces Ny,; = 53715 discos monodispersos distribuidos aleatorioamente
en una caja con condiciones de frontera peridédicas, teniendo cuidado de no traslapar los dis-
cos duros. Dichos discos duros ocupan una fraccion de area ¢ = 0.15. El tamano de nuestro
sistema es lo suficientemente grande y la fraccién de drea lo suficientemente pequena que
efectos de tamano finito se pueden despreciar durante el curso de la cristalizacién [10]. La
fraccion de area pequena también evita que los granos cristalinos percolen la caja de la
simulaciéon, lo que podria limitar la difusién de las particulas y, a su vez, podria cambiar
los valores de las dimensiones fractales obtenidas. En simulaciones de nucleacién cristalina,
una buena parte de la incertidumbre proviene de la definicién de los cristalitos [11], los
cuales son cimulos muy imperfectos con la simetria del cristal a formar. En el caso de
interacciones atractivas, esto se debe probablemente a la anchura de los pozos de potencial
usados, como el potencial de Lennard-Jones. Para superar esta dificultad, experimentamos
con diferentes pozos de potencial estrechos, que definirfan con mayor precisiéon la separacion
de dos particulas enlazadas, hasta que llegamos al que se muestra en la Fig. 4. La expresién
matemadtica para dicho potencial viene dada por

Vv 75
—— = — exp(—2.5 (r — 1)) cos(10 (r — 1)*) , 1
T = 5 eap(=2:5 (r = 1) cos(10 (r = 1)) (1)
en donde r es la distancia entre particulas normalizada por el disco duro. Cuando el coseno
se hace cero por segunda ocasién (alrededor de r ~ 1.8), el potencial se considera cero de
ahi en adelante.
El algoritmo es como sigue:

1. Se escoge una particula al azar y se mueve un paso de longitud igual a un décimo del
diametro del disco duro en una direccién aleatoria

2. Se calcula la nueva energia de interaccion Uy a la que se le sustrae la inicial: AU =
Ur—=U; .

3. Si AU < 0 se acepta el movimiento.

4. Si AU > 0 tnicamente se acepta el movimiento si exp (—AU/kgT) > R, en donde R
es un numero aleatorio uniformemente distribuido en [0,1).
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Figure 5: (a) Dos granos cristalinos arriba del tamano critico, mostrados al tiempo de
Monte Carlo At = 6101, que se empiezan a tocar en su crecimiento. Notamos como los ejes
de simetria de ambos cristales difieren en su orientacién. (b) Al avanzar hasta el tiempo
At = 6801, la frontera de grano formada se trata de recristalizar en su parte izquierda,
aunque los ejes de simetria de ambos granos no logran coincidir exactamente.
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Figure 6: (a) Los mismos dos granos cristalinos de la Fig. 5(b) cuya frontera de grano
ha sanado en ambos lados, al tiempo de Monte Carlo At = 8001. (b) A la figura (a) se
le ha anadido un circuito de Burguers, recorrido en sentido contrario a las manecillas del
reloj (segin una de las convenciones en la literatura), que consiste de 3 lados de longitud
de 12 espaciamientos de la red, a lo largo de los 3 ejes de simetria del cristal. El vector de
Burguers que se muestra une el punto inicial con el punto final de dicho circuito.

5. En cualquiera de los dos 1ltimos casos el tiempo de Monte Carlo ¢ se aumenta por
1/Nioi. Nos vamos entonces al punto 1.

Cuando At = 1, que define una barrida de Monte Carlo, cada particula ha intentado mo-
verse una vez en promedio.

Al analizar las figuras de la simulacion, notamos la formacion de cristalitos muy pequenos
y fugaces con simetria triangular, que aparecian y desaparecian rapidamente, y no fue sino
hasta un tiempo de Monte carlo de alrededor de At = 5000 que empezamos a ver la aparicién
de algunos cristales arriba del tamano critico: los pequenos desapareciendo casi inmediata-
mente después de la formacién, mientras que algunos pocos de los mas grandes empezaron
a crecer, indicando que nos encontramos en el régimen sobreenfriado y sobresaturado. En
la Fig. 5(a) se pueden apreciar dos de estos granos cristalinos, al tiempo de Monte Carlo
At = 6101, que estan arriba del tamano critico y que se empiezan a tocar para formarse
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la frontera de grano, mientras que en la Fig. 5(b), para At = 6801, notamos que en la
parte izquierda de dicha frontera las particulas de ambos granos se “tratan” de alinear a un
solo eje de simetria. A pesar de esto, no lo logran, quedando una discrepancia o inclinaciéon
aunque pequena en la orientacién de los ejes de simetria a ambos lados de la frontera. Al
proceso de cristalizacion de parte de la frontera de grano, en este caso de la parte izquierda,
se le llama el “sanado” (healing, en inglés) de dicha frontera. Al continuar avanzando el
tiempo, continta el sanado de la frontera. En la Fig. 6(a), para el tiempo At = 8001,
ahora es la parte derecha de la frontera de grano que aparentemente también ha “sanado”,
dejando una vacancia amorfa dentro del nuevo grano cristalino formado por la uniéon de
los dos originales. Sin embargo, esta vacancia no es como las vacancias usuales en las que
uno simplemente elimina o suprime una particula del cristal (o mas particulas adyacentes,
para tener vacancias dobles, triples, etc.). En este ltimo caso no se destruye la simetria
del cristal. Un ejemplo de estas iltimas vacancias lo podemos observar en la Fig. 3, en
la que se nota que a pesar de la ausencia de una particula (vacancia unitaria) dentro del
cristal, los ejes de simetria de dicho cristal parecen muy bien definidos. Para corroborar que
la vacancia que aparece en la Fig. 6(a) es mas que solamente una vacancia, se construye
un circuito de Burgers, que mostramos en la Fig. 6(b), que en el espacio cristalino es un
poligono con lados iguales. En este caso hemos tratado de encerrar esta vacancia con un
triangulo que podria ser equilatero si la simetria del cristal fuera perfecta, dado que dicho
circuito de Burguers consiste de 3 lados, cada uno de longitud de 12 espaciamientos de la
red. Si tuviéramos una simetria perfecta para el nuevo grano cristalino, el punto inicial
y el punto final del circuito de Burguers coincidirfan. Esto no ocurre asi, segiin podemos
ver en la Fig. 6(b) y, del punto inicial al punto final del circuito de Burguers (recorrido
en sentido contrario a las manecillas del reloj, segin una de las convenciones existentes en
la literatura), podemos trazar un vector del tamafno de un espaciamiento de la red que se
muestra en dicha figura. A éste se le conoce como el vector de Burguers.

El hecho de que exista un vector de Burguers diferente de cero indica que la vacancia
amorfa que se muestra en la Fig. 6 contiene una dislocacién. Esto se traduce en que existan
mas hileras de particulas entrando al interior del circuito de Burguers por un lado que las
que salen por el otro. Para cristales con simetria triangular como el que estamos estudiando,
esto generalmente ocurre en dos de las tres direcciones de simetria del cristal; de hecho son
aquellas dos direcciones diferentes a la que tiene el vector de Burguers. La direccién del
vector de Burguers en nuestro caso de simetria triangular, es aquella direccion del eje de
simetria que més se acerca a la perpendicular a la linea de la frontera de grano (véase la
Fig. 5(b) para localizar la linea de la frontera de grano). Como hemos observado en las
Figs. 5y 6, los ejes de simetria de los dos cristales que aparentemente se unieron, lo hicieron
formando un cierto angulo ligeramente diferente a 180°. No es dificil darse cuenta que el
mayor nimero de hileras que entran al circuito de Burguers proviene de la zona donde el
angulo es mayor a 180°, mientras que el menor nimero de las que salen ocurre en la zona
donde el angulo es menor a dicha cantidad. Esto es de esperarse asi porque en la zona donde
el angulo es mayor “caben”, por decirlo asi, més hileras de particulas.

La presencia de la dislocacién en nuestro cristal indica que existen esfuerzos no ba-
lanceados en el grano cristalino [12]. El cristal se encuentra “incémodo” con la dislocacién
y “desea” liberar dichos esfuerzos. De alguna forma, la dislocacién tiene que “salir” del
cristal. En la Fig. 7(a), para el tiempo At = 8501 vemos la forma que ha optado el cristal
para deshacerse de la dislocacién: Se abre un pequeno canal en una zona donde salen menos
hileras de particulas, que esté en aquella direccion mas cercana a la frontera del cristal con
el fluido que lo rodea, similar a un absceso que se abre en la piel para permitir el desalojo de
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Figure 7: (a) En esta figura podemos apreciar, para el tiempo At = 8501, la forma en que el
cristal trata de eliminar la dislocacién, abriendo un pequeno canal hacia la frontera con el
fluido circundante, en una zona donde salen menos hileras de particulas, que va a ser llenado
primero con particulas adyacentes al canal y luego con particulas del fluido circundante. (b)
Continta el llenado de dicho canal con mas particulas, al tiempo At = 10001.
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Figure 8: Al tiempo At = 10501 vemos que ha terminado la eliminacién de la dislocacién, la
que podemos decir que “salié” por la frontera superior izquierda del nuevo grano cristalino.
Notamos como los tres ejes de simetria del cristal se encuentran ahora perfectamente bien
definidos.

material infectado. Dicho canal se empieza a llenar de particulas, como podemos apreciar en
la Fig. 7(b) para el tiempo At = 10001, provenientes de particulas de las paredes del mismo
canal y del fluido que rodea al cristal. Finalmente, en la Fig. 8 para el tiempo At = 10501,
vemos que el canal ha desaparecido y que el cristal ha sanado completamente. Es interesante
notar que las dislocaciones complejas (que contienen vacancias como la que observamos) son
més moviles y dindmicas que las vacancias puras (que no contienen dislocaciénes). En la
Fig. 7(a) (At = 8501) podemos observar la formacién de una vacancia pura alrededor de las
coordenadas (237,409) que, al transcurrir hasta el tiempo At = 10501 (Fig. 8), tinicamente
se movi6 hasta las coordenadas (235,411). Esto indica que las vacancias puras estan mds
afianzadas al cristal que las dislocaciones. También notamos en la parte superior derecha
de la figura 8 que ha aparecido otra frontera de grano mas grande, que describiremos a
continuacioén.
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Figure 10: La forma en que el cristal se deshace de las dislocaciones complejas, a los tiempos
(a) At = 172501, (b) At = 80001, (c) At = 80501 y (d) At = 89001
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Figure 11: El seguimiento de la ultima dislocacion compleja dentro de un grano cristalino,
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En la Fig. 9(a), para el tiempo At = 9001, observamos dos granos cristalinos que se
empiezan a tocar, siendo el grano inferior el que acabamos de describir en su formacién.
Hacia el tiempo At = 28001 (Fig. 9(b)) vemos que se ha establecido una frontera de grano
amplia pero que atn no ha sufrido un proceso de sanacién en sus extremos. Se ha tenido
que esperar hasta el tiempo At = 68001 (Fig. 9(c)) para que el proceso de sanacién haya
ocurrido en ambos extremos, dejando encerradas 4 vacancias amorfas que contienen, cada
una, una dislocacién unitaria con el mismo vector de Burguers apuntando hacia arriba y
a la derecha. Esto se puede observar en la Fig. 9(d), en donde se muestran los 4 cir-
cuitos de Burguers. De hecho, si pudiéramos considerar un solo circuito de Burguers que
encerrara todas las dislocaciones complejas, obtendriamos un vector de Burguers apuntando
en la misma direccién con magnitud de 4 espaciamientos de la red en lugar de uno solo.
Esto proviene del hecho de que los vectores de Burguers se pueden sumar para obtener la
magnitud de la dislocacién total [12]. Notamos ademdas que los 4 vectores de Burguers se
encuentran en el mismo eje de simetria que el vector de Burguers estudiado anteriormente,
dentro del grano cristalino inferior en la Fig. 9(a), s6lo que con un sentido opuesto. Que se
encuentren en el mismo eje de simetria del cristal indica que dicho eje es el mas cercano en
direccién a la perpendicular a la linea de la frontera de grano en la Fig. 9(b). El que tengan
sentido opuesto proviene del hecho de que el dngulo mayor a 1807, en la Figs. 9(a) y 9(b),
se encuentra ahora situado en el lado opuesto del eje al del caso anterior.

A continuacién veremos la forma en que el cristal se deshace de las 4 dislocaciones com-
plejas que hemos encontrado dentro del cristal. En la Fig. 10(a), para el tiempo At = 72501,
vemos que la que se encuentra mas a la derecha ha “salido” por la frontera simplemente al
abrirse dicha frontera. Nuevamente es como si se abriera la piel para eliminar el material
infectado en un absceso. En la Fig. 10(b), correspondiente a At = 80001, observamos ahora
que dicha frontera a la derecha ha sanado y ademads que la dislocacion que se encuentra mas
a la izquierda ha migrado hacia arriba, saliendo por la frontera izquierda. La movilidad
de esta dislocacién contrasta con la estacionariedad de la vacancia pura que observamos
alrededor de las coordenadas (245,428). Al tiempo At = 80501 (Fig. 10(c)) vemos que esta
frontera izquierda ha sanado completamente. De la Fig. 10(d), para el tiempo At = 89001,
vemos que la dislocacién compleja que esta abajo a la derecha ha salido en esta ocasion por la
frontera derecha. Nos quedamos entonces con una sola dislocacion muy en el interior dentro
del grano cristalino. En la Fig. 11 seguimos el movimiento de dicha dislocaciéon observando
que, dado que no “presiente” la presencia de las fronteras del grano con el fluido, se queda
migrando dentro de dicho grano, en una forma probablemente aleatoria. Finalmente, en la
Fig. 11(c) para el tiempo At = 101001, observamos que ya se encuentra muy cerca de la
frontera de nuestro grano cristalino, para salir por ahi y desaparecer. En la Fig. 11(d) para
el tiempo At = 101501 se muestra cuando la dislocacién ya desaparecié. Ahora los ejes de
simetria del cristal ya estan muy bien definidos, y las tinicas imperfecciones de dicho cristal
consisten de unas cuantas vacancias puras, que no deforman la simetria del cristal. Sin
embargo, observamos en la parte superior de la Fig. 11(d) la formacién de nuevas fronteras
de grano, con otros granos cristalinos.

Es necesario reiterar que este proceso de desaparicién de fronteras de grano ocurre bajo
tres condiciones: (1) Que los ejes de simetria de los dos cristales cuya frontera de grano va
a desaparecer estén mas o menos alineados, i.e., que el dangulo formado por dichos ejes no
rebase unos 12° —15°, digamos. (2) Que la frontera de grano no sea muy grande. (3) Que los
dos cristales que se van a fusionar no tengan fronteras de grano con otros cristales. Si esto no
fuera asi, en principio es posible la fusion de dos de estos cristales, pero para lo cual habria
que esperar un tiempo extremadamente largo, tanto experimental como simulacionalmente.
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Figure 12: El estado de la caja de la simulacién al tiempo At = 111001.

En la Fig. 12 observamos la caja completa de la simulacién a un tiempo del orden del
mostrado en la Fig. 11(d). En dicha figura podemos observar que el sistema consiste ahora
de 6 granos cristalinos (tomando en cuenta las periodicidad de las fronteras de la caja),
todos los cuales hacen frontera con dos o mas granos, excepto uno de ellos. Sin embargo,
este grano en particular hace frontera con otro cuyos ejes de simetria hacen un angulo de
poco menos de 30° con los del primero. 30° es el maximo angulo entre los ejes de 2 granos
que se tocan, por lo que seria muy dificil la fusion de esos dos granos. Esta es la razén
por la que la mayor parte de los metales y otros cristales son en realidad policristales, que
consisten de granos cristalinos separados por las fronteras de grano. Como la mayor parte de
las propiedades no deseadas de los cristales (como la facilidad de fractura, la corrosién, etc.)
ocurren en las fronteras de grano, es imperativo continuar estudiando estas estructuras para
tratar de evitar su aparicion. Una posibilidad podria ser el cristalizar a bajas densidades,
para evitar el contacto muy temprano entre granos cristalinos, o a temperaturas mas altas,
para tener particulas con mayor movilidad. Por todo esto, podemos ver que el proceso de
cristalizacién es un campo abierto, con muchas posibilidades de aplicacién para la mejoria
de los materiales cristalinos.

El autor agradece a DGAPA-UNAM (proyecto PAPIIT IN-106008) por el apoyo parcial.
Agradece también al Comité de Supercémputo de la UNAM por los recursos computa-
cionales asignados a través de DGTIC-UNAM.
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1 Resumen

Una de las interrogantes que puede revolucionar nuestra cosmovisién actual
con respecto al Universo en que vivimos esta relacionada con la existencia
de mas de tres dimensiones espaciales. De manera curiosa, toda una se-
rie de problemas relevantes de la fisica moderna como el de la jerarquia de
masas (por qué la gravedad es tan débil comparada con las demds fuerzas
fundamentales), el de la materia oscura, el de la pequeniez de la constante
cosmoldgica o la existencia de la energia oscura, el de la isotropizacion del
Universo temprano, entre otros, se pueden resolver si incluimos dimensiones
espaciales adicionales. Asimismo, en este paradigma, actualmente conocido
como mundos membrana (braneworlds), surgen nuevas cuestiones como por
qué no observamos las dimensiones adicionales, cudl es el mecanismo respon-
sable de la localizacion de la gravedad y los diversos campos de materia
tetradimensional en nuestro mundo membrana, que basicamente se traduce
en recuperar consistentemente en cierto limite tanto la ley de la gravitacion
que experimentamos como la fisica de altas energias que observamos en los
experimentos, entre otros. Por tal razén, en el marco de la serie de exper-
imentos multidisciplinarios del proyecto denominado Gran Colisionador de
Hadrones (LHC por sus siglas en inglés) que actualmente se lleva a cabo
en el acelerador de particulas elementales del Centro Europeo de Investiga-
ciones Nucleares (CERN por sus siglas en francés) de Ginebra, Suiza, se ha

e8] ...



propuesto un experimento gravitatorio que puede ayudarnos a responder a
la cuestién antes planteada. De manera cualitativa se puede decir que las
leyes de la fisica que conocemos como la ley de la gravitacién universal de
Newton y la ley de Coulomb se pueden ver modificadas por pequenas cor-
recciones provenientes de las dimensiones extra. En este trabajo se muestra
cual es la forma analitica de dichas correcciones si tomamos en cuenta que
nuestro Universo esta modelado por una membrana gruesa en expansion pu-
ramente geométrica (es decir, generada por pura gravedad con constantes cos-
moldgicas sin la inclusién de campos escalares) inmersa en un espaciotiempo
pentadimensional. La importancia de estas predicciones tedricas radica en
que pueden ser corroboradas experimentalmente; por ejemplo, las correc-
ciones a la ley de Newton se pueden confrontar con los resultados de alta
precision que se obtendran en el marco del experimento gravitatorio real-
izado en el LHC. Cabe senalar que existen otros modelos tedricos que em-
plean membranas delgadas para obtener las correcciones a la ley de Newton;
no obstante, éstos poseen singularidades desnudas en la posicién de la mem-
brana, hecho que significa que estamos viviendo en una membrana singular,
lo cual es inconcebible desde el punto de vista gravitatorio. En nuestro mod-
elo se considera que la membrana tiene en realidad cierto grosor, se encuentra
en expansion y estd modelada por la curvatura que generan las constantes
cosmoldgicas en cuatro y cinco dimensiones. De este modo, la singularidad
se suaviza y en el modelo también se obtienen generalizaciones regulares de
los resultados obtenidos con membranas delgadas, a saber, tanto la solucién
geométrica al problema de la jerarquia de masas como la localizacion de la
gravedad y el electromagnetismo tetradimensionales en un espaciotiempo de
cinco dimensiones. Ademas, en este modelo tan sencillo se pueden describir
cualitativamente procesos cosmoldgicos interesantes como la isotropizaciéon
del Universo temprano o la expansion acelerada que este experimenta actual-
mente, la reduccién del nimero de dimensiones espaciales donde el Universo
se expande de n a tres como en nuestro mundo (este es un 1til mecanismo
dinamico de reduccion dimensional para las teorias multidimensionales como
la teoria de cuerdas), etc.
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2 Introduccion

Desde pequenos nos hacemos preguntas interesantes como las siguientes:
JPor qué existimos? ;Qué es la realidad? ;Qué es la vida? ;Cémo experi-
mentamos nuestra existencia? ;Cémo es el Universo que nos rodea? ;jDdnde
ocurren los fenémenos? ;Como estudiamos los fenémenos naturales? ;Qué
es el espacio y el tiempo? ;Cudl es su estructura? ;Es diferente el macro del
micromundo? A medida que profundizamos en estos cuestionamientos nos
damos cuenta de que poco acceso tenemos a sus respuestas definitivas. De
este modo el hombre va limitando el ambito de sus preguntas y sus interro-
gantes se van haciendo mas concretas, mas limitadas.

En la primaria aprendemos que existen animales que tienen mas desar-
rollados ciertos sentidos que el hombre; de igual manera, hay especies que
poseen ciertos sentidos mas limitados con respecto a los nuestros. Asi, al-
gunos animales solo ven un espectro reducido de la gama de colores que el ser
humano puede apreciar, por ejemplo, los perros ven en blanco y negro, y una
abeja ve su entorno como un fondo gris en el que las flores destacan con col-
ores brillantes. Sin embargo, el sentido de la vista estda muy desarrollado en
algunas aves como el aguila. De igual forma, algunos animales tienen pupi-
las muy peculiares, por ejemplo, algunas aves como los biithos y las lechuzas
tienen pupilas que se agrandan hasta ocupar casi todo el ojo, hecho que les
permite localizar con mayor facilidad a su presa cuando cazan en la noche;
por otro lado, los felinos poseen pupilas que pueden dilatarse y reducirse con
gran facilidad, pues necesitan pupilas con la capacidad de agrandarse cuando
haya poca luz y reducirse casi hasta formar una pequena linea cuando haya
luz intensa que podria danar su vision. Del mismo modo, existen insectos
que son capaces de emitir y recibir muchas clases de sonidos imperceptibles
para las personas; por ejemplo, el perro puede escuchar sonidos de muy alta
frecuencia y el elefante de frecuencia muy baja, en ambos casos impercepti-
bles para el humano, o el sistema auditivo de los murciélagos, que percibe
ondas sonoras que el hombre es incapaz de escuchar.

Estas observaciones nos llevan a pensar hasta qué punto nuestra cosmo-
vision constituye solo un reflejo de nuestros sentidos y nuestra capacidad de
percepcion o medicion. En este aspecto, el hombre ha construido aparatos
que detectan objetos o miden ciertas cantidades que sus sentidos son inca-
paces de percibir como el telescopio, el microscopio, el radar, el laser de baja
frecuencia, etc. Asi, el hombre ha construido telescopios que son sensibles
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tanto a la luz ultravioleta como a la infrarroja; con los primeros se ha logrado
observar nubes de gas que contienen estrellas recientemente formadas mas
masivas que el Sol y que brillan intensamente, mientras que con los ultimos
se ha obtenido informacién acerca de las guarderias estelares mas calientes
del Universo; estos entes no los podriamos ver con ayuda de telescopios que
solo son sensibles a la luz visible para el ser humano.

La misma situacion podria tomar lugar con respecto a las dimensiones
del Universo que nos rodea. En la actualidad pensamos que solo existen
tres dimensiones espaciales porque son las que podemos percibir al mover-
nos en el espacio. Asimismo, clasicamente consideramos que existe un solo
tiempo en el que tienen lugar todos los fenémenos, incluyendo nuestras vi-
das, y que éste marca el principio y el fin de la evolucién de las cosas. Sin
embargo, si viajamos al micro o al macromundo la situacién puede cambiar
drasticamente, pues nuestros sentidos son incapaces de percibir a distancias
muy pequenas o muy grandes. Lo mismo sucede con las escalas de tiempo
demasiado pequenas, como la de ciertos procesos subatomicos, o extremada-
mente grandes como la de algunos procesos cosmologicos. Es posible que
las dimensiones extra estén escondidas ya sea en escalas muy pequenas o
grandes tanto del espacio como del tiempo. En realidad, los experimentos
relativistas realizados hasta el momento tanto en el marco de la fisica de al-
tas energias como de la gravedad, también nos convencen de que vivimos en
un espaciotiempo de cuatro dimensiones no compactas: tres espaciales y una
temporal. Sin embargo, atin existen varios problemas abiertos en la fisica
moderna que esperan una solucion. En este sentido, las investigaciones de
modelos con espaciotiempos que incluyen dimensiones extra no compactas
representan una alternativa bastante atractiva para resolverlos.

De este modo, tltimamente se han formulado propuestas multidimension-
ales para abordar problemas fisicos actuales como el de la jerarquia de masas,
el de la constante cosmoldgica, el de la materia y la energia oscuras, el de la
unificacion de la gravedad con campos de materia, el de la evolucién consis-
tente de nuestro Universo, entre otros. No obstante, uno de los problemas de
estas teorias es que, ciertamente, la materia del Modelo Estandar no puede
propagarse grandes distancias en las dimensiones extra sin entrar en conflicto
con las observaciones experimentales obtenidas en nuestro mundo tetradi-
mensional. Los resultados de algunas investigaciones muestran que esto se
puede evitar si confinamos los campos del Modelo Estandar a vivir en un
subespacio (del espacio multidimensional) de cuatro dimensiones, tres espa-
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ciales y una temporal, describiendo de esta manera un espaciotiempo similar
al nuestro que, a su vez, se encuentra inmerso en un espacio con dimensiones
extra; mientras tanto la gravedad necesariamente tiene que propagarse en
todas las dimensiones, pues describe la dinamica del espaciotiempo mismo.

La existencia de dimensiones adicionales a las cuatro del espaciotiempo
que conocemos inmediatamente da origen a muchas cuestiones como las sigu-
ientes: jpor qué no podemos verlas o detectarlas?, jqué tan limitados son
nuestros sentidos y/o métodos de percepcién de la realidad?, ;cudntas di-
mensiones espaciales existen?, ;jcuantos tiempos?, json compactas o extendi-
das?, ;su naturaleza es espacial o temporal?, ;cual es la topologia del espacio
extradimensional?, ;cudl es la estructura del espectro de fluctuaciones grav-
itatorias y/o particulas en un mundo con dimensiones adicionales?, ;pueden
existir los universos paralelos?, jse puede plantear un experimento que nos
ayude a entender mejor estas cuestiones?, jhay fuerzas extradimensionales?,
,.como modifican las leyes tetradimensionales que observamos y medimos en
nuestro mundo como las leyes de Newton y Coulomb?, jcéomo podemos de-
tectar efectos de las dimensiones superiores?, ;pueden las dimensiones extra
ayudarnos a resolver los problemas actuales de la fisica moderna?, etc.

El éxito de los modelos que contemplan la existencia de dimensiones ex-
tra, mejor conocidos en la literatura especializada como mundos membrana,
y la posibilidad de tener evidencia experimental de la solucién de los prob-
lemas mencionados con anterioridad, han motivado varias generalizaciones
de los trabajos pioneros en esta area, mismos que consideraron que nuestro
universo constituye una membrana delgada (sin anchura a lo largo de las
dimensiones adicionales) inmersa en espaciotiempos con més dimensiones.
En este sentido, las investigaciones y resultados que presentaremos en este
trabajo constituyen una generalizacién mas realista de dichos modelos, pues
postulan que nuestro mundo representa una membrana gruesa (con cierto
ancho) y se encuentra en expansién acelerada, es decir, un modelo en el
que se puede tener acceso a las dimensiones extra por pequenas que éstas
sean y que ademés puede describir los periodos inflacionarios por los que ha
transcurrido la evolucién de nuestro Universo (véanse los articulos cientificos
[1]-[7] y su respectiva bibliograffa). Es importante sefialar que el hecho de
que nuestro Universo constituya una membrana delgada implica que vivimos
en una singularidad desnuda del espaciotiempo multidimensional, hecho que
carece completamente de sentido desde el punto de vista de la teoria de la
gravedad. Por esta razén, es imprescindible proponer modelos que describan
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nuestro Universo como una membrana gruesa inmersa en un mundo con mas
dimensiones donde no se tengan singularidades desnudas en absoluto. No
obstante, este no es un problema trivial como podria pensarse, pues con fre-
cuencia este tipo de singularidades aparece de una u otra manera, inclusive
en los modelos en los que se introduce un campo escalar que tiene acceso
a las dimensiones extra con la idea de regularizar las singularidades antes
mencionadas.

De este modo, la finalidad del presente trabajo consiste en construir mem-
branas anchas regulares (sin singularidades desnudas en la regién donde estan
colocadas) en expansion en las que se pueda localizar la gravedad y el elec-
tromagnetismo tetradimensionales que observamos; en otras palabras, mem-
branas gruesas en expansion en las que se puedan recuperar tanto la ley de
la gravitacién universal de Newton como la ley de Coulomb que medimos en
el mundo que nos rodea y podamos calcular analiticamente y estimar las cor-
recciones provenientes de las dimensiones adicionales con la finalidad de ver
si estas se pueden detectar experimentalmente. Asimismo, puesto que estas
membranas describen mundos en expansion, en el marco de este paradigma
intentaremos describir, por lo menos cualitativamente, las etapas inflacionar-
ias de nuestro Universo (la inflacién temprana y la expansion acelerada que
experimentamos hoy en dia), asi como otros efectos cosmolégicos interesantes
entre los que se encuentran la isotropizacion del Universo temprano y la de-
scripcion de un mecanismo dindmico de reduccion dimensional que nos per-
mita obtener tres dimensiones que experimentan una expansion acelerada
(como sucede en nuestro Universo) a partir de un mundo multidimensional
anisotréopico. Por simplicidad, consideraremos membranas inmersas en un
espaciotiempo pentadimensional, es decir, modelos con una sola dimension
extra.

3 El modelo

El método que usualmente se emplea en la construccion de este tipo de
modelos consiste en considerar una teoria de campo pentadimensional dada
por una accién, aplicar el método variacional para obtener las ecuaciones de
Einstein y de los campos involucrados (escalares vectoriales, gravitatorios,
fermionicos, etc.), postular un ansatz idéneo para la métrica pentadimen-
sional en expansién (isotrépica y homogénea) y resolver las ecuaciones de
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campo correspondientes, es decir, hallar una solucién exacta para la config-
uracion de campo que representa el modelo. Posteriormente se estudia la
dindmica de las fluctuaciones tanto de la métrica de fondo hallada como de
los diversos campos de materia en consideracién y se analiza la posible ex-
istencia de estados ligados que representen los campos que observamos en
cuatro dimensiones, a saber, al graviton tetradimensional y los diferentes
campos de materia del Modelo Estandar de particulas elementales. De este
modo uno esta en posibilidades de recuperar, en el limite correspondiente, la
fisica del mundo que nos rodea, en particular la ley de la gravitacién univer-
sal de Newton, la ley de Coulomb, asi como otros efectos cosmolédgicos entre
los que se encuentra la expansién acelerada de nuestro Universo. Finalmente
se estudia la estructura de los espectros de excitaciones masivas de los cam-
pos involucrados en el modelo y se calculan (de preferencia analiticamente)
las correcciones a la leyes tetradimensionales provenientes de la o las dimen-
siones extra, mismas que estan determinadas por los modos masivos antes
mencionados.

En el ambito de la cosmologia, la metodologia consiste en postular ac-
ciones y métricas mas complejas que las usadas en el mundo membrana an-
terior, es decir, se proponen modelos que pueden o no incluir membranas
delgadas y/o campos escalares dependientes del tiempo, por un lado, y se
postulan elementos de linea anisotrépicos que de alguna manera incluyan
uno o varios factores de escala con la finalidad de describir los periodos in-
flacionarios de la historia de nuestro universo. Resolver las ecuaciones de
campo que estos mundos membrana arrojan no es una tarea facil y hasta el
momento solo se han construido contados modelos de manera exacta. Una
vez obtenidas las configuraciones de campo exactas se tiene que realizar una
interpretacion fisica de dichas soluciones donde se resalten los efectos que el
mundo extradimensional tiene sobre la evoluciéon de nuestro Universo.

El modelo que vamos a estudiar consiste de una acciéon pentadimensional
puramente geométrica que describe gravedad con constante cosmologica:

S = 2Mf’/d5a:\/—_g(R ~2y), (1)

donde R es el escalar de curvatura gravitatorio en 5D construido a partir de la
métrica gy (M, N =0,1,2,3,5), A5 es la constante cosmoldgica del bulto y
M., es la constante de acoplamiento gravitacional en 5D (en realidad el factor
2M?2 se puede expresser como 1/(2k2) = 1/(167G5) donde G5 representa la
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constante de Newton en cinco dimensiones).
A partir de esta accién se pueden derivar facilment las ecuaciones de
Einstein con constante cosmologica:

1
Ryn — §R gun = —Ns gun-. (2)

Consideremos el siguiente elemento de linea, pues queremos que las soluciones
que obtengamos en 4D correspondan a una métrica de fondo cosmoldgica
espacialmente plana:

ds* = gyndr™de™ ='W g, (x)da"dx"] + dy?
AW [—dt? + a*(t)(da? + dad + dad)| + dy, (3)

aqui €2/ es el denominado factor de deformacién de la métrica y depende
unicamente de la coordenada extra, a(t) es el factor de escala de nuestra
membrana, §,,(x) denota el tensor métrico en 4D (p, v = 0,1, 2, 3), mientras
que y representa la coordenada extradimensional.

Después de sustituir el elemento de linea (3) en las ecuaciones de Einstein
(2), estas se reducen a

f”(y) — 1 <2a _ 5d> ef2f(y)’ (4)

3\ a? a
, 1[(5a a*\ _

donde las primas y los puntos denotan derivadas con respecto a la quinta
coordenada y y el tiempo ¢, respectivamente.

La solucion exacta de estas ecuaciones determina una configuracién de
campo para el modelo y en este caso esta dada por las siguientes expresiones
analiticas para el factor de deformacion y el factor de escala:

=[G ety -], a=e" )

donde gy es una constante de integracién que denota la posicion de la mem-
brana, H es la constante de Hubble que describe la expansién acelerada de
dicha membrana, mientras que 1/b parametriza su ancho y estéd relacionada
con la constante cosmoldgica en 5D de la siguiente manera:

As = 60 (7)
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implicando que la curvatura del espaciotiempo pentadimensional es constante
y positiva, es decir, que corresponde a de Sitter en 5D, pues el mundo mem-
brana esta modelado solo por gravedad con constante cosmolégica.

De este modo, el elemento de linea 5D comprende una métrica tetradi-
mensional inducida tipo de Sitter multiplicada por el factor de deformacion
e?’¥) y adopta la forma siguiente:

2

ds® = 7 cos®(by) [—dt2 + " (dx? + dal + dx%)] + dy?. (8)
Mas adelante va a ser conveniente usar la forma conforme de la métrica
(8), para obtenerla es necesario realizar la siguiente transformacién de la
coordenada extra

dw = e TWdy, (9)

de donde se obtiene la expresién para w en términos de y:

2 b
w(y) = /e‘f(y)dy = ﬁarctanh [tan (5)] ; (10)

donde ahora el rango de w es —oo < w < +00. En este lenguaje el factor de
deformacion f adopta la expresion

f(w) =1In {]Zsech([-[w)} : (11)

mientras la métrica adquiere la forma conforme:

ds? = MW {ﬁuy(x)dx“dx” + dwﬂ
2
= I;sechz(Hw) [—dt2 + e?Ht (dx% + da3 + dx%) + dwﬂ . (12)
Una manera congruente de interpretar fisicamente esta solucion es la sigu-
iente: tenemos toda una familia de soluciones regulares que representa un
universo de Sitter plano tetradimensional (una membrana en expansién) in-
mersa en un espaciotiempo de Sitter de cinco dimensiones.

Puesto que nuestro Universo se esta expandiendo de una forma acelerada,
este puede ser descrito por la membrana dSy, pues la segunda derivada del
factor de escala es positiva definida a > 0, hecho que es importante para la
cosmologia del modelo en consideracion. Ademas, la constante cosmoldgica
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efectiva en 4D esta relacionada con el parametro de Hubble de la manera
usual, es decir, que Ay, = 3H? como veremos més adelante.

De este modo, esta métrica surge como una solucion soliténica pura-
mente geométrica generada por la curvatura positiva de las dos constantes
cosmoldgicas Ay y Aj y, por lo tanto, describe la inmersion de una membrana
dS4 en un espaciotiempo dSs. Cabe subrayar que este mundo membrana re-
quiere que tanto A4, como Aj sean no triviales, pues al anular cualquiera de
ellas la solucién pierde su sentido fisico.

La métrica (12) se puede expresar en la forma gy;n = €2/ gasn, hecho que
nos permite calcular el escalar de curvatura pentadimensional R en términos
del escalar tetradimensional R y el factor de deformacién con ayuda de la
siguiente formula multidimensional

R=e?[R-2(d—1)g""Tuvnf - ([d—2)(d-1)g" " ufunf],
(13)
donde d es el nimero total de dimensiones. De este modo, en nuestro caso
se puede separar la accion efectiva tetradimensional de la accién en 5D:

Sef D/dA‘a:\/—g {2]\/[3/ {e3fR+4HQe3f (5 SechQ(Hw)—?)) —2e5fA5} dw} :
(14)
Una vez que se ha integrado esta accién con respecto a la quinta dimensién,

uno debe comparar el resultado con la forma canoénica de la accién de Einstein—
Hilbert en cuatro dimensiones, es decir, con la accion sobre la membrana

Stmembrana = 2M2 / d'zy/~1g ("R~ 2A,) . (15)

Esta comparacion nos permite derivar la escala de interacciones gravita-
cionales tetradimensionales enfocando nuestra atencién en el término de cur-
vatura:

o0

M2, = 0 / - MEHE /oo _mMPH? 36 MPH?

) duy B sech® (Hw)dw TR T

T (1)
Esta es una magnitud finita, tal y como debe ser para toda teoria de campo
bien definida en cuatro dimensiones.
El segundo y tercer términos de la integral (14) contribuyen a la definicién
de la constante cosmoldgica en 4D:

A = [

—00

o0

[8M3H263f (3 - 5sech2(Hw)> + 4M365fA5} dw. (17)
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Después de integrar con respecto a la dimensién extra y simplificar la ex-
presion resultante obtenemos

Ay = 3H? (18)

Una caracteristica interesante de este modelo radica en que al poseer dos
parametros libres en la solucion, b y H, la constante cosmoldgica tetradi-
mensional es completamente independiente de la pentadimensional (véanse
las formulas (7) y (18) que las definen). De este modo, A4 se puede hacer
tan pequenia como uno desee, mientras la constante cosmolégica en 5D, asi
como otras propiedades geométricas del modelo, permanecen invariantes.

Ahora analicemos si la gravedad de nuestro mundo tetradimensional se
puede recuperar a partir de la solucién obtenida en cinco dimensiones (a este
aspecto del modelo se le conoce como localizacion de la gravedad) y si este
modelo es estable bajo pequenas perturbaciones de la métrica.

Con este fin primero se perturba la métrica de fondo (12) en la denomi-
nada norma axial hsy; = 0

ds® = 2 (G + Dy (2P, y)] datdz” + dy?. (19)

Posteriormente se calculan las ecuaciones de Einstein a primer orden, es
decir linealizadas, y se estudia la dinamica de dichas fluctuaciones tensoriales
hu (2, y) de la métrica de fondo con el objeto de obtener un modo tensorial
normalizable sin masa y espin 2 que pueda ser interpretado fisicamente como
un graviton tetradimensional estable.

Al seguir esta linea de razonamiento nos vamos a limitar a estudiar solo los
modos transversos de traza nula fLW que satisfacen las siguientes condiciones
BZ = 8‘%,“, = 0; si ademés realizamos el cambio de coordenadas (9) y
proponemos el siguiente ansatz para la separacion de variables

B —5f(w)

hw = Cpe™ "W (w)g(x) (20)
donde €}, son constantes arbitrarias, entonces las ecuaciones de Einstein
linealizadas se descomponen en una ecuacion tetradimensional y otra ex-
tradimensional, es decir, una ecuacion que describe el perfil del graviton a lo
largo de la dimension adicional.

De este modo, la ecuacion relevante en cuatro dimensiones estd dada por

(—@2 —3HO, + e 2HV? — 2H2> g(x) = —m?2g(x), (21)
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donde la constante de integracién m? se define como la masa de los modos
excitados de Kaluza-Klein que un observador mide en un espaciotiempo de
Sitter en cuatro dimensiones.

Por otro lado, la ecuacién que describe el perfil extradimensional del
graviton adopta la forma de la ecuacién de Schrodinger:

9 . 3
(—ag,+4f2+2f —m2> W(w) = 0, (22)

donde uno puede facilmente identificar el potencial mecénico cudntico Vs
de la siguiente manera

3 1

15
o =

Vou = ? 2+ I — H?sech*(Huw) (23)
4 4 4

y ver con claridad que su forma estd determinada completamente por la
curvatura del espacio tiempo en cinco dimensiones. En la iltima igualdad se
ha hecho uso de la expresién (11) para el factor de deformacién, hecho que
transforma Vs en un potencial modificado de Péschl-Teller. Esta forma del
potencial mecanico cuantico asegura la existencia de un salto en el espectro de
masas (mass gap) entre el estado base (sin masa) y el primer estado excitado
masivo, pues su valor asintotico es definido positivo y esta dado por %H 2o
equivalentemente, por m = %

Esta es la forma en la que se obtiene un problema clasico de valores pro-
pios para la ecuacién de Schrodinger (22) con el potencial modificado de
Poschl-Teller (23) al estudiar la dindamica de las fluctuaciones métricas lin-
ealizadas. De manera curiosa, esta ecuacion se puede resolver analiticamente

y su solucién general esta dada por
U(w) = Cy P (tanh(Hw)) + Coy Q' (tanh(Hw)) (24)

donde C y Cy son constantes de integracién arbitrarias, P4 y Q5 son fun-
2 2

ciones asociadas de Legendre de primera y segunda clase, respectivamente,

de grado v = 3/2 y orden p = \/% — Z—z
Esta solucion posee dos estados discretos: el primero corresponde a un

estado ligado sin masa, con energia Fy = —%HQ y pu=3/2

Uo(w) = ko sech%(Hw), ko = const. (25)
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fisicamente interpretable como un graviton renormalizable localizado en la

membrana (esta es una condicién necesaria para que la gravedad tetradimen-

sional se pueda describir correctamente en el marco de nuestro modelo); el

segundo estado corresponde a una excitacion masiva con m? = 2H?, energia
_ _1pp2 _ 1

Ey=—1H yp=3

Uy (w) = ky sinh(Hw) sech%(Hw), ki = const. (26)

y representa un gravitén masivo que también esta localizado sobre la mem-
brana; finalmente se tiene todo un continuo de modos masivos a partir de
m > % descritos por las siguientes funciones propias con orden imaginario

p=1p

U, (w) = Cy Py (tanh(Hw)) + Cy Q3" (tanh(Huw)) (27)
2 2
donde p = Z—; — %, que asintéticamente se comportan como ondas planas:

Uh(w)=>" C’iPétip (tanh(Hw etitpw (28)
+ —

1
~ _
)~ e
de acuerdo con lo que uno esperaria en un escenario mecanico cuantico. Es
util senalar que al realizar este ltimo calculo se ha considerado que 2m > 3H
y Cy = 0 en la ecuacién (27).

Este resultado nos prepara el camino para ver como la ley de Newton
se ve corregida por efectos multidimensionales, puesto que son precisamente
estas excitaciones masivas de Kaluza-Klein las que contribuyen a la ley de la
gravitacion universal con pequenas correcciones provenientes de la dimension
extra.

Ahora tomemos el limite de membranas delgadas H >> 1 y coloquemos
dos particulas de prueba, una con masa M; y otra con masa Ms, en la di-
reccion transversa a la quinta dimensiéon. Resulta que en el limite newtoniano
las correcciones al potencial gravitatorio pueden expresarse de la siguiente
manera

MM 00 2
Ur) ~ S (G M o) P [ dme™ [0 (o) )
mo
M, M.
- 170 2(Ga+ AGY), (29)
donde la membrana esta localizada en w = wy, G4 es la constante de

acoplamiento gravitacional en cuatro dimensiones, W;(zg) es la funcién de
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onda del primer estado excitado y puesto que es una funcién impar, no con-
tribuye de forma alguna en el limite de membranas delgadas que estamos
considerando, finalmente W*(wy) representa el continuo de estados masivos
que necesitan ser integrados sobre sus masas.

De este modo, las correcciones a la ley de Newton adoptan la siguiente

forma: .

AG4NM;3 1 26 2 <1—|—O<1>)7 (30)

r=Hr[ Hr Hr

indicando su caracter despreciable, pues decaen exponencialmente debido a
la presencia del salto en el espectro de masas de las excitaciones de Kaluza-
Klein del gravitéon multidimensional. Esta serie de resultados muestra que
la gravedad tetradimensional se puede describir correctamente en nuestro
mundo membrana en expansién, requerimiento que todo modelo extradi-
mensional debe satisfacer para poder ser considerado como realista.

De una forma similar, se puede demostrar que nuestro mundo membrana
suave admite la localizacién de campos de norma vectoriales que en particular
describen el electromagnetismo que observamos en nuestro mundo (esta es
una peculiaridad que no esta presente en los modelos tipo Randall-Sundrum).

Consideremos la accién pentadimensional para el campo vectorial

1
Sl = _Z /d5l’\/ —g gMNgRSFMRFNs, (31)

donde Fyny = OyyAn — OnAyy. Las ecuaciones de campo que se derivan de
esta accion son

\/1_—96M (\/—_QQMNQRSFNS) =0. (32)

Con ayuda de la métrica de fondo (12), las ecuaciones de campo se pueden
expresar del modo siguiente

1
0, (V=3 379 Fn ) + 3¢ 10, (¢ Fa) =0, (33)

-
0. (\=0 9 F5) =0 (34)

Elijamos la condicién de norma As = 0 haciendo uso de la libertad que
tenemos. De este modo, la accién (31) adopta la forma

1

Sl = _Z / dBI\/ _g{g#agyﬁF#uFaB + 26_2][9“”6111’4#81014”}‘ <35>
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Si a continuacion hacemos uso de la siguiente descomposicién de Kaluza-
Klein para el campo de norma A,

Au(q:’\, w) = Z al(f) (31:’\)pn(w)e’f/2 (36)

y exigimos que se satisfagan las condiciones de ortonormalizacién para las
funciones p, (w)

[ putw)pa(w)dw=5,,, (37)

la accién (35) se transforma en (salvo términos de frontera)
~ 1A Ay n n 1 ~uv (n) (n
Si= % [dtey/=g (= 4@ g S8 - Gt ¢aPa), (39

donde ahora fl(];) = J,alV — &,al([‘) es el tensor de Faraday tetradimensional
y m,, define la masa del campo de norma en cuatro dimensiones aL”).

Por otro lado, haciendo uso de (36) y la definicién de la masa tetradi-
mensional m,, del campo vectorial ag‘), la ecuacién (33) se transforma en una
ecuacion de Schrodinger para los modos vectoriales de Kaluza-Klein p,,(w)
en la dimensién extra

<02+ Vi(w)] pu(w) = m2pa(w), (39)
donde ahora el potencial mecéanimo cudntico V;(z) estd dado por
1 1 H? 3H?
Vi(w) = 5@5, f+ 70 f)? = o Tsechz(Hw). (40)

Aqui se debe senalar que la ecuacién de campo restante (34) nos propor-
ciona la condicién de norma de Lorentz para el vector de norma en cuatro
dimensiones aL”).

El potencial (40) también tiende asintéticamente a un valor positivo
definido H?/4, hecho que asegura la presencia de un salto en el espectro de
masas de los modos vectoriales de Kaluza-Klein. De esta forma, al tomar en
cuenta la expresion del factor de deformacién (11), la ecuacién (39) también
se convierte en una ecuacién de Schrodinger con un potencial de Poschl-Teller
modificado:

2
—9% — 3ljfsech2(Hw) Pn = Enpn, (41)

w

..95...



donde E,, = m? — HTQ. El espectro de energia de los estados ligados se puede
expresar del siguiente modo

E,=—-H? (; — n)2 (42)

o en términos del cuadrado de la masa:

m? =n(l —n)H? (43)

n

Puesto que n es un entero que debe satisfacer la desigualdad 0 < n < %

2
entonces hay un solo estado ligado (el estado base), es decir, el modo cero

sin masa (m3 = 0) y normalizado

po(w) = \/[ZSeCh(Hw), (44)

hecho que implica que el modo cero del campo de norma se localiza sobre la
membrana.

Asimismo, a partir del salto en el espectro de masas definido por m? =
H?/4, los modos continuos estan dados por funciones asociadas de Legendre
de primera clase, grado v = 1/2 y orden puramente imaginario p = iff =

i/m?/H? — 1/4:
pu(w) = C4(B) P (tanh(Hw)) + C_(8) Py (tanh(Hw)),  (45)

donde ahora CL(f) son funciones arbitrarias que dependen de 5. Esta ex-
presion de la solucion general se debe a que las funciones asociadas de Legen-
dre de primera y segunda clase son linealmente independientes, no obstante,
existe la siguiente relacion entre ellas

F<V+M+1)P_“(x) . (46)

Qy (r) = T Py () cos(mp) — Tw—pt1) "

~ 2sin(mp)

De esta manera es mds evidente cémo la solucién general (45) se comporta
asintoticamente como ondas planas

+ip eii,BHw

Py (tanh(Hw)) ~ ———. 47
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Del mismo modo que en el caso gravitatorio, estas expresiones van a ser
de extrema utilidad cuando se calculen las correcciones a la ley de Coulomb
provenientes de los modos masivos extradimensionales del campo de norma.

Ahora consideremos la interaccién de dos fermiones con un campo de
norma en el mundo membrana pentadimensional estudiado con antelacion
con la finalidad de calcular las correcciones de naturaleza multidimensional
a la ley de Coulomb en cuatro dimensiones:

S = /d4xdw V=g (—es)V(z, w)TM Ay (2, w) ¥ (z, w), (48)

donde e5 es una constante de acoplamiento en 5D. Aqui se debe senalar que
vamos a considerar que el fermién tetradimensional con quiralidad izquierda
corresponde a un modo cero sin masa del fermién pentadimensional.

De esta forma, después de llevar a cabo la reduccion dimensional de esta
acciéon, todos los modos vectoriales de Kaluza-Klein van a interactuar con el
modo cero del fermién tetradimensional sin masa Lo(w) que estd localizado
sobre la membrana:

SIDZ:/d4:Edw —q 65f(—65)e_zf?zo(fﬁ)Loe_fﬁua(n)( Je 172 py (w)e ™ o () Ly
= (—65)2 dw e 1/ p,(w)L3(w /d4 \/7@50 VMan ) o ()
= /d4m \/Q {— e&o(w)v“aﬁ?)(x)%(w)—ij En%(xﬂu%n (95)7»00(95)}’ (49)

n

donde al tomar en cuenta la igualdad (44) obtenemos la siguiente expresién
para la carga tetradimensional del fermién atrapado en la membrana

6—65/dw€ 112 po(w) L (w \/>/de2 \/37

mientras que por ¢, se denotan los acoplamientos efectivos en cuatro dimen-
siones

€n = 65/dw e 12 pp(w)Li(w) = e\/j/dw e 12 pp(w)Li(w), (50)

con los p,(w) dados por la solucién (45) a la ecuacién de Schrodinger (39)
y ¥, representa una suma o integracion (o ambas) con respecto a n, depen-
diendo del cardcter discreto o continuo (o mixto) de los campos de norma
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al(x) y de los acoplamientos €, (w), donde estos tltimos estan determinados

por py(w
En el limite no relativista, el potencial de Coulomb entre dos fermiones
cargados que intercambian un fotéon de Kaluza-Klein esta dado por

e? o0 62
Vir) = — + dm—"-e= ™"
(r) 4rr mo 4mr
02

dmr

- [1 + 7; dm e ™" (/dw e /) (w)Lg(w))Q] , (51)

donde my = H/2 es el primer estado excitado masivo. De este modo, el
potencial de Coulomb y sus correcciones provienen del modo cero y de los
modos masivos de Kaluza-Klein del campo vectorial, respectivamente.

Para calcular los acoplamientos efectivos tetradimensionales €, es nece-
sario hacer uso del modo cero del fermion izquierdo localizado en la mem-
brana dado por

NI

Lo(w) = [H L <b+22bM)] sech%(Hw), (52)
Ve (%)

donde M es la masa pentadimensional del fermién. Al sustituir el factor de
deformacién (11) y la expresion (45) para las funciones p,, en (50) obtenemos

2M+b
€n = e\/_ 2b /dw sech 2 ( ) [Z CL(B Pf;;ﬁ (tanh(Hw))
_ ST (Mgfb) L (*5) [Z CL(B) P55 (0 )] (53)
= 1/2 )
H 1 <%> T <4M+b>
donde = /%5 — 1, v ademas hemos hecho uso de la siguiente definicion de

la funcién delta correspondlente al limite de membrana delgada H >> 1:

HF AM+Db B
§(w) = lim (‘*”)sech%ﬁ’(ﬂw), AM > b. (54)
H—oo \ /aT <4M b)

'Es realmente facil corroborar que esta definicién posee todas las propiedades de la
funcién de distribucién delta normalizada a la unidad.
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Entonces el potencial de Coulomb se expresa como

r 2
o2 - F(QJ\;[;I;)F(ML)—IJ) o » 2
— |1+ /d ST CL(B)PEY (0)] | =
4dmr _ H( F(%) F(4]\gb+b> e m e zi: +(8) 1/2 (0)

r 2
s H?W(F (259 F(%b)) R S (N
| ) W D)
De este modo, el potencial de Coulomb corregido esta dado por
2
V()= —[1+AV], (56)

 4ar

donde

AV =27 P () ! Lo (L)) e
e rarar e 00t o

b 1

Una vez mas hemos obtenido correcciones que decaen exponencialmente, in-
dicando que estas tienen un caracter muy pequeno. A pesar de que estas
correcciones dependen de los parametros del campo fermionico y la constante
cosmolégica en 5D M y b, es interesante tratar de usar las cotas experimen-
tales existentes para la masa del foton con el fin de analizar la viabilidad del
presente modelo.

Ahora consideremos la accién anterior acoplada minimamente a un campo
escalar fantasma ¢(t,w) que depende del tiempo y se puede propagar en el
espacio multidimensional

1 1
— [ @y ~20)+ 5 (V6]
So= [ a5 |7z (R=20) + 5 (V6)° (58)
con una métrica anisotrépica del espaciotiempo
ds? = /) {—dt2 + a*(t) [e“(t*") (de + dy2) + e‘zu(t’w)dzﬂ + de} . (59)

Las ecuaciones de Einstein y Klein-Gordon correspondientes son mas com-
plicadas que las que estudiamos anteriormente, no obstante, estas se pueden
resolver de modo exacto, obteniendo la siguiente solucion:

a(t) = et F(w) = In [[Zsech (H (w — wo)]} , (60)
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B(t,w) ~ u(t,w) = e(t)x(w)e 2/, (61)
X(w) = Cy Py, [tanh (H (w — wp))] + C2Qf 5 [tanh (H (w — wp))],  (62)

donde ahora el orden de las funciones asociadas de Legendre p = % — 2—22
estd dado en términos de la constante (2. Cabe senalar que el campo escalar
¢ es proporcional a la funcion métrica u: ¢ ~ u.

La fisica de este modelo para las fluctuaciones gravitatorias es muy simi-
lar a la del modelo anterior (1) y permite localizar la gravedad tetradimen-
sional del mismo modo. No obstante, la novedad de este mundo membrana
anisotrépico estriba en que la ecuacién que satisface la funcién temporal €(t)
de u es la del oscilador arménico amortiguado. De este modo, tenemos tres
casos diferentes dependiendo de la relacion entre 2 y H, pero todos presentan
un comportamiento que se desvanece a medida que pasa el tiempo (u — 0)
dejando una métrica isotrépica y homogénea:

a) caso subamortiguado (2 > 9H?/4)
e(t) = Ce M gin (wt + 6) (63)

donde la constante C' denota la amplitud de las oscilaciones, el parametro

w=4/02— %H 2 es la frecuencia de las oscilaciones sin amortiguacion y ¢ es
una fase constante arbitraria.
b) caso amortiguado critico (Q* = 9H?/4)

e(t)=e M (at + ) | (64)

donde o y [ son constantes arbitrarias determinadas por las condiciones
iniciales.
c) caso sobreamortiguado (Q? < 9H?/4)

e(t) = e Mt (ae‘:’t + Be“vt) : (65)

donde ahora @ = %HQ — Q2

Como se puede observar facilmente, todas estas funciones decaen expo-
nencialmente a cero en el tiempo, hecho que se traduce en la desaparicion
exponencial de la funcion métrica u — 0 que, a su vez, transforma la métrica
original anisotrépica en una métrica de fondo pentadimensional isotropica
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donde la membrana inducida es el espaciotiempo de Sitter tetradimensional,
dando lugar a un mecanismo muy natural de isotropizacion.

Cabe senalar que dicha isotropizacién toma lugar de forma superexpo-
nencial en la métrica para una amplia gama de condiciones iniciales (para
todo tiempo inicial arbitrario ¢; > 0 y cualquier valor de las constantes de
integraciéon C, a, fy 0), dando lugar de manera abrupta al surgimiento del
mundo membrana (12) estudiado con anterioridad:

ds? = eXf W) [—dt2 + a(t) (dx2 + dy? + dz2) + dwﬂ :

Se debe mencionar que junto con la funcién wu, el campo escalar también
desaparece exponencialmente como consecuencia de su proporcionalidad. De
manera curiosa, mientras la métrica tetradimensional se isotropiza y el campo
escalar desaparece, el espacio pentadimensional so torna més y méas anisotrépico
con ayuda del tensor no local de Weyl proyectado a la membrana 4D.

Ahora vamos a agregar al modelo una membrana delgada:

2 ~ 2
RMN = ggMNAg) + 87TG5 —5M¢8N¢ + TMN + ggMNU(¢7 t)é(w> ) (66>

donde o(¢,t) es la tensién de la membrana que, en general, depende del
campo escalar y del tiempo, y

- 1 "

Tyn =Tun — ggMNTA (67)
es el tensor de energia-momento de la membrana. También vamos a intro-
ducir dos factores de escala Fi(t) y F(t) en la métrica e impondremos la
simetria de reflexion a lo largo de la quinta dimensién:

ds? = e2elvl {dt2 — Ff(t)e“(t’w) (dx2 + dy2) — Fg(t)e_Qu(t’w)dzﬂ —dw?* , (68)

donde a es una constante. La peculiaridad del modelo (68) radica en que
las tres dimensiones espaciales de la membrana pueden evolucionar (ex-
pandiéndose o contrayéndose) en el tiempo a través de los factores de escala

La soluciéon completa ahora esta dada por:

Fi(t) ~efft | By(t) ~ e 2t (69)
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lal

P(t,w) =4/ 163;(; [A sin(wt)e 2|1, <|Z|e“|“’|> + 2Ht] , (71)

donde H es una constante, el pardmetro a debe ser positivo definido a > 0 y
Jo es una funciéon de Bessel de segundo orden y primera clase. La amplitud del
campo escalar fantasma ¢ se incrementa/decrece linealmente con el tiempo
dependiendo del signo de la constante H.

De este modo, la métrica adopta la siguiente forma anisotropica:

u(t,w) = A sin(wt)e 2l J, (“eW> : (70)

ds? = e2alvl [dtQ _ plutw)+HY (de + dy2) _ 6—2[u(t,w)+Ht]dZ2} — dw?. (72)

Es evidente que para valores positivos de la constante de Hubble, la
métrica del espaciotiempo se expande en las direcciones x e y, mientras
se contrae en la direccién z. Esto significa que para intervalos de tiempo
macroscopicos la membrana tridimensional se va a convertir en una mem-
brana bidimensional y solo va a tener de manera efectiva dos dimensiones
espaciales. Este resultado se puede generalizar rapidamente a un nimero
arbitrario de dimensiones del espaciotiempo y puede tener aplicaciones en
teoria de cuerdas, por ejemplo.

Este efecto se puede ilustrar de manera simple con un cubo de hielo que
se derrite bajo la accion del calor: a medida que pasa el tiempo la materia
tridimensional abandona el cubo y se va esparciendo (expandiendo) en dos
dimensiones, perdiendo el acceso a la tercera dimension.
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LA FISICA DE LAS BARRAS DE ERROR

por Guillermo Hinojosa.

Estas notas son parte del manual de experimentos de fisica que se en-
cuentra en preparacion [1]. Son autocontenidas y se pueden entender sin
hacer referencia al libro. Una referencia general para el lector interesado es
FEvaluating Measurement Accuracy: A Practical Approach [2].

Cuando la variable de interés se deriva de otras variables que se miden
y que tienen una incertidumbre asociada, entonces el valor de esa varible
debe tener otra incertidubre o error. Por ejemplo, supongamos que se quiere
derivar la temperatura 7" de un gas ideal del volumen V' y la presion P. Estas
variables estan relacionadas mediante la conocida ecuacion:

r="7 )
nRik
en donde n y R son constantes. En realidad, uno nunca mide V' y P; sino
V +6V y P+dP, donde 0V y dP son los errores respectivos asociados al
hecho de medir. Es razonable pensar que debido a las incertidumbres en la
presion y el volimen debe haber una incertidumbre 67" en la temperatura.
Se dice que los errores en V' y P se propagan hacia T ; Como se puede saber
el valor de 0T propagado a partir de 6V y o P?.
Se presentan ejemplos de casos simples que ilustran la interpretacion de
las incertidumbres o errores experimentales. Existe el caso general que no se
discutira en estas notas.

El caso lineal

Supongamos que « depende de § y v segun:

a=p-—7y (2)

y que tanto 3 como v tienen errores 63 y 07, es decir, los valores reales de
By yson f+408yy=+dy. Esimportante tomar en cuenta que estos errores
pueden ser sistematicos o estadisticos. da se interpreta como alguna medida
de la dispersién que en general, para el caso de errores estadisticos, se toma
como la desviacién estandar o,,. Es decir, para efectos de nuestro analisis son
equivalentes:

oo = o, (3)

. 105 ..



La desviacién estandar o, se puede escribir como

00 = (e —a]") (4)

donde @ representa el valor promedio de todos los valores de «. Sustituyendo
el valor de av dado por la ecuacién (2) y @ por  — 7 en la ecuacién 4

o0 =A((B=7)—B-7" ()

desarrollando el binomio al cuadrado de esta ultima ecuacién

o ={(B-7)7=-28—B-7+B-7)?%
02 = (B2 =288+ B + 92 — 297 +7° — 287 + 267 + 298 — 2B7)

oo =B = BN+ {lv = 7" + —28[y = 7] + 2B[y = 7))

agrupando

o = ([B=BN") + [y = 71") + 2{[vy =718 — B])

que utilizando la definicién dada por la ecuacién (4) queda

0o =05+ 05— 2{[y =718 — Bl) (6)

El dltimo término de esta ultima ecuacién (6), es por definicién (en forma
equivalente a la ecuacién (4)):

(=78 =B = 3 20 -7~ @

y se conoce como la ecuacion de correlacion de primer grado. Es una medida
de la dependencia entre dos variables, en este caso S y . Si las variables no
estdn relacionadas!, entonces se espera que:

(ly=7llB =05 =0 (8)

y la ecuacién (6) se simplifica a:

ITambién se usa el término de variables no correlacionadas.
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— ag + 03 9)

que es equivalente a:

sa? = 6% 4 62 (10)

y establece que el cuadrado del error propagado a una variable es simplemente
la suma de los cuadrados de los errores de las otras variables, siempre y
cuando no exista relacién entre ellas.

En general, el error § f de f para f = f(x1, x9, z3...xy5) donde dx1, dxs, dx3...

son los errores asociados a cada una de las variables z; no correlacionadas
esta dado por:

5f = \/62% + 6} + 623 + ... + 6%, (11)

o en forma compacta,
N
5f =S de? (12)
i=1

En algunos libros a la ecuacién (11) le llaman la suma de las cuadraturas
aunque parece que es un término poco usado. Finalmente, se puede demostrar
que si

a=p+y (13)

sus errores también se cumplen las ecuaciones (9) y (10).

Propagacion de errores para variables relacionadas por un producto

Otro caso interesante es cuando las varibles estan relacionadas por un
producto. Digamos que

f = any (14

el truco consiste en aplicar el logaritmo a la ecuacion 14

Inf=alnz+blny (15)
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y después utilizar la teoria para la propagacion de errores del caso lineal que
acabamos de ver. Segun la cual, el cuadrado del error es igual a la suma de
los cuadrados de las variables. En este caso las variables son (alnz) y (blny):

§*(In f) = 6*(alnx) + 6*(bIny)
en donde, podemos interpretar a ¢ como el operador diferencial:

[6(In f)]? = a*[d(Inx)}* + b[0(In y)]?

0f 2 21019 | 120y

— | =a|—]"+ 07— 16

S = R+ (Y (16)
nétese que no importa el signo de a ni b. Si b = —1 la ecuacién (14) corres-

ponde a un cociente pero los errores se propagan igual que para un producto
con b positivo.

Si se tiene un conjunto de valores {x;, y; } experimentales en donde se sabe
que las incertidumbres de z; e y; siempre son dx y dy, entonces la ecuacién
(16) se puede escribir:

O

fi T Yi
Lo que significa que el error es multivaluado, es decir, que d f; tiene muchos
valores porque es una funcién de z; e y;. Cuando f es una funciéon monoétona
y bien comportada de x; e y;; v las condiciones experimentales lo permiten
se puede aproximar a que ¢ f sea univaluada en un cierto intervalo haciendo
uso de T y de ¥:

O, k (17)

0f 2 20Ty 190y
[=]" =[]+ 0[] (18)
f T Y
lo que implica que f no cambia mucho en el interlzalo de interés: f; ~ f,
x; 2 Tyy ~7ypara Vf; vy V{z;,y;}. Despejando f de la ecuacién (18) se
obtiene una expresioén practica:

ox oy
Of = (/a?[—]% + b?[—=]? 19
= et (19)
En conclusion, con un anélisis sorprendemente sencillo se puede entender

como una variacion de un parametro puede propagar un variacién hacia otra
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variable. Esto se puede aplicar para estudiar el diseno de un experimento o
para tener una idea general de como afecta la incertidumbre de una medicion
a un experimento.
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1. Introduccion.

Cuando hace casi un siglo, se concibié la mecanica cuantica, sus principa-
les desarrolladores comprendieron que la vision humana del universo adquiria
aspectos nunca imaginados. Erwin Schrdinger escribia en 1935 que en el labora-
torio jamads se estudiarian sistemas cuanticos individuales, y que por tanto las
conclusiones aparentemente absurdas que resultaban de la descripcién cudntica
de sistemas individuales no eran observables. Como normalmente ocurre en cien-
cia, ésta y otras afirmaciones debian ser puestas a prueba. Desde los comienzos
de la mecénica cudntica se han desarrollado las técnicas (tedricas y experimen-
tales) para probar sus fundamentos a través de la realizacién de experimentos
que en su concepcién se pensaron como irrealizables (experimentos mentales).
Durante la segunda mitad del siglo pasado, avances tecnolégicos impulsados por
retos ciéntificos cada vez mas ambiciosos, permitieron obtener un control extra-
ordinario de sistemas cudnticos elementales tales como dtomos y cuantos de luz
(fotones). La caracterizacion del estado cudntico de sistemas individuales y los
efectos que sobre este estado ejerce su entorno es en la actualidad una de las
areas de mayor desarrollo en Fisica. No solo se ha comprobado la existencia de
correlaciones cuanticas en los grados de libertad internos de estos sistemas ele-
mentales sino también se ha dado inicio a un estudio amplio de los efectos de las
correlaciones cudnticas de estos sistemas con su entorno. Estos estudios han da-
do pie a el aprovechamiento de la fisica cuantica para el desarrollo de protocolos
especificos (ingenierfa cudntica) como, por ejemplo, la generacién, codificacion,
transmisién y lectura de informacién (informacién cudntica). Simultdneamente
se ha incrementado nuestro conocimiento acerca de los mecanismos naturales
que enmascaran a las correlaciones cudnticas rompiendo la barrera de la fisica
cudntica hacia las fisica clésica.

En este escrito se ilustran brevemente algunas de las herramientas tedricas y
experimentales bésicas detras del control cuantico de sistemas elementales ma-
teriales y del campo electromagnético. Para celebrar el otorgamiento del Premio
Nobel de Fisica 2012 a investigadores pioneros en esta area, se describira parte
del trabajo de sus receptores, los profesores S. Haroche y D. J. Wineland. Espe-
ramos que estas notas siembren el interés entre sus lectores sobre la riqueza del
mundo cudntico y la enorme oportunidad de estudiarlo y de aprovecharlo que
ha sido generada por los avances experimentales recientes.

cee 111 oo



2. El modelo de Jaynes-Cummings.

El modelo de Jaynes-Cummings [1] establece un esquema para la descripcién
de dos sistemas cuanticos elementales interactuantes de los cuales se ha iden-
tificado un conjunto minimo de variables de interés. Este sistema involucra un
ente con sélo dos estados como opcién razonable y otro sistema elemental cuya
Unica variable de interés es su energia que, ademas, solo puede tomar valores
que son multiplos semienteros y positivos de la cantidad que denotaremos por
fiw. con h = 1,0545717310~3*m?kg/s la constante de Planck.

En la practica este sistema puede ser realizado en laboratorio de forma apro-
ximada en al menos dos esquemas de gran interés. En ambos, el primer ente de
interés es un atomo neutro o un atomo cargado positivamente que se prepa-
ra en un estado interno con todos los nimeros cuanticos internos plenamente
especificados y que interactua con radiacién electromagnética con frecuencia y
polarizacién controladas a tal grado que solamente transiciones atémicas en-
tre el estado interno de preparacién y otro estado plenamente determinado son
altamente probables. En estas circunstancias, se dice que se cuenta con un ato-
mo de dos niveles. El campo electromagnetico puede ser considerado como el
otro sistema cuantico; suele exigirse que este tenga condiciones iniciales da-
das, como por ejemplo la garantia de estar en el estado de vacio (ausencia de
fotones) del modo de interés en la regién del espacio donde se encuentra el 4to-
mo. Posteriormente la interaccion atomo -luz modificara este estado del campo
electromagnético. A estos experimentos se les conoce como de electrodindmica
cudntica en cavidades[3, 4, 5, 6]. El segundo esquema corresponde a que la luz
se encuentre en un estado en que su descripcién cudntica no sea necesaria. Esto
ocurre por ejemplo, cuando la luz es emitida por un laser. En tales circunstancias
el sistema cuya tnica variable de interés es la energia puede realizarse en térmi-
nos de el estado cudntico de movimiento del propio dtomo si este es confinado
por una trampa armonica. En este esquema el atomo requiere primeramente
ser enfriado al grado que el centro de masa pueda ser plenamente congelado,
es decir llevado al estado de vacio vibracional. Se buscard ademas traducir a la
interaccion dtomo-luz en una interaccion efectiva del estado interno del atomo
con su estado de movimiento [7]. Ambos esquemas se describen en mayor detalle
mas adelante.

Denotemos por

le) (Estado excitado) y lg) (Estado base)

a los estados internos del 4tomo que tienen energfas fiws /2 y —hwa/2,asociadas
con un Hamiltoniano H 4. Concentremonos en un solo modo del campo electro-
magnético,

E(@) = i 5 - (aelkc'r ¢ — al e7heT é*)
€0T

con una frecuencia cuasi resonante con la frecuencia de la transicién atémica,

o~

wAa We
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A éste modo le asociamos el hamiltoniano que nos da la energia en términos del
nimero de fotones en dicho modo,

1
He = hwe (aTa + 2) .
La interacciéon atomo-campo es de tipo dipolar,
Hint = —d- E(ch) y d = qR )

donde 7%, es la posicién de centro de masa del d&tomo y R es el operador de
posicion del electrén que efectuard la transicién relativo al centro de masa del
dtomo. Entonces el hamiltoniano del sistema dtomo-+campo es

H = Hy + Ho + Hipt -
En términos de los operadores de transicién atéomica
or = leYgl vy o- = lg)el,
y el operador de inversién atéomica
oz = le)(el — lg){gl

tenemos que

Hy = — 03 (1)
y la interaccién dipolar se escribe en la forma
Hiny = hg(Fom) 04 @ + hgi(Fom) 0— a + hg(Fum)* o— a' + hgy (Fom)* 04 al

donde las frecuencias ¢(7em) v ¢1(7em) estdn definidas por

ng(Fem) = —igo e™erem hg1(Fem) = —igio e’
hw 7 . hw - R
go = 250; (el dlg)-€, g0 = 260; (gl dle)-¢.

La aproximacién de onda rotante corresponde a despreciar en H;,; los térmi-
nos de alta frecuencia de oscilacién que son aquellos proporcionales a g1 (Tep,).
Esta aproximacién es valida cuando las escalas de tiempo de interés son mucho
mayores que uno entre las frecuencias involucradas en el problema (1/wa y
1/w.). Se obtiene finalmente el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings

h 1
H = %03 + hw, (aTa + 2) + hg(Fum) 04 a + hg(Fom)* o— a’ . (2)

Aqui go es la constante que va a medir la intensidad del acoplamiento entre el
atomo y el campo.
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Los estados estacionarios de (2) se pueden escribir en términos de superpo-
siciones de los producto tensoriales de |e) y |g) con los estados de Fock:

{le;ny = le)®@|n), |g,n) = |g)®@|n) : n=0,1,2,... } .

Los elementos de esta base son conocidos como estados desnudos. Resulta que
para cada n =0,1,2, ..., los estados

{len), lgn+1) 1}, 3)

se transforman entre sf al aplicar H. Esto nos permite diagonalizar (2) en cada
subespacio, obteniendo las energias propias

E, = —ZA y Ei(n) = hw.n+1) £ an(A) (n=0,1,2,...) ,

donde A =w4 —w,. es el desentonamiento y

Q(d) = VA + Alg(Ten)P(n+1)

es la frecuencia de Rabi. Los vectores propios correspondientes son |g,0) y
On\ —ig2 O\ g2
|n,+) = cos 5 )¢ le,n) + sen 5 )¢ lg,m+ 1),
On —i¢/2 On ip/2
—sen | — Je le,n) + cos 5 )¢ lg,n+1), (4)

donde 6, €[0,7) y ¢ € [0,27) son los dngulos definidos por

‘TL, _>

2|g(Tem . . .
tan (Gn) = WV”‘F 1 y g(rcm) = |g(TCTYl>| e

Estos vectores propios son conocidos como estados vestidos. Ahora es posible
obtener la dindmica de un estado general mediante los estados propios. Con-
sideramos como el estado inicial para el campo a una superposicién de varios
estados , |Yeampo(0)) = >, Cnln) y como estado inicial de dtomo el estado
excitado. Explicitamente el estado inicial del sistema atomo - campo es

[$10(0)) = Y Culn)e), (5)
n
Entonces el vector de estado para los tiempos ¢ > 0 esta dado por
ot (1)) = e |y (0)) = ZCH[COS(&;)W+>6_1E*(")t/h
— sin(G)ln, —)e B0/, (6)
Las oscilaciones de Rabi corresponden a la variacién sinusoidal de las poblaciones
entre los estados |n, &). Diferentes periodos ocurren para diferentes estados de

nimero de fotones. La finitud del periodo de oscilacién resulta del caracter
discreto de los estados de poblacién del campo electromagnético.
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3. Electrodinamica Cuantica en Cavidades. Rea-
lizacion del Hamiltoniano de JC

La electrodindmica cudntica en cavidades (CQED) estudia la interacién en-
tre la materia y los campos electromagnéticos cuanticos en regiones delimitadas
del espacio, partiendo desde una pequena cantidad de fotones de una cierta
frecuencia interactuando con algunos atomos, hasta la generalizacion de la in-
teraccién de campos clasicos con gases moleculares. En la actualidad, CQED
se realiza experimentalmente a longitudes de onda asociadas a microondas o
al visible. Aunque ambas comparten propiedades fisicas generales, presentan
diferentes caracteristicas especificas [8].

En la region electromagnética de las microondas, &tomos altamente excita-
dos, llamados dtomos Rydberg [12], interactian con cavidades superconductoras
que permiten modos de ondas milimétricas. La disipacién en estos procesos es
extremadamente baja. Mientras que en las cavidades Opticas, los estados de
excitacién atéomica son mas bajos. Los dtomos interactian con cavidades que
tienen tamanos inferiores a milimetros y usualmente se encuentran a tempera-
tura ambiente. Esta interaccién es mucho maés rapida y en general los efectos de
disipacién son importantes. Esto nos hace ver que atomos con transiciones con
longitud de onda en el visible, pueden ser facilmente acoplados dentro o fuera
de la cavidad.

La realizacién experimental de sistemas tipo Jaynes-Cummings en cavidades
considera a un atomo con 2 niveles interactuando con un campo electromagnéti-
co cudntizado en una cavidad de calidad Q = w7}, donde T, es el tiempo de
relajacion. Los atomos que generalmente se utilizan de manera experimental,
son atomos alcalinos, pues estos estan conformados por un carozo compacto,
formado de capas electrénicas internas completas y un tnico electréon en una
orbita poco ligada. Este electrén se excita a un estado de alto niimero cuantico
n (tipicamente ~ 50) y con un momento angular orbital ¢ = |m| = n — 1.
En estas circunstancias, la funcién de onda electrénica esta localizada en una
regién circular y por ello se les llama estados de Rydberg circulares. Estos es-
tados generalmente poseen un elemento de matriz dipolar eléctrico muy alto en
una transicién entre estados vecinos, proporcional a n?, que corresponde a 1250
unidades atémicas para la transicién 51-50. Su vida media es muy larga (~ 30
ms para n = 50). En términos cldsicos, la aceleracién del electrén es minima, y
por lo tanto las pérdidas por radiacién son muy bajas. La transicién entre los
estados vecinos involucra longitudes de onda milimétricas (51.099 GHz para la
transicién entre n = 51 y 50). Su produccién puede detectarse facilmente por
ionizaciéon. Finalmente, la transicion dipolar mas probable permite modelar a
este atomo como de dos niveles.

El modo de la cavidad y la frecuencia de transicién del dtomo no necesaria-
mente estan en resonancia, pero son suficientemente cercanos como para que el
campo sea capaz de inducir una transicién atémica, del estado |g) al estado |e),
perdiendo un fotén en el proceso, el sistema resonante que se describe recibe el
nombre de microwave amplification via z-motion-induced emission of radiation
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(mazer).

En general las cavidades reales, constan de espejos que funcionan como re-
sonadores y estan finamente pulidos con el objetivo de incrementar el valor de
la calidad @ de la cavidad, por otra parte necesitan ser enfriadas a temperatu-
ras de unas cuantas decimas de Kelvin para reducir la intervencién de radiacién
térmica. Experimentalmente, las configuraciones mas utilizadas son Fabry-Perot
y de cavidad cilindrica cerrada.

En el régimen de baja @, los fotones emitidos por los dtomos son rapida-
mente disipados de manera irreversible por las paredes de la cavidad. En 1946,
Purcell predijo que las tasas de emisiéon atémicas se modificarfan al modificar
la geometria en la cual estd contenido el dtomo [13, 14]. Sistemas donde Q es
baja se utilizan actualmente para estudiar las propiedades que presentan los
atomos al modificar sus tasas de emisiéon en microcavidades de estado sélido.
En el régimen de alta @ la interaccion entre el atomo y la radiacion se da de ma-
nera coherente y permite la observacion de evolucién reversible de la interaccion
atomo - campo.

El acoplamiento entre un atomo de Rydberg y el campo, funciona de tal
manera que el sistema ideal de 2 niveles acoplado a un solo modo de radiacién son
una muy buena aproximacion. Las cavidades milimétricas superconductoras con
un alto @ interactuando con atomos de Rydberg circulares presentan condiciones
adecuadas para estudiar la forma en que ocurre el acoplamiento entre materia y
radiacion. Los atomos de Rydberg pueden ser preparados eficientemente desde
niveles de Rydberg con momento angular bajo, por medio de transiciones de
multifotones de radiofrecuencia. Los niveles circulares pueden ser detectados
eficientemente y selectivamente por campos de ionizacién.

El grupo del Prof. Haroche utiliza cavidades basadas en resonadores de
Fabry-Perot fabricados con dos espejos semiesféricos colocados uno frente a
otro separados por pocos cent’imetros. Este grupo es lider en la fabricacion
de estos dispositivos, ya que consiguen valores de @, del 6rden de 10'° a 10'2
[4]. Algo importante de remarcar es que en estos experimentos los modos del
campo tienen tiempos de vida media mas largos que los tiempos de interaccion
tipicos. Las paredes de la cavidad son enfriadas hasta alcanzar una temperatu-
ra de aproximadamente medio grado Kelvin para eliminar los efectos térmicos
sobre el sistema y para optimizar la reflectividad intrinseca de los espejos su-
perconductores. El volimen efectivo de la cavidad V es pequeno, de alrededor
de V = 0,7em3, el campo producido por un sélo fotén es Ey = /hw/2¢V.
Usualmente los dtomos son de Rubidio o Cesio. Estos salen a través de un ori-
ficio provenientes de un horno y después de aplicar un conjunto de laseres que
funcionan como selectores de velocidad en V', cada atomo de interés esta en un
estado interno inicial. Esto, en general, significa excitar al atomo y llevarlo a la
configuracién electénica interna deseada, ya sea |e) o |g). Puede realizarse de
manera simultanea controlando el corrimiento Doppler en las frecuencias de los
laseres y solo ciertos atomos con ciertas velocidades seran excitados. Despties
del proceso anterior, el &tomo entra en la cavidad y el tiempo de interaccién es
determinado por la velocidad de dtomo. Los atomos con velocidad muy diferente
nunca son excitados y cruzan la cavidad sin afectar el campo.

e 116 ---



Tlustremos con un ejemplo conceptualmente muy importante, qué se puede
hacer con el sistema que acabamos de describir. A partir de la hipdtesis de
Planck, la cuantizacion de la radiacién electromagnética se reconoce como un
hecho. Ademas de la ley de radiacién de cuerpo negro, muchos fenémenos como
el efecto Compton la emisién espontdnea, y las correciones radiativas de QED,
apuntan a la existencia de los cuantos de campo. Sin embargo, en muchos casos
las pruebas de cuantificacion de campo estan ligadas a la naturaleza discreta de
la corriente de fotodeteccién, por lo que interpretaciones alternativas basadas
en una descripcion clasica del campo y un sistema material cuantizado pueden
utilizarse. En los experimentos de CQED el caracter discreto predicho por la
QED de la energia de la radiacién almacenada en un modo de la cavidad, ha
sido corroborado experimentalmente sin esta ambiguedad.

La realizacion experimental del Hamiltoniano de Jaynes-Cummings en un
sistema de CQEDI15] confirmé esa cuantizacién al observar directamente las
oscilaciones de Rabi descritas en la seccion anterior. Este experimento clave,
a sido base de muchos otros que reiteran no solo las predicciones tedricas de
la CQED sino permiten explorar la capacidad de control del estado cuédntico
atomo - campo.

4. Iones ultrafrios en trampas electromagéticas.
Realizacion del Hamiltoniano de JC

4.1. Trampas de iones.

Para confinar a un ién se necesitan potenciales que lo atraigan en las tres
direcciones x, y y z. Este tipo de potenciales no se puede lograr sélo con un
potencial electrostatico, debido al teorema de Earnshaw. Este teorema nos dice
que en una situacién electrostatica, en una regién del espacio libre de cargas
no se puede tener un potencial atractivo en las tres direcciones. Lo anterior se
sigue de la ecuacién de Poisson,

V20 = 0.

Si se quiere un potencial tipo oscilador armoénico en las tres direcciones, es decir,
un potencial del tipo
® = ax? + By* + 2% (7)

La ecuacién de Poisson implica
atpf+y=0,

por lo que se necesita que al menos una de las constantes del oscilador «, 3 o
v sea negativa, es decir, que el potencial sea repulsivo en alguna direccién. Por
lo anterior para confinar a un i6n se necesitan campos electrstaticos o magne-
tostaticos combinados, o bien, campos dependientes del tiempo.
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Las trampas de Penning y de Paul, en su diseno original, usan el mismo con-
junto basico de electrodos. Estos electrodos tienen la forma de equipotenciales
correspondientes a un potencial cuadrupolar de la forma

U
D(r,z) = ——2(222 —r?) (8)
Ry
donde 72 = 2% + y? y R%Z = 13 + 222 es una constante geométrica que depende
de la trampa.

4.1.1. Trampa de Penning.

Esta trampa se caracteriza porque el confinamiento de particulas cargadas,
sean estas electrones o iones, se logra mediante un potencial electrostatico cua-
drupolar y un campo magnético uniforme. El movimiento de las particulas car-
gadas en la trampa puede descomponerse en tres partes: una oscilacién axial de
frecuencia w, = 1/|qUp|/mc?, un movimiento circular rédpido de ciclotrén con
frecuencia w. = |¢Boy|/me, y uno més lento que tiene un radio mayor que el
anterior, y que se denomina de magnetrén. La combinaciéon de estos dos ultimos
da como resultado un movimiento que al ser proyectado en el plano XY corres-
ponde a epiciclos. El movimiento de magnetron se puede entender en términos
de un potencial efectivo que posee un maximo sobre un circulo. En la préctica,
la estabilidad de este movimiento resulta de un manejo adecuado de la region
del espacio donde el campo magnético es cuasi homdgeneo y del control de los
efectos del ambiente.

Las trampas de Penning an sido utilizadas para carcterizar las propiedades
intrinsecas de part”iculas elementales como el electrén y el positrén [9]. Ellas
han sido clave para el almacenamiento de antiprotones que luego son utilizados
para producir el antihidrégeno [10, 11].

4.1.2. Trampa de Paul.
Esta trampa utiliza un campo eleéctrico cuadrupolar dependiente del tiempo

U+ Vecoswt

o = 2922
r8+2z(% (T Z),

Las ecuaciones de movimiento clasicas correspondientes son
2q
m(rg +223)
4q
m(r3 + 223)

P+ (U4 Vecoswt)r = 0

Z— (U4 Vecoswt)z = 0 9)
y tienen la forma de las ecuaciones de Mathieu. Las soluciones de estas ecua-
ciones son acotadas en el espacio solo para condiciones iniciales muy especificas
vy que dependen de la relacién carga - masa de las particulas. Esto convierte a
las trampas de Paul en excelentes dispositivos para medir esta propiedad. Las
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soluciones acotadas se pueden describir aproximadamente como el resultado de
oscilaciones lentas, también denominada seculares, con frecuencias fundamenta-
les w, » = B, .w/2, moduladas por oscilaciones de amplitud generalmente mucho
mas pequefia y frecuencia mucho més grande. A este ultimo movimiento se le
denomina micromovimiento.

En las realizaciones experimentales del modelo de Jaynes-Cummings utili-
zando trampas de Paul se utiliza un i6n ultra frio, i.e., un ién que requiere de
la mecanica cudntica para la descripciéon de su movimiento de centro de masa.
El movimiento de este se aproxima por el asociado a un oscilador arménico.
El estado interno del i6n en cuestién se escoge de tal suerte que en las con-
diciones experimentales pueda conectarse preferente con otro estado especifico
utilzando luz léser. Esto define al sistema de dos niveles. La interaccién efectiva
se logra aplicando laseres que conectan estos estados de forma adecuada.Esto
fue realizado por primera vez en 1996 por el grupo que encabeza el Prof. Wi-
neland . En ese trabajo se reporta la generacién de estados térmicos, de Fock,
y comprimidos para un ién aislado de °Bet confinado en una trampa de Paul
de radiofrecuencia. Se detecta el estado de movimiento del dtomo mediante el
estudio de la evolucién de los estados internos, e. g., colapso y resurgimiento,
bajo la inflencia de un Hamiltoniano de Jaynes-Cummings[16].

5. Informacién cuantica en el laboratorio.

Estas notas contienen una breve desripcién de los elementos basicos que sus-
tentaron la realizacion experimental del modelo minimalista de Jaynes-Cummings.
Los alcances asociados a este hecho fueron identificados en la década de 1990
por una comunidad que habia desarrollado lo que hoy se conoce como Infor-
macién Cuantica. En la Conferencia Internacional de Fisica Atémica de 1994
celebrada en Boulder, Colorado, Artur Ekert presenté una charla delineando
las ideas de la computacién cudntica [17], un nuevo tema para la mayor parte
de la audiencia. Esto inspiré a Ignacio Cirac y Peter Zoller, quienes asistieron
a la conferencia y estaban familiarizados con las capacidades (y limitaciones)
de los experimentos de iones atrapados, para proponer un diseno basico para
un ordenador que utilizara cuantos de movimiento de iones atrapados. [18]. Los
elementos basicos de esta y otras propuestas de Cirac y Zoller se llevan hacia
adelante en las diferentes versiones que involucran a iones atrapados, cavidades
CQED, atomos neutros en gases degenerados atomicos y otros muchos sistemas.
La propuesta de Cirac y Zoller rejuvenecié el drea y hoy en dia hay cientos de
grupos tedricos y experimentales en el mundo que trabajan en diversos aspectos
de procesamiento de informacién cudntica.
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1.- Motivacion: La diabetes en México

La diabetes mellitus tipo 2 (DMT2) ha crecido en rangos epidémicos en la Giltima década.
Se estima que alrededor de 346 millones de personas viven con diabetes en el mundo
[Scully 2012]. La diabetes mellitus tipo 2 (DMT2) es la responsable de mas del 90% de
todos los casos de diabetes, y entre el 60 y 90% estan relacionados con obesidad [Kahn
2006]. En México, la DMT?2 tiene una prevalencia del 14.4%, esto significa que mas de
16 millones de mexicanos estan afectados por la enfermedad. A pesar de las mejorias en
el tratamiento, esta enfermedad es la principal causa de ceguera, enfermedad renal
terminal, neuropatias debilitantes, amputacion de miembros, infarto del miocardio y
embolias [Villalpando 2010 — ENSANUT 2012]. La DMT?2 es una enfermedad clinica
y genéticamente heterogénea resultado de la interaccion entre factores genéticos y
ambientales. Clinicamente la DMT2 se define como hiperglucemia en ayuno o
postprandial. Por lo anterior resulta muy importante monitorear con precision y
frecuencia los niveles sanguineos como parte central en cualquier tratamiento y
seguimiento de la enfermedad. Sin embargo, generalizar la practica del monitoreo
adecuado de glucosa en la poblacion ya diagnosticada con diabetes o con propension a
este mal, en sangre, ha demostrado ser una meta dificil de alcanzar. En México, de
acuerdo a los resultados de la ltima encuesta de nutricion (Encuesta de salud del ano
2012), menos de 1.6 millones de individuos de los 6.4 millones que se saben con la
enfermedad, se encuentran con un control adecuado de los niveles de glucosa sanguinea.
Parte de esta problematica se origina en el hecho de que el procedimiento preciso y
confiable de monitoreo de glucosa en sangre requiere de punciones frecuentes, kits cuyo
costo es elevado para personas de bajos recursos asi como instrumental analitico que, o
no existe, o es complicado de transportar a regiones geograficas remotas, en particular
en el ambito rural de México. Aunado a esto, las pruebas clinicas precisas, en sangre,
requieren de personal calificado. Lo anterior se refleja en un costo que es inaccesible
para los segmentos de bajos recursos del pais y que son, incidentalmente, el segmento
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mas afectado por la diabetes tipo 2. En este contexto, el desarrollo de un método no
invasivo, portatil, que requiera para su operacion de un nivel bésico de entrenamiento, y
que tenga el nivel de confiabilidad y precision comparable con métodos tradicionales
resulta claramente ventajoso.

El anélisis de metabolitos presentes en concentraciones tipicamente ultra-diluidas
en el aliento proporciona informacion muy valiosa sobre la bioquimica y metabolismo
humanos. Esta técnica, que actualmente esta emergiendo de manera dindmica gracias al
desarrollo de instrumentacion espectroscopica compacta, proporciona posibilidades muy
grandes de diagnostico no invasivo en diversos padecimientos. Debido al serio problema
de la diabetes en México el grupo interdisciplinario que presenta este grupo ha decidido
enfocar sus esfuerzos a este padecimiento que aqueja a un porcentaje muy importante del
pais, y al cual se dedican cuantiosos recursos del sector salud para atender dolencias
generadas por la diabetes. El enfoque principal de desarrollar una herramienta intuitiva
y portatil serd de coadyuvar al diagnostico en etapas iniciales del desarrollo de la
diabetes, en vez de hacerlo en etapas en las que el avance de esta dolencia obligue a
tomar acciones correctivas.

Los objetivos que se esperan alcanzar con el proyecto de trazas moleculares en el ICF-
UNAM son:

1) Contar con instrumentos propios, desarrollados localmente, que permitan
monitorear de manera no invasiva a pacientes diabéticos y medir sus tasas de
metabolismo de glucosa de manera precisa.

2) Contar con un estandar, adaptado a la cultura y genética mexicanas, de niveles de
biomarcadores asociados al metabolismo de la glucosa. Los estandares que
actualmente se estan desarrollando estin basados en estudios poblacionales
europeos, principalmente.

3) Contar con un proceso de metrologia estricta de los metabolitos a medir y de la
correlacion entre las medidas realizadas como parte de este proyecto y las
mediciones fisiologicas estandar y tradicionales, con el fin de tener una base
solida para los diagndsticos futuros.

4) La posibilidad de desarrollar instrumentos con tecnologia propia, portatiles y de
uso intuitivo permite contemplar la posibilidad a futuro de socializar su uso en
ambientes rurales o remotos, donde el acceso a analisis clinicos especializados sea
dificil. Al final de este proyecto un resultado especifico que se espera es contar
con un prototipo miniaturizable y masificable, para su uso en programas
extensivos del sector salud.

5) Coadyuvar, con la metodologia propuesta en la deteccion temprana de la diabetes.
Es bien sabido que esto permite extender la calidad y expectativa de vida de los
pacientes diabéticos.

2.- Definiciones y conceptos generales

En este documento se presenta una vision general e introductoria del estudio de trazas
moleculares, las técnicas que se emplean para detectarlas y las aplicaciones de esta area
emergente de la fisica. Se incluyen algunas referencias utiles para que el estudiante
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interesado pueda, si asi lo deseare, profundizar en el tema. Asimismo, este capitulo
describe, de manera general, las técnicas mas comunes y mejor establecidas en el el tema
de deteccion de trazas moleculares, con el fin de enterar al alumno interesado en la
existencia de estas técnicas Como documento introductorio y necesariamente general, no
se presentan detalles especificos de estas técnicas, en aras de resaltar las aplicaciones de
esta area de la fisica molecular. El alumno interesado en profundizar el tema puede
consultar una revision en resumenes especializados [1]

Se definen las trazas moleculares en el presente trabajo como aquellas especies
moleculares que se encuentran diluidas en fase gaseosa en nuestra atmosfera, en partes
de 1 por mil millones volumétrica o menores. Estas moléculas ultra-diluidas puden tener
su origen en distintas fuentes, por ejemplo, pueden corresponder a moléculas
contaminantes en la atmosfera [2], a marcadores metabolicos generados en un proceso
biologico o biomédico especifico [3], a hormonas de comunicacion entre plantas [4], entre
otras posibilidades. A este nivel de dilucion, las técnicas convencionales de
espectroscopia de absorcion, emision o quimicas no tienen la capacidad de cuantificar la
presencia de un tipo particular de molécula diluida de manera precisa. Es justamente la
cuantificacion de las trazas moleculares, ademas de su identificacion lo que hace tan
relevante este campo [5].

Para ilustrar la utilidad de la técnica de deteccion de trazas moleculares mencionaré varios
ejemplos a continuacion de areas o usos en los que la capacidad de detectar y cuantificar
la presencia de moléculas en la atmosfera es relevante en casos practicos.

a.- Control de tiempos de maduracion de frutas ( Post harvest control) Algunas plantas y
frutos sincronizan sus procesos y se “comunican’ por medio de la emision de etileno[4].
Sin embargo, para poder estudiar ( y eventualmente controlar) estos procesos de
comunicacion se debe ser capaz de detectar en la atmdsfera niveles de etileno que lo
califican como una traza molecular. La comunicacion entre plantas en un invernadero
puede alcanzar niveles de decenas de partes por mil millones (ppmm). El desarrollo de
sensores de etileno a estos niveles y la implementacion de sistemas de lazo cerrado para
regular el nivel de etileno en bodegas o camiones de transporte de frutas es actualmente
un reto tecnologico que se estd implementando a nivel comercial en Europa,
principalmente, donde el transporte de frutos y el correcto control de sus tiempos de
maduracion es fundamental [6].

b.- Deteccion temprana de fugas o acumulacion de gases explosivos en minas. Cada afio
a nivel mundial mueren cientos de mineros por accidentes relacionados con la
acumulacion de gas grisu. Nuestro pais no es ajeno a este tipo de eventos tan
desafortunados. Un sistema de deteccion de gas grisu, dotado de la ingenieria necesaria
para generar alertas y reportar de manera automatizada los niveles de gases explosivos en
una mina es de indudable importancia y las técnicas de deteccion de trazas moleculares
proporcionan una alternativa eficiente, econdmicamente viable y técnicamente asequible.
c.- Deteccion de substancias ilicitas o explosivos [7]. Los sistemas de seguridad de los
aeropuertos en nuestro pais dependen totalmente, en la actualidad, de sistemas de
deteccion de explosivos y substancias ilicitas basados en detectores de trazas moleculares,
tipicamente del tipo de tubo de deriva i6nica.

d.- Método de diagnostico médico por analisis no invasivo del aliento humano. Esta
técnica, que tiene como principio cuantificar la presencia de marcadores de enfermedades
(la acetona, por ejemplo, en rangos de 10 partes por millon en el aliento humano indica
la presencia de diabetes mellitus del tipo 2) se encuentra actualmente en proceso de
desarrollo en Europa y en Estados Unidos [8]. El potencial econémico, social y humano
que una técnica de diagnostico de este tipo tiene sobre el bienestar de la poblacion es muy
grande. No hay técnica menos invasiva que la del andlisis del aliento humano. La base de
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esta técnica tan importante es, esencialmente, la deteccion de trazas moleculares en el
aliento humano en partes por mil millones.

e.- Control de calidad de café. La industria del café, en términos econdomicos, es casi tan
grande como la del petrdleo. Nuestro pais es un productor importante de este producto y
los procesos de control de calidad, evaluacion del tipo de café y la seleccion de este es un
proceso con un valor comercial muy elevado. Una méaquina o proceso capaz de informar
a un cliente potencial de la calidad de un lote particular de café tiene un valor comercial
muy grande. Las técnicas de deteccion de trazas moleculares, aunadas a métodos
computacionales de andlisis de componentes (tales como los algoritmos genéticos y el
algoritmo PCA —principal component analysis-) permiten en la actualidad realizar
estudios diferenciadores de la calidad y el tipo de un grano particular, a partir del analisis
de las trazas moleculares generadas en el proceso de tostado [9].

f.- Prospeccion petrolera. A grandes rasgos, la prospeccion de una zona petrolera con
potencial econémico es un proyecto econdémicamente muy caro ( cientos de millones de
dolares) y complejo. Sin embargo, las zonas de riqueza petrolera potencial pueden
detectarse de manera preliminar por un fenémeno conocido como “Microseepage
andémalo” en términos sencillos, el filtrado de trazas moleculares ( radon, butano y otros
hidrocarburos ligeros) a través de los anticlinales que sellan a una reserva subterranea
“marcan” la frontera en donde hay un pozo potencialmente util de petréleo. Usando
técnicas de deteccion de las trazas moleculares arriba mencionadas, se puede realizar una
prospeccion preliminar relativamente barata y eficiente [10].

Por razones de espacio, y dado el caracter genera de este resumen se omite dar mas
detalles, pero para dar un panorama general, podemos mencionar otros ejemplos: el
estudio de tasas metabdlicas en el cuerpo humano o en animales usando medicamentos
marcados isotopicamente y monitoreando la exhalacion de CO; marcado isotopicamente
en el aliento [11]. Asimismo, estudios de el ciclo del carbono estudiando trazas
moleculares en hielos polares, estudios de células senescentes al analizar los “vapores”
exhalados por estas células en una caja Petri donde se les esté cultivando, asi como
mediciones de la emision de vapores toxicos en adhesivos usados en usos domésticos,
con el fin de determinar que se encuentran en la norma mexicana y no sera causa de
enfermedades cronicas al largo plazo. Cabe mencionar que todos los ejemplos
mencionados arriba son relevantes en la economia de nuestro pais y el bienestar de sus
ciudadanos que son, a final de cuentas, quienes pagan la cuenta de la investigacion y
desarrollo que se hace en nuestras universidades, y a quienes debemos nuestro quehacer
como cientificos o estudiantes. Para concluir esta seccion, y en resumen, la deteccion de
trazas moleculares en partes por mil millones o partes por millon es un tema relevante en
varias areas de la ciencia, tanto fundamental como aplicada.

,como se implementa este tipo de técnicas?

Cada una de estas técnicas viene en varias presentaciones y modalidades. Una parte
comun que las une, es que estas técnicas requieren de la sinergia de la fisica molecular
avanzada, con instrumentacion en ingenieria de alto nivel Asimismo, todas estas técnicas
comparten la necesidad de electronica analogica y digital avanzadas, combinadas con
técnicas de vacio, espectroscopia molecular avanzada, algoritmos de algebra lineal y el
conocimiento especializado que cada una de las ramas en donde tiene aplicacion (
Medicina, biologia, defensa y seguridad nacional, agricultura protegida). En ese sentido,
el area de deteccion de trazas moleculares es muy rica y necesariamente
multidisciplinaria. A continuacidn presentaré, de maneara muy general, los principios de
operacion de cada una de estas técnicas. Estos instrumentos y técnicas se encuentran a
disposicion del grupo de Fisica Atomica, Molecular y Optica del Instituto de Ciencias
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Fisicas y su red de colaboradores. Los estudiantes interesados en aprender, trabajar o
aplicar alguna o varias de estas técnicas puede visitarnos y formar parte del equio de
desarrollo en alguno de los campos de aplicacion y uso que hemos mencionado arriba.
Para darle a los estudiantes una idea de las técnicas disponibles actualmente en México
para este tipo de estudios, relacionados con la deteccion de trazas moleculares en fase
gaseosa.

2 Técnicas de cavidades

La técnica de cavidades opticas hace uso de resonadores Opticos ( un par de
espejos parabdlicos, de alta reflectividad colocados frente a frente) para amplificar la
absorcion de la luz laser dentro de la cavidad ( BBCEAS, broad band cavity enhanced
absorption spectroscopy) o bien para medir el tiempo medio de vida de un foton dentro
de la cavidad ( Cavity ring down spectroscopy [12]). El arreglo experimental tipico de
Cavity Ring Down consiste en un laser que se emplea para iluminar una cavidad 6ptica
de alta “fineza”, es decir, que estd compuesta de espejos con una reflectividad muy
cercana a 1 (en el caso de la cavidad del ICF la reflectividad de nuestros espejos es del
99.998%). Suponiendo que en la cavidad Optica no hay ninguna especie molecular
presente, ocurre lo siguiente: Cuando la frecuencia del laser se encuentra en resonancia
con uno de los modos de la cavidad, la luz se acumula dentro de la cavidad, aunque parte
de esta escapa, debido a que la reflectividad de los espejos no es exactamente igual a 1.
Si el laser es pulsado, la intensidad de salida obedece a una ley exponencial. La constante
de decaimiento depende del valor de la reflectividad y se puede medir de manera sencilla
con un osciloscopio. Durante este decaimiento, la luz va y viene de un espejo a otro
muchas veces, de tal suerte que la trayectoria optica de el rayo de luz es del orden de
miles o decenas de miles de metros de longitud efectiva. Si uno coloca una muestra
molecular dentro de la cavidad, tal que esta muestra tenga una transicion resonante con
la frecuencia del laser, esta especie absorbera la luz. En este caso, la constant original de
decaimiento exponencial se modificara ( existe manera de cuantificar cuanto) de tal
manera que, midiendo la constant de decaimineto con la muestra molecular presente, y
conmparandola con aquella medida con la cavidad vacia, se puede cuantificar cuantas
moléculas se encuentran presentes por unidad de volumen en la cavidad. El nivel de
sensitividad de esta técnica alcanza valores de una parte por un millon de millones de
moléculas, en una unidad de volume dada.. Hay otros sabores de estas técnias, tales como
el “cavity leak out spectroscopy” y las técnicas de “multipass cells” que emplean espejos
acromaticos para magnificar la trayectoria de un haz de luz dentro de una cavidad. Todas
ellas se basan en el uso de fuentes de luz infraroja, espejos de alta reflectividad y tienen
sensitividades muy elevadas. La figura 1 muestra, de manera esquematica, el arreglo
experimental necesario para implementar la técnica de CRD. El equipo es relativamente
sencillo y no excesivamente caro, salvo por la fuente de luz, por lo que puede
implementarse de manera sencilla. En el Instituto de Ciencias Fiscas de la UNAM
contamos actualmente con un sistema de este tipo.
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Figura 1. Arreglo experimental basico de Cavity Ring Down. Otras formas de medicion
con cavidades tienen arreglos semejantes, auque los principios de operaciéon son
diferentes.

3 Técnicas de espectroscopia por transferencia de protones

La espectroscopia por transferencia de protones ( proton transfer spectroscopy) es una de
las técnicas mas poderosas y sensibles para detectar moléculas diluidas en la
atmosfera[13]. El principio fisico de este instrumento se basa en el proceso de
transferencia de carga entre una molécula protonada de agua H3O * y el compuesto a
analizar, M

Se puede probar que el nimero de procesos de transferencia de protones como funcion
del tiempo [MH+]t es igual a

Donde
[H3O'] = numero original de iones hidronio

[MH']¢ = namero de iones M creados por unidad de tiempo
k = Constante de reaccion

[M] = densidad de la muestra

El esquema experimental con el que se logra esto se muestra en la figura 2

Figura 2. Esquema experimental de un espectrometro por transferencia de protones. EN
el ICF contamos con un tubo de deriva que puede emplearse para estos fines.
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Esta técnica es muy poderosa y se usa actualmente en usos que van desde la fisica médica
(‘analisis de aliento exhalado) a la cata de vinos y café¢ de manera electronica(referencia,
nariz electronica Austria).

4.- Técnicas de cromatografia de gases con analisis de masas e ionizacion

La cromatografia de gases basa su principio en la movilidad diferencial de moléculas al
fluir a travez de un capilar. Las moléculas mas pequefias y menos polares se desplazan
con mayor rapidez que las moléculas grandes y polares. A la salida del cromatdgrafo se
analiza el tiempo de salida de las especies, que esta relacionado a la especie molecular
especifica. Una segunda etapa de ionizacion, que puede ser una trampa de i9ones, o bien
un tubo de tiempo de vuelo, y anélisis de masas permite separar con mayor sensitividad
a las moléculas [14].

Existen varios tipos de cromatografia de gases (GC): la cromatografia gas-sélido (GSC),
en fase liquida ( HPLC) y la cromatografia gas-liquido (GLC), siendo esta ultima la que
se utiliza mas ampliamente, y que se puede llamar simplemente cromatografia de gases
(GC). En la GSC Ila fase estacionaria es solida y la retencion de los analitos en ella se
produce mediante el proceso de adsorcion. Precisamente este proceso de adsorcion, que
no es lineal, es el que ha provocado que este tipo de cromatografia tenga aplicacion
limitada, ya que la retencion del analito sobre la superficie es semipermanente y se
obtienen picos de elucion con colas. Su Unica aplicacion es la separacion de especies
gaseosas de bajo peso molecular. La GLC utiliza como fase estacionaria moléculas de
liquido inmovilizadas sobre la superficie de un solido. La figura 3 muestra, de manera
esquematica, el arreglo experimental empleado en la implementacion de la
cromatrografia de gases,sea esta gaseosa, liquida o en fase gaseosa. inerte.

Figura 3. Arreglo experimental general emleado, en el caso de cromatografia en fase
liquida, en un cromatrégrafo de gases. El término “cromatografo “ proviene del hecho
historico de que este tipo de instrumentos, se empleaban para separar tintas de distointos
colores.
5 Tecnicas de Laser Induced flourescence y FTIR
La técnica de fluorescencia inducida por laser se basa en la excitacion de la muestra
a analizar, seguida del estudio de la fluorescencia emitida. Esta fluorescencia se puede
medir de manera muy sensible usando técnicas de conteo fotdénico. La longitu de
onda de excitacion se elije de tal manera que la seccion transversal de excitacion sea
la mas grande posible. Las aplicaciones practicas de esta técnica son muy diversas,
aunque el costo de un instrumento de LIF es relativamente caro. La figura 4 muestra
el esquema experimental necesario para esta técnica
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Figura 4. Arreglo exérimental para llevar a cabo espectroscopia molecular por
fluorescencia inducida por laser.

FTIR (Fourier transformed Infrared spectroscopy) es una técnica para obtener espectros
de absorcion de moléculas basada en el uso de la transformada inversa de fourier de un
interferograma [15]. Un espectrometro FTIR consta de una fuente infrarrona de ancho de
banda grande, un interferometro del tipo de Michelson y un espejo moévil ( ver figura 5).
Al mover el espejo se generan interferogramas que cambian con la posicion de el brazo.Al
aplicar la transformada inversa de Fourier a este interferograma se obtiene el espectro de
absorcion de las moléculas bajo estudio. La ventaja de FTIR es que permite realizar
estudios de fases solidas, gaseosas o liquidas.

Figura 5. Arreglo experimental tipico de un espectrémetro FTIR.

6.- Estudio de trazas en México y su futuro.

Dada la relevancia en tantas areas de investigacion, tanto fundamentales como aplicadas,
los estudios basados en técnias de cavidades son muy utiles y poderosos. En este sentido,
en el instituto de Ciencias Fisicas de la UNAM estamos desarrollando actualmente un
grupo especializado en el estudio de trazas moleculares y su aplicacion en distintas areas.
Para este propdsito, nuestro grupo esta incorporando y desarrollando la infraestructura y
las redes de colaboracion necesarias para contar con un laboratorio avanzado de deteccion
molecular. En este sentido, actualmente nuestra red cuenta, en un solo lugar, con la
infraestructura necesaria para llevar a cabo estudios de Proton Transfer Spectroscopy,
Cavity Ring Down y otras variantes. Sumando a esto la colaboracion con la facultad de
Ciencias de la UNAM vy el departamento de quimica de la Universidad Autéonoma de
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Morelos, asi como el grupo de Optica y Fisica molecular aplicada de la Universidad de
Delft, en conjunto, nuestro grupo cubre todas las areas necesarias, en cuanto a
infraestructura y capacidad técnica, mencionadas arriba. La segunda etapa de este
interesante y ambicioso proyecto, consiste en usar esta infraestructura para atender areas
de la biologia, la medicina y el medio ambiente, relevantes para nuestro pais. La figura 6
muestra, esquematicamente, el arreglo final de deteccion de trazas que se empleara para
realizar estudios no invasivos de pacientes diabéticos, en particular para determinar
biomarcadores que indiquen estadios tempranos de esta enfermedad.

Control de presion

Control de gas

Controlador de
Trampa fria Presion

= e e L

} Transductor de
. | presion

| e g
ESPIROMETRO Celda de
absorcion Somba de
> — - acio

AU o W o
Y 5 S ¥ o U

e Valvula
>

ANALISIS DE TRAZAS Y CORRELACION
CON PARAMETROS CLINICOS |:>

Figura 6.- Esquema de la toma de muestras de aliento y su subsecuente estudio por
absorcion estimulada en cavidades.

Mientras escribo estas notas, nuestro grupo se encuentra en una etapa muy interesante de
desarrollo y, hasta donde alcanza nuestro mejor conocimiento, no existe en México ni en
Latinoamérica un esfuerzo semejante. Laboratorios de este tipo, al nivel de infraestructura
con el que contamos en la UNAM solo se puede encontrar actualmente en Delft, Holanda
y Duserdolf en Alemania, grupos con los que nuestro laboratorio tiene ligas actualmente.
Este momento es muy interesante en nuestro laboratorio, y cierro este documento
invitando a los estudiantes interesados en realizar estudios avanzados de fisica molecular
de alto nivel, e interesados en que estos estudios repercutan en la solucion de problemas
reales y relevantes del pais, a contactarnos y ser parte de nuestro equipo de trabajo.
Cuernavaca Morelos, 27 de noviembre 2013.
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Vortices Estacionarios Armonicos
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Abstract

El campo de velocidades de vértices estacionarios es solenoidal, y su rotacional es igual a la vorticidad.
En consecuencia, el campo de velocidad se puede escribir como el rotacional de un potencial vectorial de
velocidad, el cudl satisface la ecuacién de Poisson con la vorticidad como la fuente. En regiones donde
no hay vorticidad la ecuaciéon de Poisson se reduce a la ecuacién de Laplace, lo cual permite construir
vortices armoénicos en el interior y exterior de circulos o elipses en coordenadas circulares, elipticas y
bipolares. El potencial es normal al plano de coordenadas y continuo en las fronteras respectivas; el
campo de velocidad ocurre en el plano, con componentes normales continuas y componentes tangenciales
discontinuas en dichas fronteras. La discontinuidad correspondiente mide la vorticidad normal al plano y
distribuida arménicamente en el perimetro de la frontera

1 Introduccién.

Esta es la version escrita de la conferencia con el mismo titulo impartida en la XXI Escuela de Verano en
Fisica. En esta seccién se proporciona una visién de conjunto del material cubierto, empezando con los

L. - . . . . — (= .. — (=
campos fisicos caracteristicos de los voértices estacionarios: Campos de velocidad w ( 7 ), vorticidad w { 7 |,

. . . — sy . . .y
y potencial vectorial de velocidad A ( r ), sus caracteristicas y relaciones, descritos en la Sec. 2. La seccién

3 esta centrada en la construccion del operador de Laplace en coordenadas circulares, elipticas y bipolares,
y en la solucién de la ecuacién de Laplace en el interior y exterior de circulos o elipses coordenados, segiin
el caso; las funciones arménicas respectivas constituyen bases escalares completas para construir los campos
vectoriales que describen a los vortices. La seccién 4 ilustra la construccion sistematica de los campos de
potencial, velocidad y vorticidad como soluciones de las ecuaciones formuladas en la Sec. 2, incluyendo sus
condiciones de frontera para las geometrias y armonicidades de la seccion 3; se incluyen formas analiticas
para las lineas de campo de velocidad dentro y fuera de las fronteras respectivas. La discusién en la seccién
5, ilustra trabajos de investigacién en proceso, y conexiones con las matematicas de funciones analiticas de
variable compleja.

2 Campo de Velocidad, Vorticidad y Potencial Vectorial de Ve-
locidad y sus Relaciones.

Los objetos fisicos de nuestro interés son vértices estacionarios en fluidos incompresibles. Su campo de

velocidad u (?), describe al vector de velocidad en cada punto del fluido descrito por su vector de posicién

r. Por ser un campo vectorial, el campo de velocidad se puede caracterizar mediante sus integrales de flujo
a través de una superficie cerrada S,

jiﬁ.dz:o (1)
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la cual es nula, y de circulacion alrededor de una curva cerrada C'

%Cﬂmi?:l“ 2)

siendo I la circulacién. Alternativamente, usando los teoremas de Gauss y de Stokes, respectivamente:

- —
%V-da:/VW/dT (3)
S \%

ﬁ?-d?:é(Vx?/)-dZ, (4)

se tiene la descripcién en términos de las ecuaciones diferenciales:
—
V-ou=0 (5)
—
U

Vxu=uw, (6)

donde w es la vorticidad, cuya integral de area

/SZ-dE:F (7)

da la circulacién como sigue de las Ecs. (2), (4) y (6). Es decir, la vorticidad equivale a una densidad de
circulacion por unidad de area.

El cardcter solenoidal del campo de velocidad estd descrito por las ecuaciones (1) y (5), que establecen la
nulidad del flujo y la divergencia. La tltima permite reconocer que el campo de velocidad se puede escribir

como el rotacional de un potencial vectorial de velocidad A (?)

_ —
u=VxA (8)
asegurando que se satisface la Ec. (5).

La ecuacién de Euler (6), da la relacién entre los campos de velocidad y vorticidad, en cada punto del
fluido. La sustitucién de la Ec. (8) en la Ec. (6), da a su vez la relacién entre el potencial vectorial y la
vorticidad:

V x (V x X) =
_ -
= V(V-A4)-V-A. (9)
Esta ecuacién se reduce a la ecuacién de Poisson
VA = - (10)

para el potencial con la vorticidad como el término de fuente, si el potencial se escoge de manera que también

sea solenoidal, es decir V - A = 0. La ecuacién (6) también asegura que la vorticidad es solenoidal.

En aquellas regiones donde la vorticidad es nula, la Ec. (10) se reduce a la ecuacién de Laplace,
VZ4A=0

cuyas soluciones son funciones armonicas.
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Adicionalmente, es 1til y conveniente formular y aplicar las formas de condiciones de frontera de las Ecs.
(1) v (2). Efectivamente, la integral de flujo calculada sobre la superficie de una caja de pildoras de Gauss,
con caras paralelas a la superficie de frontera de la misma magnitud Aa y vectores unitarios normales a la
frontera y en sentidos opuestos, y altura que se anula toma la forma

fa.dzz(ag_al).ma:o, (11)
S

lo que implica que las componentes normales a uno y otro lado de la frontera son iguales. Por otra parte,
la integral de circulacién alrededor de un circuito rectangular de Stokes, con componentes tangenciales a la
superficie de frontera iguales a Af en sentidos opuestos y altura nula, se reduce a

iﬂ-d?:(ﬂz—al)xmz:m

donde 7 es el vector unitario normal al circuito. Esta relacién implica que la discontinuidad en las compo-
nentes tangenciales del vector de velocidad a uno y otro lado de la frontera es una medida de la circulacion
por unidad de longitud, AT'/AZ.

3 Soluciones de la Ecuaciéon de Laplace en Coordenadas Circu-
lares, Elipticas y Bipolares.
Las coordenadas circulares (0 < R < oo, 0< ¢ <27) elipticas (0 <u<oo, 0<v<2m), y bipolares

(—o0 < T <00, 0< o< 2m) estdn definidas por medio de sus ecuaciones de transformacién a coordenadas
cartesianas

a senh
T = Rcosap:fcoshucosvziT
cosh7T —coso
a sen o
y = Rsen ¢ = fsenhusenv= (12)

coshT —coso’

Las transformaciones inversas, eliminando una u otra de cada par de coordendas, son respectivamente:
R? =2 +4? (13)
que son circulos con centro en el origen y radio R;

¢ =tan"" (y/x) (14)

rectas radiales a partir del origen con inclinacion ¢;

56’2 y2

=1 15
f2cosh®u  f2 senh 2u (15)

elipses con centro en el origen, focos en (x = £ f, y = 0) eje mayor 2f coshu, eje menor 2f senh u, y excen-

tricidad 1/ coshw;
2 2

T Y
_ =1 16
f2cos2v  f2sen 2v (16)
hipérbolas que comparten los focos de las elipses, con semieje real fcoswv, semieje imaginario f sen v, y
excentricidad 1/ cos v;

(z — acotht)® 4+ ¢? = a’esch®r (17)

circulos anidados con centros en (x = acothr, y = 0) y radios acschr, que para cada valor absoluto de 7
aparecen situados simétricamente a uno y otro lado del eje y segiin el signo de 7; y

2>+ (y—acoto)? =a’esc? o (18)
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circulos con centros en (x =0, y = acoto) y radios acsco, simétricamente situados arriba y abajo del eje
X, y con intersecciones comunes en los puntos (z = +a, y =0). Se invita al lector a graficar algunas de
estas curvas coordenadas para familiarizarse con sus geometrias, especialmente las bipolares.

10

15

20

Figura 1. Coordenadas circulares: circulos concéntricos con
radios p = 2,4,5,7.5,10 y rectas radiales con inclinaciones
©=0,7/6,...,117/6,27. Eje x: 0 < p < 00, ¢ =0, 7. Eje
y: 0 < p<oo, p=m/2,31/2.

Figura 2. Coordendas elipticas: elipses e hipérbolas confo-
cales con semidistancia focal f = 4, y excentricidades re-
spectivas de 1/ coshu y 1/cosv (0 < u < 00,0 < v < 27).
Eje z: uwg = 0,0 < v < 27w en el segmento focal, y
0 < u < oo,v = 0,7 en la extensiéon del eje focal. Eje
y: 0 < u < oo,v = 7/2,3w/2. Asintotas de hipérbolas:
Y =n.

Figura 3. Coordenadas bipolares: polos en x = +a,y = 0,
circulos anidados alreddor de los polos y circulos que se
interseccionan en los polos. Eje 21 —oo < 7 < 00,0 =0 en
el segmento polar, y —oo < 7 < 00,0 = 7 en la extension
del eje polar. Eje y: 7 =0,0 < o < 27. Circulos anidados
tienden a los polos en el limite asintético 7 — 00,0 < 0 <
2.
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Para construir el operador Laplaciano, empezamos con el cédlculo de los desplazamientos en el plano en

las coordenadas sucesivas:

—

dR idx + jdy = (icosp + j sen ¢)dR + R(—i sen ¢ + jcos @) dp

f (2 senh wcosv + jeoshu sen v) du + f (—icoshu sen v + j senh ucosv) dv

a [i (—coshTcoso + 1) — jsenh 7 sen o] dr
[cosh T — coso]? | + [~ senh 7 sen 0 + j(coshTcoso —1)]do |
La forma general de este vector de desplazamiento

dR = é1hydgi + éxhadgo

(19)

(20)

en términos de vectores unitarios y factores de escala, permite las identificaciones de los mismos en los

respectivos sistemas de coordenadas:

R = 1cosp+jsen p, ¢ = —isen ¢+ jcosp
2 senh wcosv + jcoshu sen v

= ;
V/cosh? u — cos? v
P —tcoshu sen v + j senh ucoso
v cosh? u — cos? v 7
. i(—coshTcoso+ 1) — jsenh 7 sen o
T coshT — coso ’
5 = —2 senh 7 sen ¢ + j(cosh7coso — 1)

coshT — coso

hg = 1,h,=R; hy = h, = f\cosh®u — cosv?;

hy = hs=a/(coshT —coso).

Noétese la ortogonalidad de cada par de vectores unitarios, asociados a las coordenadas sucesivas.

El operador de Laplace en coordenadas curvilineas ortogonales tiene la forma general:

1{8}@8 ahla}

2 _ -
V= hiho

Oq1 h1 Oq1 0q2 ha 0ga

Correspondientemente, la ecuacién de Laplace en las coordenadas sucesivas toma las formas:

[18 0 1 92

— — — —_— @ p—
ROROR T R aw] (Ryp) = 0

1 52 52
9 L9 s _
£2 (cosh® u — cos2 v) [8112 T 57)2} (u,v) 0
(cosh T — cos 0)2 92 92
—w |a2 T az| 2o = 0

La separabilidad e integrabilidad de la ecuacién de Laplace para las soluciones factorizables

®(R,p) = R(R)®(y)
D (u,v) = Uu)V (v)
O (r,0) = T(r)X(0)
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se puede implementar directamente. Aqui nos limitamos a dar las expresiones para los armonicos circulares,
elipticos y bipolares:

m m sen m
®p (R9) = (AnR™+BnR™™) ( cosmer )
mu N sen mu
D, (u,v) = (Ame + Be )< oS M >
o o sen mo
Py, (1,0) = (Ane™ + Bpe )( e ) (26)

param = 1,2, 3, ... determinado por la condicién de periodicidad de las funciones angulares respectivas. Las
soluciones isotrépicas, para m = 0, corresponden a seleccionar la funcién angular coseno, que se convierte en
uno y las funciones radiales

(I)O (R) == AO + BO InR
(I’() (’U,) = (Ao + Bo’u,)
Oy (1) = (Ao + By7) (27)

logaritmica en el caso circular y lineales en los casos eliptico y bipolar. En vez de las funciones exponenciales
en u y 7 se pueden escoger sus combinaciones en términos de cosenos o senos hiperbdlicos.

4 Vortices Armonicos Dentro y Fuera de Circulos o Elipses Coor-
denados.

En esta seccion se ilustra la construccion sisteméatica de los campos de potencial vectorial de velocidad, de
velocidad y de distribucion de vorticidad para vortices arménicos en el interior y exterior de circulos y elipses
asociados a coordenadas circulares y bipolares, y elipticas, respectivamente. Las bases para esta construccién
son las relaciones entre los campos descritos en la Seccién 2, y las funciones armoénicas con las geometrias de
la Seccién 3.

Para vértices en un plano, el potencial vectorial de velocidad se puede escoger perpendicular al plano
x —y, que identificamos como k. También debe ser una funcién arménica y finita tanto en el interior como en
el exterior del circulo o elipse frontera que se escoja: R = Ry, u = ug, T = Ty en las coordenadas respectivas.
En la notacién de la Sec. 2,empezamos con coordenadas circulares:

i = kAL, A = kAgIn R (28)
Al = kAL R™ ( cosme ) . A° —kAc R ( cosme ) (29)
sen mep sen mep
La condicién de continuidad del potencial en la frontera R = Ry se traduce en que
L= AtInRy = Agln Ry (30)
Al RYY = AS Ry™ = Ay. (31)

Entonces, las partes radiales toman las formas comunes
Agln R~ (32)

AgR™RZ™ (33)
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siendo R« y R~ el menor y el mayor de Ry Ry. En las coordenadas elipticas, las mismas ideas son validas
y los resultados toman las forma

Ap (uv) = kAgus (34)
Ay (u,v) = kAgcoshmuce ™" cosmu (35)
Zm (u,v) = kAg senh poe” ™" sen mu (36)

En coordenadas bipolares, se reconoce que los circulos con 7 = =473, simétricamente localizados con
respecto al eje y (7 = 0) tienen sus interiores en —oco < 7 < —7g y 79 < T < 00, respectivamente, mientras
que sus exteriores corresponden a —7y < 7 < Tp.

Los potenciales respectivos son entonces

—

Ay (||, 0) = kAor< (37)

e - senh mreT™™0
A (|7 S |70],0) = kA ( senh mTOe¢mT> sen mo (38)

donde 7. es el menor de 7 y 7p; y los signos en las funciones exponenciales corresponde a valores de sus
variables independientes, 7y y 7, positivas y negativas, respectivamente.

Una vez que se conoce el potencial, su rotacional conduce al campo de velocidad, Ec. (8).

L |mé hee k

U(ql,qg):VxA:hh 8%1 a% % (39)

2o 00 A

en los respectivos sistemas de coordenadas.
Los campos de velocidad con m = 0 toman las formas
. . Ay

iy (R < Ro,p) = 0, @(R> Rop)=—"~" (40)

0A
tp (u < ug,v) = 0, tp(u>ug,p) =— 1; 0 (41)

fV/ cosh”u — cos? v
- 5 A sh 7 — cos

o (1o <7 <o00,0) = 0, u0(0<T<To,<p):—U o (cosh 7 — cos 7) (42)

a

Los campos en el interior de cada circulo o elipse son nulos. Las lineas de campo en el exterior de: el
circulo de radio Ry son circunferencias de radio Ag/R en la direccién tangencial @; la elipse u = ug son elipses
en la direccién tangencial 0, con magnitudes de la velocidad que dependen de la posicién hiperbdlica v; el
circulo 7 = 79 son circunferencias en la direccién tangencial &, con magnitudes de la velocidad que dependen
de la posiciéon angular o.

En general, las lineas de campo de velocidad tiene elementos diferenciales

dl = é1hydq, + éshadgs (43)
cuyas componentes son proporcionales a las respectivas componentes de la velocidad en cada punto
U= é1u1 —+ é2u2; (44)

es decir
hidgy hadgs

Uy U2

: (45)
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En los casos arriba mencionados la ausencia de la componente radial respectiva dR =0, du =0y dr =0
determina las lineas de campo sucesivas.

Para los vortices con m = 1,2, 3, ... los campos de velocidad asociados a los potenciales de las Ecs. (33-38),
y sus lineas de campo asociadas en las sucesivas coordenadas tienen las siguientes formas.

1) Coordenadas Circulares:

93

Um (R < Ro,0) = Ap R;;: m [~R sen me — @ cos mgo} , (46)
R™cosmy = Ry 002 meo; (47)

Um (R> Ro,p) = AO%m —R sen me + ¢ cos mgo} , (48)
R™/cosme = R{'/cosmepo. (49)
Um (R < Ro,) = Ao R;;;l m R cos mp — ¢ sen mcp] , (50)
R™ sen me = Ry seon meo; (51)
Um (R> Ro,p) = Ao %m R cosmy + ¢ sen mgo} (52)
(53)

R™/sen mp = R{"/ sen mypy.

Noétese la igualdad de las componentes radiales en los campos de velocidad en la frontera circular R = Ry,
en contraste con las discontinuidades de las componentes tangenciales.

2) Coordenadas elipticas:

Aoe—muo =R
U (u <ug,v) = —gm [~ cosh mu sen mv — ¥ senh mu cos mv] (54)
coshmucosmv = coshmug cos mup; (55)
A cosh mu - N
i(u>ug,v) = = o T}?uoe m [—U sen mv + © cos mu| (56)
e ™ cosmu = e ™" cosmuy. (57)
Aoefm’u.o .
4 (u < ug,v) = — [u senh mu cosmv — ¥ cosh mu sen mu] (58)
senh mu sen mv = senh mug sen muvg; (59)
A h —mu N
i(u>ug,v) = =2 — }rlnuoe m[wcosmu + ¥ sen mu] (60)
e ™ senmv = e ™" sen muy. (61)

Notese también la igualdad de las componentes normales a la elipse de frontera u = ug en la direccién de
u, y la discontinuidad en las componentes tangenciales en la direccién de .

3) En coordenadas bipolares:

N AgeTmmo N

Um (|7] < |70],0) = ——m [T senh m7 cosmo — 6 coshmr sen mao], (62)

senh m7 sen mo =  senh m7y sen moyg; (63)

i (70| < |7],0) = 20 Se“hhmTeme [ cosmo + 6 sen ma], (64)
et sen mo = €70 sen moy. (65)

Aqui también se nota la igualdad de las componentes normales de la velocidad en el circulo de frontera
T =Ty, y la discontinuidad en las componentes tangenciales.
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Las discontinuidades de las componentes tangenciales del campo de velocidad a uno y otro lado de la
curva de frontera es una medida de la distribucién de circulacién en el perimetro de la misma como funcién
de la posicién angular:

%= —Ay/Ro, — . 0 oA (cosh g — coso) (66)
¢ f\/cosh Uy — cos2 v a

para los vértices con m = 0, en las coordenadas sucesivas. Para las otras armonicidades y coordenadas:

Ao ([ cosmp
Ry \ sen myp )’
Agp ( cosh muge™"""° cos mv >
)

—mug
f\/cosh2 Uy — cos2 v senh muge sen mu

Ap (cosh 1y — cos o)

senh m7oeT™™ sen mo,

a

respectivamente.

5 Discusion.

En estas notas se han revisado las propiedades de vértices estacionarios en fluidos incompresibles, incluyendo
las ecuaciones de Euler que describen cuantitativamente las conexiones del campo de velocidad con el campo
de vorticidad, y el campo de potencial vectorial de velocidad, asi como la relacién entre los dos tltimos
por medio de la ecuaciéon de Poisson. Las soluciones de estas ecuaciones para vértices en un plano se han
construido usando bases de funciones armonicas en coordenadas circulares, elipticas y bipolares, ilustrando
para el lector algunas de sus caracteristicas comunes, y también sus diferencias asociadas a las geometrias
respectivas.

Otros campos solenoidales, muy familiares en fisica, son el campo de induccién magnética, y sus campos
asociados de potencial vectorial magnético y de distribucion de corriente eléctrica como fuente. Las referen-
cias [1,2] pueden ser ttiles para el lector como ilustracién de los campos y fuentes magnéticos armdnicos
esféricos en tres dimensiones, y circulares, elipticos y parabdlicos en dos dimensiones, respectivamente.
También constituyen un punto de comparacién y analogia en la descripcién de vortices. Algunos de nuestros
trabajos de investigacién recientes [3] y en curso [4,5] estdn enfocados en la construccién de familias completas
de vortices armonicos sobre la superficie de una esfera, sobre un plano, y las conexiones entre ellos.
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Resumen

Desarrollamos un formalismo para el calculo exacto y analitico de la
respuesta dieléctrica macroscépica de un cristal foténico unidimensional.
La respuesta resulta ser no local, mostrando una dependencia en el nimero
de onda k independiente de su dependencia en la frecuencia w. Verificamos
nuestros resultados explorando casos limites como el limite cuasiestatico
y comparamos nuestros resultados con resultados numéricos obtenidos de
un formalismo aplicado a sistemas periédicos en cualquier nimero de di-
mensiones. A partir de la respuesta no local podemos calcular los modos
propios del sistema empleando la relacién de dispersion macroscépica.
Comparamos éstos con las bandas foténicas exactas, obtenidas con el for-
malismo de la matriz de transferencia, obteniendo un acuerdo excelente.

1. Introduccion

La posibilidad de controlar fotones en forma andloga a los electro-
nes en dispositivos electréonicos ha despertado un gran interés tanto en el
ambito tecnolégico como en el de investigacion basica. La tendencia hacia
la miniaturizacién de dispositivos electrénicos y épticos implica grandes
retos tecnoldgicos y resolver ciertas limitaciones fisicas. Por ejemplo, una
pequena apertura, menor a la longitud de onda, practicado en un mate-
rial opaco transmite muy poca luz [1]. Aunque esta limitacién es de un
cardcter fundamental, puede superarse recurriendo a fenémenos diversos.
W. Ebbesen y colaboradores [2] hallaron una transmisidn extraordinaria
de la luz en arreglos periddicos de pequenos huecos practicados en una
placa de plata. El mecanismo propuesto [2] es la transmisién mediada por
los plasmones de superficie, los cuales son oscilaciones colectivas de carga
[3] con longitudes de onda menores a los de la luz. Este nuevo fenémeno
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desperté un gran interés general en estas estructuras metéalicas perforadas
[4, 5, 6, 7]. Se ha encontrado que la transmisién extraordinaria ocurre
también con microondas, para cuyas frecuencias los metales pueden con-
siderarse conductores incapaces de sustentar plasmones de superficie. En
este caso, es la red de huecos la que sostiene excitaciones andologas a los
plasmones, conocidas como imitacion de plasmdn [8, 9, 10]. Por otro lado,
variando las condiciones se han hallado resultados opuestos, como una
disminucién importante en la transmisién de la luz a través de una placa
metdlica al practicarle huecos [11]. A este fendmeno se le conoce como
supresion de la transmision de la luz debido al fuerte acoplamiento entre
los plasmones superficiales de ambas caras de la pelicula [12, 13]. Estos
ejemplos muestran la importancia de estudiar las propiedades 6pticas de
sistemas estructurados.

En éste trabajo desarrollamos una teoria macroscépica para estudiar
las propiedades electromagnéticas de sistemas estructurados en una di-
mensién. Esta respuesta macroscépica o efectiva permite describir tipica-
mente al sistema en escalas relativamente grandes de distancia, sin detallar
explicitamente el comportamiento en pequenas escalas, pero incorporan-
do efectos relevantes del comportamiento microscopico. Determinar esta
respuesta para un sistema arbitrario requiere incorporar fenémenos co-
mo son el esparcimiento multiple [14, 15], la interaccién electromagnética
entre particulas vecinas y las variaciones abruptas de los campos en los
diferentes medios de la estructura, entre otros. Aunque se han propuesto
numerosas técnicas para calcular respuestas efectivas, muchas son apro-
ximaciones con validez limitada, mientras que otras tienen un alto costo
computacional.

La propagacién de la luz en medios lineales homogéneos [16, 17, 18]
estd totalmente caracterizada por la respuesta electromagnética. Debido
a que las frecuencias de resonancia magnéticas en sustancias tipicas se
hallan muy por debajo del rango visible, al estudiar la propagacién de
luz suelen ignorarse los efectos magnéticos y considerar al medio como no
magnético, i.e. con permeabilidad p = 1 [19]. De este modo, la respuesta
electromagnética del medio queda determinada por su funcién dieléctrica
€. Sin embargo, estructuras artificiales como los sistemas mencionados
arriba presentan inhomogeneidades espaciales y su respuesta dieléctrica
varia de una posicién a otra. Otros ejemplos de sistemas inhomogéneos
son las estructuras granuladas y los sistemas multicristalinos, en los que
el comportamiento de las ondas electromagnéticas es complejo. Por ello
el estudio de la propagacién de la luz en estos medios ha sido objeto de
muchas investigaciones [20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30].

Entre los medios estructurados en cuyo interior se ha estudiado la
propagacién de la luz, han ganado los medios artificiales periddicos, co-
nocidos como cristales fotonicos. Estos se forman por la alternancia de
dos materiales que pueden ser dieléctricos o metalicos [31]. Los metales
son interesantes pues su respuesta dieléctrica depende de la frecuencia y
pude cambiar de signo. Sin embargo, las componentes metalicas suelen
presentar. Los cristales foténicos fabricados exclusivamente de componen-
tes dieléctricos han sido empleadas ampliamente, sobre todo por su baja
disipacién de energia [15, 32, 33, 34, 35, 36, 37]. Se han logrado fabricar
cristales foténicos dieléctricos una de cuyas componentes tiene permiti-
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Figura 1: Ejemplos de sistemas estructurados. El lado izquierdo muestra un
conjunto de anillos resonadores metdlicos grabados en una placa aislante. El
derecho muestra huecos perforados de manera periédica a través de una placa
metélica.

vidades muy grandes, del orden de algunas centenas, en particular, para
frecuencias en la regién de microondas [38, 39]. Estas componentes permi-
ten un elevado contraste entre las respuestas dieléctricas de las distintas
componentes del sistema, lo cual lleva a comportamientos novedosos.
Ademads de los efectos de la transmisién y supresion extraordinaria
de la luz, existen otros fenémenos interesantes en sistemas inhomogéneos.
Podemos mencionar la localizacién de Anderson en medios desordenados
[30, 40], la refraccién negativa [41], el efecto Doppler inverso [42] y el
camuflaje éptico [43] entre otros [44]. Estos fenémenos no se observan
en medios naturales y solamente aparecen en sistemas estructurados con
cierta textura espacial. Estos medios son con frecuencia llamados meta-
materiales, término que designa a aquellos materiales que presentan com-
portamientos electromagnéticos inusuales comparados con los materiales
Opticos usuales [45]. Existen acepciones mds restringidas y mds amplias
en la literatura; en nuestro trabajo llamaremos metamaterial a cualquier
sistema estructurado formado por la alternancia de dos o més materiales.
Un tipo de metamaterial comtinmente implementado consiste de una
matriz dieléctrica con incrustaciones metdlicas, de una matriz metélica
con incrustaciones dieléctricas, o una matriz de cualquier tipo con huecos
como ilustramos esquemaéticamente en la figura 1. Por ejemplo, el sistema
de anillos resonadores a la izquierda de la fig. 1 consiste en placas aislantes
sobre las cuales se han dibujado anillos conductores, como se suele hacer
en los circuitos impresos. Este fue el primer sistema en que se demostré el
fenémeno de la refraccién negativa, la cual se obtuvo en la regién de micro-
ondas [46]. Los anillos que ilustramos son dos anillos concéntricos que se
han interrumpido en extremos opuestos. Cuando un campo magnético in-
cide en los anillos metalicos, se induce una corriente en ellos y por lo tanto
un dipolo magnético. Las interrupciones en los anillos forman un capacitor
que ante la presencia de un campo eléctrico, genera una acumulacién de
carga entre sus “placas” dando origen a un dipolo eléctrico. Escogiendo
de manera adecuada los pardmetros de los anillos, se puede conseguir que
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la resonancia en la respuesta magnética y la resonancia en la respuesta
dieléctrica se traslapen en la misma region espectral. Tipicamente, las
funciones respuesta cambian de signo al atravesar una resonancia, por lo
cual, estos materiales tienen permitividad efectiva € y permeabilidad efec-
tiva p negativas alrededor de sus resonancias. Veselago [47] predijo que
en estas condiciones, una onda electromagnética incidente seria refractada
en una direccion del lado opuesto a la normal a la superficie cuando la
comparamos con la direccién de una onda refractada en las condiciones
usuales. En estos materiales se cumple la ley de Snell, pero con un indice
de refraccion negativo.

En la literatura, existen varias propuestas para estudiar la propaga-
cién de una onda electromagnética en sistemas estructurados como los
ejemplos que hemos mencionado. Una de las mas conocidas es la técnica
numérica de las diferencias finitas en el dominio del tiempo, conocida co-
mo FDTD [48, 49]. Otra propuesta es la aproximacién de dipolo discreto,
conocida como DDA, que sirve para estudiar la interacciéon de la luz con
particulas de forma arbitraria [14, 50]. En esta aproximacién, se modela
una particula de forma arbitraria como un conjunto de entidades pun-
tuales polarizables cuya polarizabilidad se escoge de manera conveniente.
La interaccién electromagnética entre partes del sistema se reemplaza por
una suma de interacciones dipolares. Mientras mas entes polarizables se
incluyan en el cdlculo, méas realista serd el modelo del objeto que se desea
estudiar.

Un conjunto de métodos alternativos a las propuestas anteriores lo
constituyen las teorfas de medio efectivo [29, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58].
Algunas de las propuestas sélo son validas en ciertos casos limites: cuan-
do la fraccién de llenado de las inclusiones sea baja, cuando las particulas
estén acomodadas en una red ctibica o cuando la longitud de onda sea mu-
cho mayor que el tamano de la celda unitaria. El propésito de las teorias
de medio efectivo es describir al medio compuesto como si fuera un ma-
terial homogéneo que responde al campo electromagnético mediante una
respuesta efectiva. De hecho, cuando describimos las propiedades electro-
magnéticas de un material ordinario en términos de su permitividad y su
permeabilidad solemos ignorar la textura espacial debida a la estructura
atémica de la materia y reemplamos su respuesta por la de un medio efec-
tivo homogéneo, lo cual solemos justificar argumentando que la longitud
de onda de la luz es tan grande que no wve los detalles de la estructura
microscépica del medio [52, 59, 53, 10].

Bajo el enfoque de las teorias de medio efectivo, se han propuesto en
una variedad de trabajos la manera en cémo llevar a cabo el proceso de
homogeneizacién de los materiales con estructura espacial [59, 60, 61, 62,
63, 64, 65, 66, 67], y se han discutido los limites de validez de dichas teorias
[20, 68, 69].

En este trabajo estudiamos sistemas estructurados a lo largo de una
dimensién mediante un enfoque de medio efectivo macroscépica. Nuestra
motivacion es la existencia de muchas formas conocidas de resolver el pro-
blema electromagnético en esta clase de sistemas, lo cual nos proporciona
la posibilidad de validar los resultados de nuestra teorfa macroscépica. En
trabajos previos [70, 71] hemos desarrollado formalismos para el cdlculo
numérico de la respuesta macroscépica de metamateriales periddicos en
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cualquiér nimero de dimensiones. En el caso 1D podemos hacer simpli-
ficaciones adicionales que nos conducen a expresiones analiticas exactas.
Nuestro propésito es validar estas expresiones y as{ ganar confianza en
nuestro acercamiento general a esta clase de problemas.

En la seccién 2 desarrollamos un formalismo para obtener la respuesta
dieléctrica macroscépica de sistemas periddicos 1D. En la seccién 3 aplica-
mos nuestro formalismo a un sistema modelo formado por dos dieléctricos
no dispersivos alternados periédicamente, andlizamos su comportamiento
en algunos casos limites y comparamos los resultados con los de un forma-
lismo numérico previamente desarrollado. En la seccién 4 discutimos cémo
calcular los modos propios electromagnéticos del sistema para cada vector
de onda y en la seccién 5 mostramos cémo obtener las bandas foténicas
completas del sistema a partir del formalismo macroscépico, comparan-
do dichas bandas con resultados exactos derivados de un formalismo de
matriz de transferencia. En la seccién 6 desarrollamos una aproximacién
local, la cual conduce a una respuesta magnética atin en sistemas con
componentes puramente dieléctricas, y exploramos los limites de validez
de dicha aproximacién. Finalmente, el la seccién 7 presentamos nuestras
conclusiones.

2. Sistema unidimensional

En un trabajo anterior [70, 71] obtuvimos una expresién para la res-
puesta dieléctrica macroscopica de un material estructurado en presencia
de retardamiento, la cual se puede implementar numéricamente mediante
un algoritmo recursivo eficiente. Para poner a prueba dicho procedimien-
to, es conveniente contar con un sistema cuya respuesta macroscopica
pueda obtenerse de una manera muy sencilla y que nos permita poner a
prueba nuestros resultados numéricos, ademas de sugerir el tipo de apli-
caciones que podemos dar a nuestros resultados y los limites de validez de
aproximaciones subsecuentes. Con tal propésito, estudiaremos un sistema
periédico unidimensional y obtendremos una expresiéon analitica cerrada
para su respuesta macroscopica. Ilustraremos la dispersion temporal y
espacial que surge como consecuencia del retardamiento y mostraremos
cémo del esquema macroscépico se puede hallar la estructura completa
de bandas del sistema. Compararemos estos resultados analiticos con los
obtenidos de la aplicacién del método recursivo desarrollado en el capitulo
previo y discutiremos el reemplazo de nuestro sistema dieléctrico no-local
por un sistema local pero que tiene una respuesta magnética.

Tomemos el caso mas simple de un medio estructurado: una red pe-
riédica unidimensional, con invariancia a lo largo de las direcciones carte-
sianas = y ¥y, formada por un material A, que ocupa la regién 0 < z < L4
y un material B, que ocupa la regién L4 < z < L de tamano Lp for-
mando una celda unitaria que se repite periédicamente en la direccion z
con periodo L = L4 + Lp, como ilustramos en la figura 2. Supondremos
que cada uno de estos materiales es no-magnético y tiene una respuesta
dieléctrica bien definida €4 y eg por lo cual la respuesta microscopica es
€(z) = ea o0 ep dependiendo de z. Las fracciones de llenado de los medios
Ay Bson fa=La/L, fg = Lp/L respectivamente.
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Figura 2: Panel izquierdo: Sistema en una dimensién que consiste en peliculas
de cierto material con respuesta dieléctrica €4 y ancho L4 alternadas periddi-
camente con peliculas de otro medio con respuesta dieléctrica eg y ancho Lp.
Se muestran las coordenadas de las algunas interfaces y el periodo L de la red.
Panel derecho: Se muestra la estructura y el sistema coordenado, asi como la
corriente externa J y su vector de onda k.

Consideremos una corriente externa J dirigida en la direccién = y que
se propaga como onda plana arménica en la direccién z con vector de onda
k, como ilustramos en el lado derecho de la figura 2. Nuestro objetivo es
encontrar la respuesta del sistema a esta corriente.

Podemos hallar el campo eléctrico microscdpico E(z) = E4(z) o EB(z)
producido por esta corriente resolviendo la ecuaciéon de onda con fuentes en
cada una de las dos regiones y exigiendo que la solucién obtenida sea una
onda de Bloch con vector de Bloch k y que cumpla con las condiciones de
contorno correspondientes a cada una de las interfaces. Una vez conocido
el campo microscépico, podemos extraer de él la componente macroscopica
para finalmente obtener la respuesta macroscépica del sistema.

Escribimos la dependencia espacial de la componente z de la corriente
externa como J(z) = Joe™™, con Jy la amplitud. La ecuacién de onda
inhomogénea en una dimensién para la componente = del campo eléctrico
E(z) = E%(z) con a = A, B es simplemente

1 2 s mymag AT g
(cot gz ) B2 = WE () = Tooc™, M

con ¢ = w/c y w la frecuencia. Aqui introdujimos el operador de onda
microscopico dado por

; 1 d°
WEE(Z)—F?@ (2)
La solucién general,
4 4 —1
E=—W "J (3)
iw

de la ec. (1) es en cada medio la superposicién de una solucién particular y
la solucién general de la correspondiente ecuacién homogénea. Entonces,
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en el intervalo 0 < z < L escribimos

E%(z) = E§e™ + Epe’™” 4+ Be e, (4)
donde hemos introducido el vector de onda libre en la region «,
2 2
ka = €aq , (5)
y donde E§ con B = D, I son cuatro coeficientes por determinar co-

rrespondiendo a ondas libres que corren hacia la derecha (D) o hacia la
izquierda (I) en el medio o = A, B. El coeficiente

o 4wy
Ey = ic2(k2 — k2) (©)

corresponde a una onda forzada que se propaga con el mismo vector de
onda k que la corriente externa, y se puede obtener sustituyendo la ec.
(4) en (1). De manera andloga, podemos escribir la componente y del
campo magnético microscépico B(z) dentro del medio a y expresarla en
términos de los coeficientes del campo eléctrico mediante la ley de Faraday,

Ba(Z) _ Egt (%) eikz + (%) E%eikaz _ (%) E([xefikaz‘ (7)

Las condiciones de continuidad para la componente tangencial del campo
eléctrico y del campo magnético en las fronteras z = La y z = L estan
dadas por los limites

EYz— L) = EPGz—LY), (8a)
BYz—L;) = BP(z-— L)), (8b)
EYz—= L") = EP(z-1L1L), (8c)
B*z— L") BP(z = L), (8d)

donde los superindices + indican si nos acercamos a la superficie por la
derecha (+) o por la izquierda (—). Notamos que las ecs. (4) describen
al campo tnicamente en el intervalo 0 < z < L, por lo cual no podemos
emplearla en el lado derecho de las ecs. (8¢) y (8d). Sin embargo, el teo-
rema de Bloch nos dice que en un medio periédico al avanzar un periodo
L hacia la derecha, todos los campos adquieren simplemente una fase

E(z—= LY = E%z—0")e™, (9a)
Bz — L") = BP(z—0")e*E, (9b)
lo cual nos permite cerrar el sistema de ecuaciones (8a)-(8d). Sustituyendo

en ellas la ec. (4), las expresamos como cuatro ecuaciones inhomogéneas
acopladas con cuatro incégnitas, las cuales escribimos como

eikALA _eikBLA e—ikALA _e—ikBLA ES
kAezkALA _kBe'LkBLA _kAe—zkALA +kBe—1kBLA Eg
1 _ei(kB—k)L 1 _e—i(kB+k)L E}A
ka _kBei(kak)L —ka kBefi(kB+k)L EIB
6ikLA
keikLA

=AB |7 | (10)

k
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donde AEy = EF — E{.

Siendo una onda de Bloch, el campo eléctrico no es una funcién pe-
riédica en z, pero E(z)efikz si lo es. Entonces podemos expandir esta
funcién como una serie de Fourier,

E(z)e”™ =" Ege'?, (11)
G
con numeros de onda G son multiplos enteros de 27/L y con coeficientes
I ;
Ec = Z/ E(z)e "k tDzq,, (12)
0

Introduciendo un filtrado en el espacio reciproco como realizacién del pro-
medio espacial, identificamos el campo eléctrico macroscépico como el
término G = 0 de dicha serie de Fourier, EM (2) = Ec—oe™*. Por otro
lado, promediando la ec. (3) escribimos

4
EM = %W;}JM, (13)

donde hemos indentificado a la corriente externa J con la corriente ex-
terna macroscépica JM, pues no tiene fluctuaciones espaciales derivadas
de la textura del metamaterial, y hemos introducido el operador de onda
macroscopico Wiy. Por analogia con la ec. (2), escribimos

W = " (w, k) — (k/q)?, (14)

en términos de la respuesta dieléctrica macroscépica transversal €™ (w, k).

Finalmente, sustituimos las expresiones (4) en la ec. (12) y la eva-
luamos en G = 0 para identificar Ey, Wy y finalmente, la respuesta
macroscopica

4 Jo L

e w,k) = (kefw)? + T2 (LaBS + Lo EY

+ ESLAsinc ka—k)La/2 etka—RLa/2

(( )
((ka + k)
+ Ep Lpsinc((kp — k)L /2)e'*8~FLs/2
(( )Lp/2)e” kB HRILE/Z),

)
+ Ef L asinc La/2)e thathila/2

+ EP Lpsinc((ks + k
(15)

donde sinc(z) = sin(z)/z. Lo dnico que resta es sustituir en la ec. (15)
los coeficientes E§ dados por la ec. (6) y los coeficientes Eg dados por la
solucién de la ec. (10).

El resultado (15) para la funcién macroscépica es ezacto en el sentido
que no se ha realizado ninguna aproximacién para obtenerlo, y es analitico
al estar expresado en términos de funciones analiticas y de la solucién de
un sistema de ecuaciones pequenio que puede resolverse explicitamente,
aunque las expresiones resultantes sean tediosas.

Debemos hacer notar que la respuesta macroscépica (15) depende
explicitamente del vector de onda k ademds de ser una funcién de la
frecuencia w.
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3. Ejemplo

En esta seccién, estudiamos como ejemplo a un sistema hecho con
materiales transparentes no dispersivos, cuyas constantes dieléctricas ele-
gimos como €4 = 1 y eg = 12, y con fracciones de llenado iguales
fa = f = 0.5. Obtenemos €™ (w, k) simplemente sustituyendo los va-
lores anteriores en la ec. (15). En la fig. 3 mostramos el resultado, el cual
ilustra explicitamente la dispersién temporal de €| i.e., su dependencia
en w, y su dispersién espacial o no localidad, i.e., su dependencia en k. No-
tamos que podemos variar a k independientemente de w, pues ambos estan
definidos por la eleccién arbitraria de la dependencia espacial y temporal
de la corriente externa.

Dado que en este ejemplo los materiales son no dispersivos, la disper-
sién temporal y espacial de la respuesta macroscépica surge como conse-
cuencia del retardamiento dnicamente, i.e., de la razén entre la longitud
de onda de la luz y los tamanos de las componentes. La funcién eM(w7 k)
muestra una serie de polos simples, algunos de los cuales convergen en-
tre si cuando k — 0. La presencia de singularidades en la respuesta en
esta caso estd ligada a resonancias en las reflexiones multiples en cada
pelicula y en cada periodo del material, andlogas a las resonancias de
Fabry-Perot, y aparecen a frecuencias relativamente grandes, en las que
la frecuencia w y/o el nimero de onda normalizado kc son del orden de
la frecuencia natural ¢/L que caracteriza la propagacién de la luz en un
periodo del sistema. En los polos, el operador de onda Wy, diverge y de
la ec. (13) concluimos que el campo eléctrico macroscépico se anula ain
en presencia de una corriente externa no nula, es decir, corresponde a un
apantallamiento perfecto.

Podemos verificar en la figura que en el limite estdtico (w < ¢/L) y
para longitud de onda larga (k — 0) la respuesta macroscépica transversal
del sistema es el promedio simple de las constantes dieléctricas, e (w,0) =
M (0,0) = faea + frep. Esto obedece a que las componentes del campo
eléctrico tangenciales a cada superficie son continuas al atravesar éstas y a
que en este limite el campo es constante dentro de cada pelicula. Podemos
verificar que nuestro calculo toma este valor, dado por e (0,0) = 6.5 en
nuestro ejemplo.

Nuestros resultados muestran ademds que en el limite estético € (w, k)
M (w,0) independientemente de k siempre y cuando ¢L < 1. Podemos
entender este comportamiento de la siguiente manera: Empezamos por
escribir al operador de onda en bloques de la forma

. Wop W
W = ( Vpp nf ) , (16
Wep Wey )

donde pr es aquella parte que acopla promedios con promedios, Wpf
acopla fluctuaciones con promedios, etc. De la identidad W™'W = 1 es
facil obtener el elemento pp de la inversa

Wz;zl = (W_l)pp = (pr - Wpf(wff)_lwfp)_17 (17)

donde debemos cuidar el orden en que realizamos las proyecciones y las
inversiones. Usando la definicién (14) y representando los operadores en

vee 151 oo



0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
kL

Figura 3: Representacién en tonos de grises de la respuesta dieléctrica ma-
croscépica €M (w, k) del sistema periédico unidimensional mostrado en la figura
2coneyg =1,ep =12y fa = fp = 0.5 como funcién de la frecuencia normali-
zada wL/cy del vector de onda normalizado kL. Se muestran algunos contornos
a lo largo de los cuales €M es constante (lfneas sélidas) y las posiciones de los
polos (lineas a trazos). Las regiones blancas corresponden a valores fuera del
rango ~ (—5,15) elegido para obtener un contraste conveniente.

el espacio reciproco,

-1
1 k2 4 ~ 1
W = (600 - qj - Z eoc(W )GG’GG’0> ) (18)

q2 GG’

donde W es la matriz que obtenemos a partir de Wee eliminando el
renglén G = 0 y la columna G’ = 0, i.e., dejando tinicamente los términos
fluctuantes. A partir de su definicién, escribimos

(k + G)? (k+G)?

Weer = ecar — e daar =~ *T(;GG’, G,G #0, (19)

donde supusimos que la frecuencia es baja en términos de la frecuencia
caracteristica asociada a una estructura de periodo L, i.e., gL < 1. En este
caso, G/q > 1 para todos los vectores reciprocos no nulos. Sustituyendo
en la ec. (18) obtenemos

1 _ 1

2~ 2 )
Mw,k) — iz oo — & = 34 glayelecol?

(20)

de donde obtenemos finalmente ¢ (w, k) =~ €00 = fa€a + fpep al orden
més bajo en (¢L)?. Debido a esto, a frecuencias bajas no hay dispersién
espacial ni temporal y la respuesta transversal es el simple promedio de
las funciones dieléctricas de las componentes pesadas por su fraccién de
llenado.
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Figura 4: Respuesta macroscépica eM (w, k) del sistema unidimensional mostrado
en la figura 2 como funcién de la frecuencia normalizada wL/c para un vector
de onda fijo k = w/2L. La linea sdlida corresponde al cdlculo analitico y los
diamantes corresponden a resultados obtenidos con un esquema recursivo de
Haydock con retardamiento [70].

En esta deduccion usamos el hecho de que en una superred unidi-
mensional y para propagacién a lo largo del eje de la estructura, no hay
acoplamiento entre campos longitudinales y transversales y por ello el
campo (que es transversal en nuestro ejemplo) no tiene fluctuaciones, o
més bien, sus fluctuaciones son pequefias, del orden de (¢qL)%. En el caso
genérico en 2D y en 3D habria fluctuaciones pero dominadas por campos
de caracter longitudinal acoplados con el campo macroscopico, los cuales
conducirian a efectos de campo local atin para ondas transversales a bajas
frecuencias.

Finalizamos esta seccién mencionando que en nuestra deduccién de la
ec. (15) no empleamos la condicién kL < 1. El haber escogido el filtrado
en el espacio de Fourier como procedimiento para promediar los campos,
en lugar de emplear un promedio espacial simple sobre la celda unitaria,
nos permite usar nuestra teoria aun para vectores de onda grandes, del
orden del inverso del tamano de la celda unitaria. La figura 4 muestra
e™(w, k) para para un valor fijo de k = 7/2L. Notamos, como en la figura
3, la fuerte dependencia de la repuesta macroscopica con la frecuencia (dis-
persién temporal) atin cuando las componentes del sistema no dependan
de la frecuencia y sean reales. También vemos explicitamente el desarro-
llo de una serie de singularidades como funcién de la frecuencia. Hemos
incluido en la figura los resultados de un calculo numérico empleando el
formalismo presentado en las Refs. [70, 71], los cuales estdn en excelente
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acuerdo con nuestro célculo analitico. Debemos recordar que en sistemas
bi y tridimensionales no contamos con un método analitico exacto, por lo
cual es importante validar nuestros métodos numéricos en este caso 1D
en que si los hay.

4. Modos propios

Una aplicacién de la respuesta macroscépica de sistemas estructura-
dos se halla en el calculo de los los modos propios electromagnéticos del
sistema a partir de la relacion de dispersion macroscépica. En la figura 5
mostramos la respuesta dieléctrica macroscépica del mismo sistema uni-
dimensional de la sec. 3 como funcién de w para vectores de onda k = 0
y k =27/L en el centro de la primera y de la segunda zona de Brillouin,
respectivamente. La frecuencia de los modos propios electromagnéticos
transversales del sistema, w(k), puede obtenerse de la relacién de disper-
sién k% = ¢*c™ (w, k); w(k) corresponde geométricamente a la interseccién
de la hipérbola cibica (k/q)? con la funcién € (w, k), donde de nuevo
abreviamos ¢ = w/c. Conforme k — 0, (k/q)? tiende hacia una recta ver-
tical en el eje de las ordenadas unida a una recta horizontal en el eje de
las abscisas. La figura indica con circulos los lugares donde ésta intersecta
a la funcién dieléctrica. Sobre la misma grafica, mostramos con linea pun-
teada roja la funcién macroscépica que corresponde a un vector de onda
pequetio k = 0.1/L, la cual es muy parecida a la respuesta macroscépica
con k = 0 excepto alrededor de la zona cercana a gL ~ 2.3, en la cual apa-
rece un polo nuevo arriba del cual hay un cero, situado aproximadamente
en w = 2.3¢/L. En el panel inferior de la fig. 5 mostramos la respues-
ta macroscépica en el centro de la segunda zona de Brillouin k£ = 27/L
y la hipérbola ctibica (k/q)? correspondiente. Indicamos con circulos los
lugares donde éstas dos funciones se intersectan.

En el panel superior hallamos una eigenfrecuencia en w = 0, la cual
designamos con el numeral romano /. En el panel inferior no es evidente
esta eigenfrecuencia, aunque aparece una interseccién cercana cuando em-
pleamos un vector de onda k que difiere un poco de 27 /L, y para el cual
aparece un polo en ¢ (w, k) muy cercano a w = 0. La interseccién de esta
curva con (k/q)? para k pequeno queda fuera de la gréfica, pero es evi-
dente que sucede a una frecuencia w =~ 0 y que ésta tiende a cero cuando
k — 0. En el panel superior aparece otro modo cerca de w = 3.27¢/L, in-
dicado con el numeral 111, el cual también aparece a la misma frecuencia
en el panel inferior. Finalmente, en el panel inferior aparece un modo con
frecuencia cercana a w = 2.30¢/L, el cual indicamos con el numeral 11,
mientras que en el panel superior la funcién dieléctrica parece no cruzar
al eje de las abscisas en esta frecuencia. Sin embargo, al variar muy poco
el vector de onda k = 0 se desarrolla un nuevo polo en el panel superior
muy cercano al polo inicial situado alrededor de 2.4¢/L, y aparece un cero
de la funcién dieléctrica cerca de la frecuencia esperada.

El comportamiento de la funcién macroscépica cerca de w & 2.30c/L
y para valores de k ~ 0 parece muy peculiar. Para estudiarlo con mayor
detalle, en la figura 6 mostramos un rango més estrecho de frecuencias en
dicha regién para dos vectores de onda pequetios pero distintos de cero
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Figura 5: Respuesta dieléctrica macroscopica €M (w, k) del sistema unidimensio-
nal mostrado en la figura 2 como funcién de la frecuencia normalizada wL/c
para los vectores de onda k = 0 (arriba) y k = 27/L (abajo). Arriba se mues-
tra la hipérbola ctibica degenerada limy,_,q(kc/w)? (ver texto) mediante trazos
largos. Se muestran con circulos los lugares donde ésta intersecta la grafica de
la funcién dieléctrica e (w,0): las eigenfrecuencias del sistema cuando k = 0.
También se muestra con linea de trazos cortos la respuesta macroscopica para
un vector de onda pequenio k = 0.1/L, la cual cruza por cero en w = 2.3¢/L.
Abajo se muestra con trazos largos la hipérbola cibica (k/q)? para k = 27/L.
Las frecuencias en que ésta intersecta a la respuesta macroscépica e(w,27/L)
son las eigenfrecuencias del sistema en el centro de la segunda zona de Brillouin
y se indican con circulos. También se muestra con linea punteada la respuesta
macroscépica para un vector de onda k = (2r — 0.1)/L cercano.
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Figura 6: Respuesta dieléctrica macroscépica del sistema unidimensional mos-
trado en la figura 2 para tres valores de k cercanos a cero: 0 (linea continua
negra), 0.1/L (trazos cortos rojos) y 0.01/L (trazos largos magentas).

k=0.1/Lyk=0.01/L, ademds del caso k = 0. La funcién dieléctrica al-
rededor de w = 2.30¢/ L es continua cuando k = 0, pero con una minuscula
modificacién a k aparece un polo cuyo peso aumenta y cuya posicién se
desplaza hacia el rojo al incrementar k. La interseccién del cero que sigue
a este polo con el eje de las abscisas, indicado por un circulo en la figura
6, se halla en una frecuencia muy cercana a la frecuencia designada por el
numeral romano /[ en la figura 5, y tiende a ella conforme k — 0, aunque
dicha interseccién desaparece cuando se alcanza el valor k = 0. Por otro
lado, podemos adivinar de la figura 5 que el desplazamiento al rojo del
polo continda conforme k continta creciendo y conforme k — 27/L su
posicién se situa hasta w — 0, aunque el polo colapsa en w = 0. Como
vemos, todos los modos correspondientes a k — 0 y a k — 27/L coinci-
den entre si, aunque su acoplamiento con el campo macroscépico varia y
algunos de ellos pueden ausentarse del cdlculo macroscépico en los limites
k =00k = 2xw/L. Més adelante discutiremos la comparacién entre modos
cuyos vectores de onda difieren por un vector reciproco de la superred.

En la figura 7 mostramos la respuesta macroscopica del mismo sistema
unidimensional de la sec. 3 como funcién de w para otros vectores de onda,
k = w/2L como en la fig. 4 y para k = /L, en el borde de la zona
de Brillouin. En las gréficas también mostramos las hipérbolas ctbicas
correspondientes y hemos utilizado numerales romanos para etiquetar sus
intersecciones con €™ (w, k). Estas intersecciones corresponden a los modos
normales del sistema para dichos vectores de onda.

En esta seccién hemos ilustrado como para cada vector de onda po-
demos obtener las frecuencias de los modos normales electromagnéticos
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Figura 7: Respuesta macroscoépica eM (w, k) del sistema mostrado en la figura 2
como funcién de w para vectores de onda k = 7/2L (arriba) y k = w/L (abajo).
En ambos casos mostramos las hipérbolas ctibicas (k/q)? correspondientes (tra-
zos largos) e indicamos con circulos y etiquetamos con numerales romanos sus
intersecciones con €M (w, k), cuyas frecuencias corresponden a modos normales
del sistema.
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correspondientes a partir de la solucién de la relacién de dispersiéon ma-
croscopica, la cual corresponde a la ecuacién de onda en un medio efectivo
homogéneo que muestra dispersion espacial ademés de dispersiéon tempo-
ral. Para cada vector de onda puede haber varias frecuencias, lo cual
estd asociado a la presencia de varios polos en la respuesta dieléctrica
macroscépica, ain en el ejemplo aqui desarrollado en el cual los compo-
nentes de nuestro metamaterial son no dispersivos y transparentes. En la
siguiente seccién estudiaremos sistematicamente la dependencia de estas
frecuencias en el vector de onda. Debemos notar que no sélo las posicio-
nes, sino también los pesos de los polos de los que se originan los diversos
modos dependen de k, por lo cual ciertos modos parecen desaparecer para
algunos vectores de onda especificos.

5. Estructura de bandas

La propagacién de ondas electromagnéticas sin fuentes, asi como la
propagacién de cualquier otro tipo de excitaciones en un sistema periédico,
puede describirse a partir de un esquema de bandas. Asi como sucede a
los electrones en un sélido cristalino, la energia, o equivalentemente , la
frecuencia de los modos propios del sistema, son funciones del impetu,
o equivalentemente, de su vector de onda. En el caso de una estructura
periédica en una dimensién construida mediante la alternancia de peliculas
delgadas homogéneas, es posible obtener la estructura de bandas foténicas
de manera analitica a partir de la matriz de transferencia que relaciona
a los campos eléctrico a través de un periodo de la estructura. Para un
sistema de dos componentes, ésta conduce a la relacién de dispersién [22,
72

cos(kL) =cos(y/eawLa/c)cos(v/epwLp/c)—

3 (V2 [ 2) e osin(amuLs /o) 2!

Por otro lado, hemos visto en la seccién 4 que la relacién de dispersiéon
para los modos transversales pueden obtenerse a partir de la relacién de
dispersién de un medio efectivo

(k/q)* = " (w, k), (22)

con ¢ = w/c, i.e., para cada k, aquellas frecuencias wy (k) donde la hipérbo-
la ctibica (k/q)? se cruza con la respuesta macroscépica € (w, k) son las
frecuencias de los modos normales del sistema, como ilustramos en las
figuras 5-7 para valores especificos del vector de onda. Repetiendo dicho
procedimiento para otros vectores de onda podemos construir toda la es-
tructura de bandas foténicas, como ilustramos en la figura 8.

En el rango de frecuencias que mostramos en la figura 8, obtenemos
tres bandas wy (k) con n = I, II y III. La comparacién entre el cdlcu-
lo macroscépico y el calculo via la matriz de transferencia muestran un
excelente acuerdo a todo lo largo de la banda, excepto en ciertos puntos
aislados, como discutiremos a continuacion.
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Figura 8: Relacién de dispersién analitica obtenida de la ec. (21) (linea sélida).
Indicamos con circulos los modos obtenidos en la seccién anterior empleando
la relacién de dispersién macroscépica y con diamantes otros puntos obtenidos
mediante el mismo procedimiento empleando otros niimeros de onda.

De acuerdo a la figura 5, en el centro k = 0 de la primera zona de
Brillouin se pierde el modo I1 en el calculo macroscépico, aunque se recu-
pera para vectores de onda cercanos. El motivo por el cual este modo se
pierde para k = 0 es que nuestro cristal unidimensional es centrosimétrico.
Una inversién cambia al vector de onda k — —k pero deja invariante al
centro k = 0 de la zona de Brillouin. Por lo tanto, los modos con k£ = 0
son eigenmodos del operador de inversion, i.e., son pares o impares. Los
modos impares promedian a cero y por tanto no contribuyen al campo
macroscépico y no se acoplan a una excitaciéon externa consistente en una
onda plana con vector de onda k = 0. Mas generalmente, un modo electro-
magnético que tenga simetria impar, no se puede acoplar a una excitacién
par ni viceversa [73], y por lo tanto, no podria obtenerse inmediatamen-
te con nuestro formalismo macroscépico. Tal es el caso del modo I1 con
k=0.

Sin embargo, la misma figura 5 muestra que podemos obtener sin pro-
blema alguno el modo II con la frecuencia correcta si consideramos un
vector de onda en el centro k = 2n/L de la sequnda zona de Brillouin.
Esto se debe a que los modos con k finita ya no son eigenmodos del opera-
dor de inversién. Recordemos que en un sistema periédico, las frecuencias
wn (k) de los modos propios son funciones periddicas de k con el periodo
de la red reciproca, es decir, wn(k) = wn(k + G) para cualquier vector
reciproco G, lo cual nos permite obtener wrr(k = 0) ja partir de nuestra
formulacién macroscépica con k = 27/ L!

Puede parecer extrano el uso de una teoria macroscépica con un vector
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de onda k fuera de la primera zona de Brillouin. A este respecto, notamos
que hemos definido nuestros campos macroscépicos a través de un proyec-
tor promedio que filtra todos los vectores reciprocos G no nulos. Aunque
parece natural esperar que este procedimiento deje pasar inicamente vec-
tores de onda k dentro de la primera zona de Brillouin, nada en nuestro
formalismo impide que el vector k del campo macroscopico esté fuera de la
primera zona de Brillouin; podriamos haber iniciado nuestro calculo con
una corriente externa que tuviera mas de una oscilacion en cada celda uni-
taria. En este caso, los campos fluctuantes serian aquellos con un nimero
de oscilaciones distinto, acoplados a la perturbacién externa a través de
la textura del material, aunque dicho nimero de fluctuaciones podria ser
tanto mayor como menor al de la perturbacién. Recordamos que las ondas
de Bloch son una suma de ondas planas, y podemos tomarnos la liber-
tad de tomar a cualquiera de ellas como la representante macroscopica
del campo. El precio a pagar por esta libertad es que perdemos la nocion
intuitiva comun del concepto de macroscépico, como aquella componente
del campo microscopico que oscila espacialmente con més lentitud que
todas las demds. Sin embargo, seguimos pudiendo interpretar al campo
macroscépico como aquel que tiene el mismo vector de onda que la co-
rriente externa y podemos emplear esta libertad para sobreponernos de
las limitaciones que podria imponernos la simetria.

Una forma de entender esta forma de extender nuestro calculo seria
si limitandonos a vectores k dentro de la primera zona de Brillouin, pero
interpretando a k + Go como el vector de onda macroscépico, donde Go
es un vector reciproco especifico, pero arbitrario. Entonces, los modos
estardan dados por la solucién de la relacién de dispersién macroscopica
modificada

i 2
M (w, k + Go) = (*TGO) . (23)

De manera similar, notamos en la fig. 5 que al escoger k = 27/L
perdemos el modo I con frecuencia wr(k — 27/L) = 0. Podemos ex-

plicar esto facilmente, notando que cuando k = 0, la ecuacién de onda
(k+ G)’Ec = ¢° Y. €g—c EG tiene una solucién ¢ = 0 (w = 0), con
coeficientes F¢ = 0 para todos los vectores reciprocos no nulos G # 0,
mientras que para G = 0, Ey es arbitrario. Entonces, en nuestro sistema
unidimensional, el limite k — 0, w — 0 corresponde a un campo que
no varia en el espacio y por lo tanto, es un modo que no se acopla a
vectores reciprocos finitos como G = 27w /L. Es por ello que no podemos
hallar dicho modo si iniciamos el cdlculo macroscépico con un vector de
onda k = 27 /L, pero una translacién en el espacio reciproco que nos lle-
ve al centro de la primera zona de Brillouin nos permite hallar el modo
facilmente.

La libertad de transladar los vectores de onda por vectores reciprocos
puede ser de utilidad al estudiar las bandas foténicas en sistemas de mayor
dimensionalidad y con otras simetrias.

En esta seccién vimos cémo la estructura de bandas foténicas en un
sistema unidimensional se puede reproducir de manera ezacta con nuestro
formalismo macroscépico siempre y cuando incorporemos en el cédlculo los
efectos de retardamiento, los cuales conducen a dispersion temporal y a
no localidad, ain en sistemas cuyas componentes sean transparentes y no
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dispersivas. Desde luego, en este caso es mas econémico obtener las ban-
das directamente de la féormula analitica 21 obtenida del formalismo de
matrices de transferencia. Sin embargo, para sistemas de mayor dimensio-
nalidad, no disponemos de dichas férmulas analiticas [39, 66, 67, 71, 74].

6. Aproximacion local y respuesta magnéti-
ca

La no localidad en la respuesta dieléctrica macroscépica puede inter-
pretarse bajo ciertas condiciones en términos de una respuesta magnética
efectiva local del sistema [75, 76]. Podemos encontrar ésta simplemen-
te expandiendo la ec. (22) en una serie de Taylor a segundo orden para
vectores de onda k pequenos

kQW_F...). (24)

2_ 2 M o2 M
k" =q"¢" (w, k) ~q <e (w,O)—i—? 952
El término lineal de la expansién no aparece en sistemas con simetria
bajo inversién temporal (por ejemplo, en ausencia de campos magnéticos
externos), ya que en ellos la respuesta macroscépica debe ser invariante
frente al cambio k — —k. De la ec. (24) podemos despejar

K = g* e (W)™ (w), (25)

que es la relacién de dispersién usual para los modos transversales en un
medio homogeneo local con permitividad e (w) = €™ (w,0) y permeabili-
dad [58]

M 1
w) = . 26

W) = Ty (26)
Notamos que atin cuando las componentes de la estructura sean no magnéti-
cas, la no localidad de la funcién €™ (w, k) implica que el sistema ma-
croscépico puede tener una respuesta magnética pu(w) # 1, i.e., el magne-
tismo puede surgir de la no localidad [77, 17] la cual en nuestro cdlculo
surge del retardamiento.

Podemos hacer un calculo aproximado de las relaciones de dispersion
de las ondas transversales de nuestra estructura 1D a partir de la permi-
tividad y la permeabilidad local. Esperamos que esta aproximacién sélo
sea valida para vectores de onda pequefios apra los que valga la expansién
(24). En la figura 9 mostramos las bandas calculadas bajo el esquema local
aproximado para el mismo sistema que el discutido en la seccién 3 junto
con las bandas obtenidas de la relacién de dispersion exacta. También mos-
tramos la funcién dieléctrica macroscépica local € (w) y la permeabilidad
macroscépica p™ (w). Observamos que para valores pequefios w < ¢/L la
permeabilidad es cercana a 1, es decir, nuestro sistema no muestra efectos
magnéticos. Sin embargo, al aumentar w, u* se incrementa y aproxima-
damente en w = 1.5¢/L tiene un polo, correspondiente a un cero en el
denominador de la ec. (26), ¢*(8%/0k*)e™ (w,0) = 2. Para frecuencias li-
geramente superiores, €™ es atin positiva pero u* se vuelve negativa, por
lo cual el sistema se vuelve opaco. Esta es la contraparte local de la brecha
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Figura 9: (a) Relacién de dispersién local para el mismo sistema mostrado en
la figura 2 (linea sélida) obtenida de la ec. (25) y relacién de dispersién exacta
(linea a trazos). (b) Funcién dieléctrica macroscépica local €M (w). (c) Respuesta
macroscépica magnética uM (w) (linea solida) y detalle escalado 3 x 10%p™ (w)
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veces (linea a trazos y puntos azul).

foténica que muestra el cdlculo exacto cuando wL/c ~ 1. Claro que no es-
peramos que la aproximacion local sea adecuada para vectores k grandes,
cerca o mas alld del borde de la zona de Brillouin. Como muestra la figura
6, cerca de w ~ 2.3¢/L, € (w, k) tiene un polo para k ~ 0, aunque este
polo desaparece cuando k = 0 exactamente. Por lo tanto, las derivadas
de €M con respecto a k divergen a dicha frecuencia y p™ tiene un cero,
arriba del cual toma un valor positivo. Es por ello que la aproximacién
local predice una banda de modos que se pueden propagar con k ~ 0y
w =&~ 2.3¢/L. Esto corresponde con el tope de la banda I7 de la figura
8. Sin embargo, a una frecuencia ligeramente superior ¢ (w,0) tiene un
polo tras el cual cambia de signo. En este polo, u™ tiene un cero doble,
de manera que el producto € ™ toma el valor 0 y la banda se regresa al
valor k = 0. Este regreso no aparece en la relacién de dispersién exacta.
Arriba de este polo, €M es negativa y pu™ es positiva, por lo que aparece
otra brecha prohibida que se extiende hasta w ~ 3.35¢/L en que €V tiene
un cero. Ahi comienza la banda III que de nuevo es bien descrita por la
aproximacién local. Notamos que la aproximacion local sin introducir la
respuesta magnética seria incapaz de describir la banda I11.

Hemos mostrado que las bandas I y I11 son bien descritas, sobre to-
do en la regién de vectores de onda pequenios, por la aproximacién local,
siempre y cuando introduzcamos la permeabilidad magnética. En cambio,
la banda I queda descrita bastante pobremente. Su borde es correcta-
mente predicho, pero la aproximacién local no conduce a una dispersién
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negativa y en cambio predice un regreso que no aparece en la banda ori-
ginal. El motivo de estas fallas proviene del hecho de que ™ es cercana
a cero alrededor de las singularidades de € (w, k) cerca de las cuales es
dudosa la validez de nuestra expansién de Taylor (24). En resumen, la
aproximacién local parece ser razonable para bandas acusticas y cerca de

los ceros de €| pero es cuestionable cerca de los ceros de p.

7. Conclusiones

Obtuvimos expresiones analiticas para la respuesta dieléctrica ma-
croscopica de un cristal foténico unidimensional, las cuales conducen a una
respuesta dispersiva y no local, con una dependencia en el nimero de on-
da independiente de su dependencia en la frecuencia. Nuestros resultados
son consistentes con un calculo numérico aplicable a sistemas con perio-
dicidad a lo largo de un ntimero arbitrario de dimensiones. Ademads, ana-
lizamos sus casos limites como es el caso cuasiestdtico. Mostramos cémo
la respuesta macroscépica permite calcular los modos propios del sistema
a partir de la relacién de dispersién macroscépica no local. Verificamos
que las bandas foténicas correspondientes coinciden exactamente con las
calculadas con métodos alternativos como el método de la matriz de trans-
ferencia. Una aproximacién local conduce a una respuesta magnética ain
cuando las componentes del sistema son no magnéticas. Mostramos que la
aproximaciéon local conduce a las bandas foténicas correctas para nime-
ros de onda pequefios cuando la frecuencia o la permitividad se pequena,
aunque hay algunas discrepancias fuertes cuando la permeabilidad es pe-
quena. Los resultados anteriores arrojan luz sobre las bandas fotdnicas y
su interpretacién en sistemas de mayor dimensionalidad.
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Estados coherentes dependientes del tiempo
con fotones anadidos

José Récamier
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Los estados coherentes para el campo electromagnético fueron introduci-
dos por Glauber en 1963 [1] y han jugado un importante papel en el campo
de la optica cuantica. El desarrollo de los laseres ha hecho posible la ge-
neracién de estados de luz con propiedades muy cercanas a las de los esta-
dos coherentes. Su comportamiento corresponde al de una onda clésica.
Glauber mostré que los estados coherentes pueden obtenerse a partir de
cualquiera de las siguientes definiciones: (i) como estados propios del op-
erador de aniquilacién: ala) = ala), (ii) mediante el operador de desplaza-
miento D(a) = exp(aa’ — a*a) aplicado al estado de vacfo: D(a)|0) = |a) o
bien (iii) como estados que saturan la relacién de incertidumbre: AGAp = h/2
siendo AO = /(0?) — (O)? y q, p los operadores de posicién y momento re-
spectivamente.

Consideremos el Hamiltoniano de un oscilador arménico unidimensional

Pl 5,
Hoa—%—l—iqu. (1)
Escrito en términos de operadores de creacién a' y aniquilacion a definidos
mediante las expresiones:

h | hmw
5 ~ 1t P At A

obtenemos
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sus estados coherentes |a) pueden obtenerse a partir de cualquiera de las tres
definiciones dadas arriba.

Es facil ver que los estados coherentes debidamente normalizados estan
dados en la base de estados de niimero (estados propios del operador 7 = a'a)

CO1mo:
n

@)= F Y i) (4)

n=0

para ello basta usar las relaciones:
aln) = Vil —1), a'ln) = Vo iln+1), aln) = nn)
y sustituir en la definicion
ala) = ala).

De la expresiéon dada en la ecuacién 4 se puede mostrar que los estados |«)
son estados de minima dispersiéon. Ademads, utilizando el conmutador

[a,a'] =1

es posible escribir el operador de desplazamiento como:
_lel® a4t ara
D(a) =e 2 e e*?

que aplicado al estado de vacio nos da:

|2

e aat —MooanAn
D(a)|0) = e 2 e*[0) = e 2 ZHTIW

n=0

y usando que:

a™0) = v/nln)

obtenemos:
2

D))y =e T Y =

que es la misma expresion que la dada en la ecuacién 4. La probabilidad de
encontrar ocupado el estado n para un estado coherente |a) esta dada por:

) (5)

[ETey 2=

Po(a) = [(n|o)[* = [~ o™

vn! n!

—lof?

(6)

o170 ...



que es una distribucion de Poisson.
Para un Hamiltoniano lineal H = A)n que no depende explicitamente del
tiempo el operador de evolucién temporal es:

U(t) = e " (7)

asi que un estado coherente al tiempo ¢, = 0 evoluciona en un estado

(1) = UlBlalte)) = e e Y Lo =y 0

fiQt)n

n),

(8)
que es un estado coherente con a(t) = e
Los estados coherentes con fotones anadidos (PACS por sus siglas en
inglés) fueron introducidos por Agarwal y Tara [2] con la idea de tener estados
que en un limite se comportan como estados clasidos (cuando |« es grande) y
en otro se comportan como estados puramente cudnticos (estados de nimero
cuando |a| es pequeno). Se definen por la accién m veces del operador de
creacion sobre el estado coherente:

la,m) = N, maTm|a> (9)

siendo Ny = 1/4/ Ly (—|a]?)m! una constante de normalizacién cuyo valor
depende del tamano del estado || y del nimero de fotones anadidos m. Aqui
L,,(x) es el polinomio de Laguerre de orden m.

Aplicando la definicion dada en la ecuacién 4 obtenemos, en la base de
estados de numero

—iQt

2
_lel®

o) =

Notese que la probabilidad de encontrar ocupado algin estado con n < m es
cero, en contraste con el caso de los estados coherentes en donde la probabil-
idad de encontrar ocupado cualquier estado es diferente de cero.

En cuanto a su evolucion temporal, un estado coherente con fotones anadidos
al tiempo t esta dado por:

n—l—m

|n 4+ m). (10)

la, m;t) = U(t)|a,m) = e " |a, m) (11)

obteniendo el resultado:

2
Ia\

= —imt

a,mst) = ——=— ,Z

—iQ)

t
\/n—l—m Nn +m). (12)
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Estos estados exhiben caracteristicas no clasicas como compresion y estadistica
sub Poissoniana.

Primeramente veamos si son o no estados de minima dispersién. Para
ello requerimos los promedios de los operadores de posicion y momento y sus
cuadrados los cuales estan dados por:

(o, m;tlgla, m;t) =

\/§€7IQ|2 [ —th Z |a|2n n +m+ 1) (1?))

L (—|a]?)m! nl(n+1)!

<a7 m; t|p|OZ, m; t) - =

\/§€_|Oé‘2 [ _th Z ’C(’Qn n+m+ 1)

Ly (—]a)?)m! nl(n+1)!

(14)
)

y usando que ¢? = %(&2 +a? +2afa+1)yp® = —%(d2 +af? —2ata—1

e lel? = |al®(n+m !
oot = () - Semlla@? + o Y Pl e D)

2mw —lar|?)m! —~  nl(n+2)!
S e
) hmw e~ lol® |o*"(n + m + 2)!
(a, m;t|p|a, m;t) = — ( 9 ) L(=|af2)m! [(a( Z | nl(n + 2)!

ol ((n+m) + H(n +m)!
(n!)?
de donde podemos obtener las dispersiones en cada una de las variables asi
como su producto

A(q(t)) = /(o mst|g?|a, mst) — ((or, ms gl ms t))? (17)

Ap(t)) = v/ {a, m; t|p2la, mit) — ({a, ms t[pla, m; t))?2 (18)

La figura 1 muestra el producto de las dispersiones Aq(to)Ap(to) en
funcién de la parte real del pardmetro o = = + iy para un estado coherente
con cero, cinco, diez y quince fotones anadidos. Cuando x = 0 la dispersion
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toma valores cercanos a 1/2, 11/2, 21/2 y 31/2 que corresponden a los val-
ores que tendria la dispersién para los estados de nimero |0), |5), [10) y |15).
Para valores mayores de x el producto de las dispersiones se aproxima a 1/2
que es el valor que corresponde a un estado coherente. Vemos pues que, para
valores de |a] ~ 0 el estado |, m) se comporta como el estado de ntimero
|m) mientras que para valores grandes de |a] el estado tiende a comportarse
como un estado coherente. De la figura es claro que los PACS no son estados
de minima dispersion.

La figura 2 muestra la dispersién en la coordenada para los mismos valores
de m que los presentados en la figura anterior. Es claro que para los estados
con fotones anadidos en una amplia regién de valores de |a la dispersién Ag
presenta compresion, esto es, su valor es menor que el que se tiene para un
estado coherente. Dado que el producto de las dispersiones es siempre mayor
o igual que el de un estado coherente, la dispersién en el momento crece a
expensas de la disminucion de la dispersién en la coordenada.

16 —
14
121

10

C 1 2 3 4

Figure 1: Producto de las dispersiones A(q(to))A(p(ty)) para o = (x,0) con
m = 0,5, 10, 15 fotones anadidos, xe[0,4], y to = 0.

La figura 3 muestra la dispersion en la coordenada Ag(t) para valores de
m = 0,5,10 y 15 en funcién del tiempo para un valor fijo de « = 1. El caso
con m = 0 (sin fotones afiadidos) tiene uns dispersién constante igual a 1/v/2
correspondiente a un estado con minima dispersiéon. En una region cercana a
to = 0 se puede observar el fenémeno de compresion en todos los otros casos
con m # 0. Este comportamiento se repite de forma peridédica presentandose
de nuevo alrededor de m, 27, etc. Se puede notar también que el valor que
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Figure 2: Dispersién A(g(ty)) para o = (z,0) y m = 0,5, 10, 15, z€0, 4], and
to = 0.

en aquellas regiones del tiempo en donde no hay compresion la dispersion
se incrementa con el valor de m asi como el grado de compresion, a mayor
m mayor compresién. El pardmetro de Mandel [3] nos permite distinguir

Figure 3: Evolucién temporal de la dispersion A(q(t)) para o« = (1,0) and
m =0,5,10 y 15, te[0, 27].

entre estados cuanticos con andlogo clasico y aquellos estados cuanticos que
no cuentan con analogo clasico y son estrictamente cuanticos. El parametro
de Mandel se define como:

Q= - . (19)
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Los estados cuanticos que tienen estadistica Poissoniana tienen ) = 1, los
que tienen estadistica super-poissoniana tienen ) > 1 y los que tienen es-
tadistica sub-poissoniana tienen () < 1. Aquellos estados con estadistica
sub-poissoniana no tienen analogo clasico. Como vimos anteriormente, los
estados coherentes |a) tienen estadistica poissoniana por lo que su pardmetro
de Mandel es Q = 1.

Para el caso de estados coherentes con fotones anadidos tenemos:

(ala™(ala)a'™|a)  (ala™t'a"™ o) — (a]a™a™|a)
L (—|a|?)m! N L (—a]?)m!
Liny1(—|al?)(m + 1)! = L, (=|al?)m!

= Lo (—laPymi (20)

(a, m|a'ala, m) =

y procediendo de manera similar

Linga(=|af*)(m +2)! = 3Lpni1(=[af*) (m + D! + Ly (—|af*)m!
L (—|a|?)m!

(o, m|a?a?|a, m) =

(21)
utilizando las expresiones dadas arriba podemos calcular el parametro de
Mandel.

La figura 4 muestra el parametro de Mandel en funcién de la parte real
de «a para estados con m = 0,5,10 y 15 fotones anadidos. Puede notarse
que los estados coherentes con fotones anadidos presentan una estadistica
sub-poissoniana por lo que no tienen analogo clésico.

Los estados coherentes con fotones anadidos han sido utilizados para com-

probar experimentalmente las relaciones de conmutacién cudnticas [, a'] = 1
[4].
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Figure 4: Parametro de Mandel en funcién de la parte real de a para valores
de m =0,5,10 y 15.
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I. Introduction

Motivated by ample applications in nano-structured devices in conjunction with optical
fibers, the absorption features and dielectric function of PbS quantum dots (QDs) have been
comprehensively studied in theory and experiment.'™ Similarly, the emission of PbS QDs has
sparked an outburst of research activities as well.”'” However, less attention was focused on the
divergences between the absorption and emission properties.” In particular, the Stokes shift, i.e.,
the red shift of the photoluminescence (PL) peak with respect to the peak of the optical
absorbance (OA)," is typically only reported at 300 K. Recently, the temperature dependence
and the variation with the impinging laser intensity of the Stokes shift for 4.7 nm PbS QDs were
reported in detail.'" On the other hand, for smaller QDs (3 nm and below), thorough comparative
investigations of the temperature dependent PL and OA characteristics are still missing. The
knowledge of the temperature dependent behaviors is of importance for the fundamental
understanding of the optical properties and to further develop the full application potential of
PbS QDs in optoelectronic devices. Here, the comparison of the PL and OA features of 2.7 nm
PbS QDs of the identical sample is presented through detailed studies of the temperature
dependence of the lowest interband transition. The results shine light on the extrinsic nature of
the PL and further demonstrate that the thermal dependence of the Stokes shift is mainly caused
by the energy variation of PL peak position.
I1. Sample preparation and measurements

The oleic acid capped PbS QDs investigated were deposited on glass with the
supercritical fluid CO, method described elsewhere.'” Scanning electron microscopy (SEM)
revealed that the glass surface was homogeneously covered with QDs of 2.7 (+0.4) nm diameter.

For the optical experiments, BOMEM Fourier transform spectrometers were employed.9 The PL
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experiments were carried out by exciting the sample with the continuous wave (cw) emission at
532 nm of a solid state laser. To minimize the alteration of the lowest radiative recombination
transition due to laser (over) excitation,® we kept the impinging intensity around 10 W/em?. The
OA was determined via the transmittance of the sample employing the internal quartz lamp
source of the BOMEM. The change in transmission due to the QDs was only 2 to 3 percent,
causing a rather large scattering of the data. The weakness of the signal and the accompanied
difficulties to collect low-noise data explain the absence of OA spectra for PbS QDs below 3 nm
in the literature.

II1. Photoluminescence and optical absorbance

Figure 1 shows the PL spectra for selected temperatures. The symbols, which appear to
be lines due to the high data density, represent the measurements, and the dotted lines are
Gaussian fits with %*>0.996. Figure 2 displays OA spectra for several temperatures. Again, the
symbols mark the experimental results and the dotted lines were achieved with the Gaussian
function incorporating a linear offset, which was caused by the light scatter at the ligands. The
agreement between the fits and the experiments is once more satisfactory (3°>0.972).

The thermally induced energy shifts of the PL and OA peaks are shown in Fig. 3,
whereas the OA peak shift indicates the band gap change of the QDs.® The symbols represent the
data collected with the Gaussian fits of the spectra (as those shown in Figs. 1 and 2) and the
dotted lines show the fits of the respective peak trends using Fan’s expression,

Epcai(T)=Epea,0tA/ {exp(<E,>/kT)-1}, (1)
where, Epea o 18 the peak energy approaching 7=0 K, A is the Fan parameter, which depends on
the microscopic material properties, and <E,> is the average phonon energy responsible for the
band gap variation, and k=8.62x10” eV/K is the Boltzmann constant. The fit parameters are
summarized in table I. The overall temperature coefficient of 112 peV/K and 34 peV/K of the
PL and OA peaks in Fig. 3, is one third in comparison to the equivalent variations achieved with
4.7 nm QDs.*"” The clear reduction of the temperature variation of the lowest energy transition
is expected with shrinking QD diameter, and the found 34 peV/K coincides fairly well with the
estimated OA temperature coefficient of 20-30 neV/K based on electron-phonon interactions for

3 nm QDs.'
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The most remarkable result here is the qualitative difference of the thermally induced
energy shifts between PL and OA peaks. The different appearance plainly demonstrates the
decoupling of the absorptive and radiative transitions channels in the PbS QDs. Based on the
results of Fernée et al.'"* and our previous work,'? the radiative recombination could be linked to
surface traps localized below the bulk PbS valence band edge. It is important to note that the
formation of surface states is enhanced for strongly confined PbS QDs (with a diameter < 3
nm)."* Labeling the lowest OA transition between the confined states of the hole and the electron
with h; and e, Fig. 4 shows the schematic energy band diagram of the absorption and emission
transitions at 5 K and 300 K with respect to the PbS bulk band gap. The simple assumption that
the e; and h; states move equally away from the PbS band gap was used due to the relatively
equal effective mass of the electron and holes. However, this assumption may be the cause of the
23.4 meV discrepancy in the location of the trap state (as calculated at 10 K and 300 K), and
additionally, the effective mass might depend on the temperature."

IV. Conclusion

We presented a comprehensive study of the thermally induced PL and OA peak shifts of
2.7 nm QDs. Confirming the statement in Ref. 8 - that the absorption of the PbS QDs reflects the
intrinsic properties of the confined electrons - the OA follows the theoretical expectations by
hardly showing a temperature dependence of the quantum confined interband transition. The PL
peak, however, qualitatively follows the temperature behavior of PbS bulk material (although

quantitatively clearly reduced) because of the recombination into surface traps.
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Table I: Fit parameters used in Eq. (1) in order to fit the temperature dependence of the OA and

PL peaks in Fig. 3.

Measurement Epeakp (V) A (meV) <E,> (meV) Goodness of fit
OA 1.2667+0.0022 0.9+0.5 2.0£0.9 0.834
PL 1.0902+0.0003 33.0+4.3 17.2+1.6 0.998
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Figure 1: PL spectra (symbols, which appear to be lines due to the high data density) and fits

(broken lines) for selected temperatures.
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Figure 4: Schematic band diagram (not to scale) illustrating the decoupled OA and PL
transitions. The lowest transition of the QD is labeled with h; and e;, indicating the optical
excitation of an electron-hole pair. The temperature dependence of the PL is attributed to the
radiative recombination into a surface trap state located ~0.3 eV below the bulk PbS valence

band edge.
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