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INTRODUCCION

La XXIV Escuela de Verano en Fisica fue organizada con el apoyo del Posgrado en
Ciencias Fisicas, el Instituto de Fisica y el Instituto de Ciencias Fisicas de la Universidad
Nacional Auténoma de México. Se llevo a cabo en las instalaciones del Instituto de Cien-
cias Fisicas en Cuernavaca, Morelos, del 13 al 17 de junio y en las instalaciones del
Instituto de Fisica en Ciudad Universitaria del 20 al 24 de junio.

En esta Escuela se impartieron 8 cursos cortos de cinco horas de duracidon cada uno
y 20 conferencias. Los cursos y conferencias cubrieron un amplio espectro con temas
como Optica cuantica, sistemas complejos, optica de meta-materiales, biofisica molecular,
plasmas, redes complejas, fisica médica, estructuras fotonicas, quimica cuantica y fisica
atomica, entre otros.

José Récamier, ICF UNAM
Mayo, 2017
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Redes Complejas: Estructura, Dinamica y Evolucién

Maximino Aldana

I. INTRODUCCION

f

En los tltimos 17 anos hemos sido testigos de una ex-
plosién en el estudio de las propiedades estructurales y
dindmicas de las redes complejas. Durante este tiempo
se han publicado cientos de articulos sobre este tema en
revistas de investigacién cientifica internacionales de dife-
rentes disciplinas, que abarcan fisica, biologia, sociologfa,
neurologia, economia, medicina, por mencionar algunos
ejemplos. Este interés en las redes complejas radica en
que nos hemos dado cuenta de que dichas redes abundan
en la naturaleza, son parte de nuestra vida diaria y se
presentan a diferentes niveles de organizacién. Por ejem-
plo, algunas redes biolégicas que encontramos en el nivel
microscépico son las redes de requlacion genética, redes de
proteinas, redes neuronales, redes metabdlicas. Por otro
lado, a un nivel de organizacién mucho mayor, encontra-
mos redes de comunicacion e informdticas (la red inter-
net, la red www, redes telefénicas, etc.), redes sociales
(amistades, contactos sexuales, colaboradores cientificos,
propagacién de enfermedades, etc.), redes ecoldgicas (in-
teracciones tréficas en un ecosistema). Las redes com-
plejas son ubicuas, estan por todos lados. Incluso se ha
estudiado la red de super héroes en el Universo de Mar-
vel, siendo el hombre arana el super héroe mas popular
con la mayor conectividad [1]. Es un hecho sobresalien-
te el que todas estas redes, tan diferentes en naturaleza
y en tama no, tengan muchas propiedades estructurales
similares. Este hecho, tan simple como sorprendente, ha-
ce posible que podamos formular modelos mateméticos
para entender y explicar las propiedades estructurales (y
en algunos casos también las propiedades dindmicas) de
las redes complejas.

En estas notas presento algunas de las herramientas
matematicas y conceptuales que se han desarrollado a
lo largo de varios a nos para analizar la estructura y
dinamica de las redes complejas. Los que estén intere-
sados podran encontrar un estudio mucho mas completo
del que presento aqui en las referencias [2-5], las cuales
son trabajos de revisién excelentes que sirven como pun-
to de partida para adentrarse en el fascinante mundo de
las redes complejas.

II. ALGUNAS DEFINICIONES
A. Sistemas complejos

Comenzemos nuestro estudio describiendo qué son los
sistemas complejos. Como ocurre con la gran mayoria de
los conceptos cientificos, no podemos definir los sistemas

complejos en un simple enunciado. En lugar de ésto, va-
mos a enumerar las caracteristicas mas importantes que
son comunes a todos los sistemas complejos:

1. Estan compuestos de muchas partes que inter-
actian entre si. De hecho, el adjetivo “Complejo”
en este contexto no significa solamente que el siste-
ma sea complicado, sino también que esta compues-
to de muchas partes, como un complejo industrial.

2. Cada parte tiene su propia estructura interna y
estd encargada de llevar a cabo una funcién especifi-
ca.

3. Lo que ocurra a una parte del sistema afecta de
manera altamente no lineal a todo el sistema.

4. Presentan comportamientos emergentes, de tal
manera que el el todo no es la simple suma de sus
partes.

Como un ejemplo tipico de sistema complejo conside-
remos a la célula. Evidentemente la célula estd compues-
ta de muchas partes (ribosomas, mitocondrias, nicleo,
membrana, reticulo endoplasmético, ADN, ARN, etc.),
y cada una de estas partes se encarga de realizar algu-
na funcién especifica dentro de la célula. Las partes de
la célula responden de forma no lineal ante perturbacio-
nes externas. Por ejemplo, algunas veces una mutacion
en el ADN no tiene ningun efecto en la célula, mientras
que otras veces una séla mutacién puede ser fatal[12].
Ademas, la célula presenta comportamientos emergentes
que no pueden explicarse en términos de las propiedades
de sus partes individuales. Asi, podemos hablar de una
célula enferma, pero no podemos decir que un ribosoma
o una proteina estén enfermos. La enfermedad es una
propiedad que emerge como resultado de la organizacién
colectiva de todos los constituyentes de la célula.

B. Redes Complejas

Las redes complejas son conjuntos de muchos nodos
conectados que interactian de alguna forma. A los no-
dos de una red también se les llama vértices o elementos
y los representaremos por los siimbolos vy, va, ..., vn,
donde N es el numero total de nodos en la red. Si un
nodo v; estd conectado con otro nodo v;, esta conexién
se representa por una pareja ordenada (v;, v;). La defini-
cién matemdtica de una red (también llamada grafo por
los matemadticos) es la siguiente:

Definiciéon 1 Una red R consiste de un conjunto de no-
dos V = {v1, va, ..., vn}, y un conjunto de parejas
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ordenadas € = {(v;,v;)} CV x V. Cada pareja ordenada
(vi,v5) se llama conexién dirigida del nodo v; al nodo
v;. La red R se llama no dirigida si para cada pareja
(vi,v5) € € también existe la pareja (vj,v;) € €. De lo
contrario, la red se denomina dirigida. Llamaremos a
todos los nodos que estén conectados directamente a un
nodo v;, los vecinos de v;. Finalmente, el nimero k; de
vecinos del nodo v; (es decir, el nimero de conexiones
de v;) se llama la conectividad de v;, y el promedio de
estas conectividades, (k) = N—1 Zf\;l ki, es la conecti-
vidad de la red.

Aunque la definicién formal de una red es ttil en el
desarrollo matematico de la teoria, para nuestros propési-
tos basta con considerar que una red es un montén de
nodos entre los que existen coneciones. En la naturale-
za se pueden encontrar muchos tipos de redes, es decir,
muchos tipos de nodos y conexiones. Por ejemplo, en una
red social los nodos son las personas y las conexiones pue-
den ser los lazos de amistad que existan entre ellas: dos
personas estan conectadas si son amigos. En la misma
sociedad podemos definir las conexiones de forma distin-
ta, por ejemplo, dos personas estan conectadas si han
tenido relaciones sexuales. Claramente, la red definida a
través de amistades es diferente a la red definida a través
de contactos sexuales, ya que el hecho de que dos perso-
nas sean amigas no significa que hayan tenido relaciones
sexuales, y viceversa.

Notemos entonces que incluso en un mismo conjunto
de nodos podemos definir redes diferentes dependiendo
de como hayamos definido las conexiones, lo cual, por
supuesto, depende del fenémeno que nos interese estu-
diar. Por ejemplo, si estuviésemos interesados en analizar
como se propaga una enfermedad como el SIDA en una
sociedad, claramente nos convendria estudiar la red de in-
teracciones sexuales, mientras que si estamos interesados
en encontrar a un asesino, lo que nos conviene es estudiar
la red de amistades, ya que son sus amigos los que pue-
den darnos informacién sobre su paradero. El Cuadro 1
muestran diferentes tipos de redes que se encentran en la
naturaleza.

En los ejemplos anteriores hay redes dirigidas y redes
no dirigidas. Por ejemplo, la red de contactos sexuales es
no dirigida, ya que si A tuvo relaciones con B, entonces
evidentemente B tuvo relaciones con A. Pero la red de
transmisién de la gripe es dirigida, ya que si A contagié de
gripe a B, no necesariamente B contagié también a A.
Otra red dirigida es la World Wide Web (WWW). En mi
pagina web yo tengo una liga a la pagina del periddico la
jornada, pero en la pagina de la jornada no hay ninguna
liga a mi pagina web. En este sentido, hay una conexién
de mi pagina hacia la de la jornada, pero no hay una
conexion de regreso.

Intuitivamente, una red no dirigida puede pensarse co-
mo aquella en la que las conexiones entre los nodos siem-
pre son simétricas (si A estd conectado con B, entonces B
estd conectado con A), mientras que en una red dirigida
no todas las conexiones son simétricas, es decir, siempre

Redes sociales

Dos personas estan conectadas
Sexuales si han tenido por lo menos una
relacion sexual
Dos actores estan conectados si
Actores . . .
han aparecido en la misma pelicula
. Dos personas estan conectadas si
Amistades .
son amigas
.. Dos cientificos estan conectados si han
Cientificos . . .
sido coautores en algun articulo
. Dos personas estan conectadas si
Familiares -
son familiares cercanos
Dos personas estan conectadas si una
Enfermedades -/
contagié de una enfermedad a la otra
Redes informaticas
Dos computadoras estan conectadas si
Internet
hay un cable que las conecta
Dos péginas web estan conectadas si
WWW bag

hay un hipervinculo de una a la otra
Dos palabras estan conectadas si en
Palabras| el diccionario una aparece en la definicién
de la otra
Dos palabras estan conectadas si son
sinénimos

Redes biolégicas
Dos proteinas estan conectadas si
participan en la misma reaccién quimica
Dos genes estdan conectados si uno
regula la expresién del otro
Dos especies estan conectadas
si una se come a la otra
Dos neuronas estan conectadas si existe
una conexion sinaptica entre ellas

Palabras

Protéicas

Genéticas

Ecolégicas

Neuronales

Cuadro I. Diferentes tipos de redes.

existen conexiones asimétricas (A estd conectado con B
pero B no estd conectado con A).

Otro concepto importante es el de islas (o sub redes) de
una red. Notemos que la definicién de red que dimos arri-
ba no dice que todos los nodos deben estar conectados
unos con otros. Ni siquiera dice que todos los nodos de-
ben tener conexiones. La definicién matematica nos dice
que una red es un conjunto de nodos entre los que exis-
ten algunas conexiones. Esto quiere decir que en la red
pueden existir nodos que no tengan conexiones, es decir,
nodos aislados. También pueden existir grupos de nodos
que estén conectados entre si pero que no estén conec-
tados con el resto de la red. Como un ejemplo concreto
pensemos en una red social en la que dos individuos estan
conectados sin son familiares cercanos (especificamente,
hermanos, medios hermanos, primos, padres, hijos, espo-
sos, tios, sobrinos, abuelos y nietos). Esta es evidente-
mente una red no dirigida, ya que si A es familiar de B,
entonces B también es familiar de A. Sin embargo, muy
probablemente en una sociedad grande esta red estaria
fracturada en islas o sub redes, debido a que claramen-
te no todas las personas en una sociedad son familiares
cercanos de todos los demés. En mi caso particular, mi
apellido es “Aldana Gonzalez”, por lo que es natural pen-
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Figura 1. Una red puede estar compuesta de varias islas, como en
el ejemplo mostrado en esta figura. La isla més granda se denomina
la isla gigante.

sar que estoy conectado directamente con algunas de las
familias Aldana y algunas las familias Gonzéalez en Méxi-
co. Pero muy probablemente ningtin miembro de mi fa-
milia est& conectado con alguien de la familia Azcdrraga,
o con la familia Zabludovsky. Por lo tanto, los miem-
bros de mi familia conforman una isla o sub red dentro
de la cual estamos conectados entre nosotros, pero esta
isla esta desconectada de otras familias de la sociedad.
La Fig. 1 muestra un ejemplo de una red compuesta de
varias islas.

Las islas en una red pueden tener diferentes tama nos,
que van desde 1 (un sélo nodo que no esté conectado a
nadie) hasta el tama no de toda la red (todos los nodos
estdn conectados con todos), en cuyo caso la red consiste
de una séla isla, que es ella misma. Es importante en-
fatizar que el hecho de que una isla no esté conectada
al cuerpo principal de la red no significa que dicha is-
la no pertenezca a la red. La red no estd determinada
sélo por las conexiones, sino también por los nodos que
conforman al sistema. Esto puede parecer poco intuitivo,
pero desde el punto de vista matematico es conveniente
considerar que todos los nodos del sistema pertenecen a
la red, independientemente de que haya o no conexiones
entre ellos. Como veremos mas adelante, las islas juegan
un papel importante en la teoria de redes.

III. ESTUDIO DE LAS REDES COMPLEJAS

Ejemplos de redes dirigidas y no dirigidas abundan en
la naturaleza. Ahora ustedes pueden comenzar a pensar
en la red que maés les guste, ya sea una red bioldgica, so-
cial, informaética o cualquier otra. Las redes se presentan
en diferentes tamaos, colores y sabores. Pero, jqué hace-
mos con las redes? ;Como las estudiamos?

REDES COMPLEJAS

Estructura

Dinamica

Distribucion de conexiones Sincronizacion

Coeficiente de agrupamiento Transiciones de fase

Longitud promedio Aprendizaje

Componente gigante Procesos difusivos

Figura 2. El estudio de las redes complejas puede dividirse en
dos partes: (a) el estudio de sus propiedades estructurales y (b) el
estudio de sus propiedades dindmicas.

El estudio general de las redes complejas puede divi-
dirse en dos campos diferentes y complementarios: Es-
tructura y Dindmica (ver la Fig. 2). En el primer campo
de estudio uno estd interesado en determinar las propie-
dades estructurales (o topolégicas) de la red, es decir, en
las propiedades que nos dicen como estan conectados los
nodos unos con otros. Algunas de las propiedades més
importantes que determinan la estructura (o topologia)
de una red son las siguientes:

1. La distribucién de conexiones (o vecinos)
P(k): Es la probabilidad de que un nodo escogido
al azar tenga k conexiones (o vecinos). Por ejemplo,
en una red de contactos sexuales P(k) es la proba-
bilidad de que una persona escogida al azar en una
sociedad haya tenido k parejas sexuales distintas a
lo largo de su vida.

2. El coeficiente de agregacién C: Es la probabi-
lidad de que dos nodos conectados directamente a
un tercer nodo, estén conectados entre si (ver la
Fig. 3(a)). Por ejemplo, en una red de amistades,
es la probabilidad de que dos de mis amigos sean
ellos mismos amigos uno del otro.

3. La longitud minima L;; entre dos nodos v; y
v;: Es el nimero minimo de “brincos” que se tienen
que dar para llegar de un nodo v; de la red a otro
nodo v; de la red. Por ejemplo, en la red mostrada
en la Fig. 3(b), aunque existen varios caminos para
llegar de v; a vj, el camino minimo consiste de tres
pasos (indicado con lineas gruesas).

4. La longitud promedio de la red L: Es el pro-
medio de las longitudes minimas L;; entre todas las
posibles parejas de nodos (v;,v;) de la red.

5. La distribucién de tama nos de islas P(s): Es
la probabilidad de que una isla esté compuesta por
s nodos.
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(a)

Figura 3. (a) Los nodos v1, v2 y v3 estdn conectados al nodo vy. Sin
embargo, los nodos v1 y v no estdn conentados entre si, mientras
que los nodos vg y v3 si lo estan. Esto significa que no todos los
“amigos” de v4 son amigos entre si, lo cual disminuye el coeficiente
de agregacién. (b) Aun cuando existen varios caminos para llegar
del nodo v; al nodo v;, el camino de longitud minima consiste de
tres pasos, indicados con lineas gruesas en la figura.

6. El tama no de la isla méas grande, al que de-
notaremos por Se.

En una red, los nodos ademds de estar conectados
también interactuan, y las interacciones pueden dar lu-
gar a fenémenos dindmicos muy interesantes. Por lo tan-
to, ademas de estudiar las propiedades estructurales de
una red también es importante estudiar sus propieda-
des dindamicas una vez que sabemos de qué manera in-
teractuan los nodos. Por ejemplo, las enfermedades en
una sociedad no son estaticas, sino que se propagan por
toda la poblaciéon dando lugar a epidemias. Las neuro-
nas en el cerebro estan conectadas fisicamente unas con
otras por medio de las uniones entre dendritas y axones.
A través de dichas uniones las neuronas se transmiten
se nales eléctricas que se propagan por todo el cerebro
y que dan lugar a una serie de fenémenos dindmicos in-
teresantisimos, entre los cuales destacan el reconocimien-
to de imagenes y sonido, la motricidad de los musculos,
el lenguage, el pensamiento y finalmente la consciencia.
Otros ejemplos son la propagacién de virus informéticos
en la red internet, o la comunicacién entre los peces que
da lugar a grupos enormes de peces moviendose todos
en la misma direccién. En fin, existen tantos fenémenos
dindmicos en redes complejas como interacciones fisicas,
quimicas, informéticas, o sociales se puedan imaginar, y
cada dia aparcen mdas y més articulos en la literatura
cientifica donde se estudian nuevos procesos dindmicos
sobre redes complejas.

En estas notas introductorias nos enfocaremos mas al

J

Seguramente se estardn preguntando qué es lo sorpren-
dente respecto a la topologia libre de escala. Bueno, por

estudio de las propiedades estructurales de las redes com-
plejas. Sin embargo, en el Ultimo capitulo veremos un
poco las propiedades dindmicas de redes neuronales.
IV. ESTRUCTURA DE LAS REDES
COMPLEJAS

A. Distribucién de vecinos

Tal vez la propiedad més importante que caracteriza
la estructura de una red compleja es la distribucién de
vecinos P(k), que nos d& la probabilidad de que un nodo
escogido al azar tenga k conexiones (o vecinos). En los
trabajos recientes que se han llevado a cabo para carac-
terizar a las redes complejas se ha encontrado que existen
tres tipos de distribuciones P(k) importantes, las que de-
terminan tres estructuras o topologias[13] diferentes:

Topologia de Poisson P(k) = e (1)
Topologfa Exponencial P(k) = Ce™**, (2)

Topologia Libre de Escala P(k) = Ck™7. (3)

Las redes con topologia de Poisson son importantes
principalmente por razones histoéricas, ya que dichas re-
des fueron las primeras que se analizaron matematica-
mente. Este andlisis lo llevaron a cabo los matematicos
hingaros Paul Erdos (1913-1996) y Alfréd Rényi (1921-
1970) en la década de los 50s. Ellos también reportaron
la primera transicion de fase topolégica observada en re-
des con topologia de Poisson. Por lo tanto, a estas redes
también se les conoce como redes tipo Erdds-Rényi. Sin
embargo, a pesar de su importancia histérica, las redes
con topologia de Poisson estan lejos de ser una represen-
tacién realista de las redes reales observadas en la natu-
raleza. No fue sino hasta 1998 que se comenzé el estudio
sistematico de las propiedades topoldgicas de las redes
complejas reales. En este estudio participaron principal-
mente y de forma independiente Albert Léslé-Barabasi,
Ricard Solé y Mark J. Newman. Ellos encontraron que la
topologia exponencial aparece algunas veces en las redes
reales. Pero el resultado méas sorprendente de sus estudios
fue la ubicuidad de las redes con topologia libre de escala,
la cual aparece practicamente en todos lados, desde las
peque nas redes metabdlicas dentro de la célula, hasta
las grandes redes informaéticas como la red Internet. En
el Cuadro II se listan algunas de las redes con topologias
libres de escala que se han encontrado en los tltimos 10
anos.

(

un lado sorprende que esta topologia se encuentre en re-
des tan diferentes y de tan gran variedad como las lista-
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Red Num. de nodos|Num. de conexiones|~y;

revistas de neurociencias

dominio www.nd.edu 325,729 1,469,680 2.1
Paginas de WWW 2,711 x 10° 2,130 x 10° 2.1
encontradas por Altavista

Dominos en 2,60 x 10° — 1.9
la WWW

Nivel de inter-dominio 4,389 8,256 2.2
de la Internet

Sistemas auténomos 6,374 13,641 2.2
en la Internet

Nivel de ruteador 150,000 200,000 2.3
en la Internet

Citas en la base 783,339 6,716,198 3.0
de datos ISI

Citatas de la revista 24,296 351,872 2.3
Phys. Rev. D

Red de colaboraciones 212,250 61,085,555 2.3
de actores de Hollywood

Red de colaboradores en 1,388,989 1,028 x 107 2.5
las revistas Medline

Colaboradores en las 70,975 1,32 x 10° 2.1
revistas de matemaéticas

Colaboradores an las 209,293 1,21 x 10° 2.4

Red de interacciones
metabdlicas en (E. coli)

~ 1500 — 3000 2.2

(interacciones tréficas)

Red de interacciones 1,870 2,240 2.5
protéicas en levadura

Co-ocurrencia de palabras 470,000 17,000,000 2.7
Red de palabras sinénimas 22,311 2.8
Circuitos digitales 2 x 10% 4 % 107 3.0
Llamadas telefénicas 47 x 10° 8 x 107 2.1
Red de interacciones 2,810 — 3.4
sexuales en humanos

Redes alimenticias 405 1.0

Cuadro II. Algunas de las redes libres de escala que se han encontrado en la naturaleza. Sélo se muestra el exponente de entrada

para las redes dirigidas. Los cuadros con lineas “

estas notas.

das en el Cuadro II. El hecho de que la topologia libre de
escala aparezca por todos lados sugiere que podria exis-
tir un mecanismo simple que genera este tipo de redes
a diferentes niveles de organizacién, desde las peque nas
redes intracelulares hasta las grandes redes sociales o in-
formaticas. ;Podria ser esto posible? ;Sera cierto que la
formacién de redes tan diferentes como la red de interac-
ciones protéicas de S. cerevisiae (levadura), la red Inter-
net y la red de colaboraciones cientificas en las revistas
de neurociencias, esté governada por la misma ley funda-
mental? No lo sabemos aun.

Por otro lado, la topologia libre de escala es sorpren-
dente porque no se esperaba que existiera. En la naturale-
za existen muchos procesos aleatorios que generan distri-
buciones de Poisson o distribuciones exponenciales, pero
existen muy pocos procesos conocidos que generan distri-
buciones libres de escala como la dada en la Eq. (3)[14].
De hecho, el trabajo de Erdos y Rényi demostré que las

——indican que yo no tenia el dato correspondiente al momento de escribir

redes que se construyen a nadiendo nuevos nodos y co-
nexiones al azar presentan topologias de Poisson o ex-
ponenciales. Y ésta es precisamente la paradoja, que la
red internet, la red de colaboraciones cientificas y la red
de contactos sexuales, por ejemplo, son redes que se for-
maron aleatoriamente a nadiendo nuevos nodos y nuevas
conexiones a lo largo del tiempo. Entonces, jcdémo es po-
sible que estas redes que se formaron al azar no presenten
topologias de Poisson o topologias exponenciales como lo
habfan predicho Erdés y Rényi?

Las redes con topologia de Poisson son muy diferen-
tes estructuralmente a las redes con topologia libre de
escala. La Fig. 4 muestra una red de Poisson (arriba) y
una red libre de escala (abajo). Como puede observarse,
la red de Poisson se ve mas aleatoria y méas homogénea
que la red libre de escala[15]. En las redes de Poisson to-
dos los nodos tienen mas o menos el mismo nimero de
conexiones. Algunos nodos estardn mé&s conectados que
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Figura 4. La figura superior mucstra una red aleatoria con topo-
logia de Poisson. La red mestrada en el panel inferior es la red
Internet al nivel de ruteadores, la cual o5 una red con topologia
libre de escala.

otros, pero en promedio todos tienen la misma conec-
tividad, es deecir, las conexiones en una red de Poisson
estin distribuidas homogéneamente entre sus nodos, Por
el contrario, la caracterfstica mas importante de las redes
libres de escala es su alta heterogeneidad, va que existen
nodos con muy pocas conexiones, nodos medianamen-
te conectados v nodos extremadamente conectados. Los
nodos altamente conectados se denominan los nideleos o
centros de la red[16]. Con una red libre de escala uno
no puede decir que todos los nodos tienen “mds o me-
nos” la misma conectividad, Por el contrario, hay nodos
con una sila conexidn v también hay nodos con miles de
conexiones.

Todavia no sabemos cudles son los procesos que con-
ducen a la formacién de redes libres de escala. 5in em-
bargo, en los dltimos 8 a nos se han llevado a cabo avan-
oes sustanciales en la comprension de estas redes. En las
secciones que siguen veremos algunos de los formalismos
matematicos de crecimiento de redes que se han desarro-
llado para generar las tres topologias mencionadas con
anterioridad (Poisson, exponencial v libre de escala).

V. REDES DE TIPO ERDOS-RENYI

Imaginemos un conjunto de N botones de pantalon dis-
tribuidos aleatoriamente sobre una mesa e inicialmente
desconectados. Al tiempo § = 0 escogemos aleatoriamen-

te una pareja de botones v los hilvanamos con un hilo.
Después de haber enlazado a esta pareja, la dejamos so-
bre la mesa ¥ escogemos aleatoriamente otra pareja para
hilvanar. Podemos escoger botones que estan conectados
con otros botones, pero si la pareja que escogemos ya
estd conectada entre si, la descartamos v escogemos otra
pareja. Lo que no se vale es hilvanar mis de una vez a la
misma pareja de botones. Repetimos este proceso sucesi-
vamente M veces, escogiendo aleatoriamente una pareja
de botones cada vez. Al final del proceso habremos esta-
blecido M enlaces entre M parejas diferentes de botones,
generando asi una red de botones, Intuitivamente es claro
que si A (el nmimero total de enlaces) es peque no compa-
rado con N (el mimero total de botones), entonees la red
resultante estard desmembrada en varias islas peque nas.
Dentro de cada isla los botones estardan hilvanados en-
tree 81, pero estarin desconectados de las otras islas, Sin
embargo, si M es muy grande comparado con N, termi-
naremos con casi todos los botones hilvanados unos con
otros. Probablemente hayva islas muy peque nas desco-
nectadas de la red principal, pero seguramente la gran
mayoria de botones formardn parte de una isla principal:
la isla gigante.

Después de haber hilvanado M parcjas en un conjunto
total de NV botones, [eudl es la distribucidn de conexiones
Pk en la red resultante? Como veremos en un momento,
la red que resulta de este proceso tiene una distribucion
P(k) de Poisson. Pero antes de dar la pruecbha de este
resultado, vale la pena mencionar que durante muchos
a nos se penso que este mecanismo de formacion de redes
en el eual parejas de nodos se enlazan aleatoriamente, era
adecuado para describir el origen de ciertas redes socia-
les como las redes de amistades o las redes de contactos
sexuales. Despuds de todo, las amistades o los contactos
sexuales se dan por el eneuentro casual v aleatorio de las
personas que viven en una sociedad. Por lo tanto, era
natural pensar que el mecanismo de “hilvanar parejas de
botones escogidas al azar” reproducia lo que realmente
ocurre en las redes sociales. Si, era “natural” pensarlo,
pero era ineorrecto.

Caleulemos ahora la probabilidad P(k) para nuestra
red de botones hilvanados, Para comenzar notemos que
el niimero fotal N, de parejas que se pueden formar en
un conjunto de N botones es

I
N

b= 5NV -1

Como cnlazamos M parejas de botones, la probabili-
dad p. de que una pareja arbitraria seleccionada al azar
esté enlazada es

M 2M

TN, TNN-D “

Pe

Ahora enfoquemos nuestra atencidon sobre un nodo par-
ticular vy de la red, escogido al azar. El mimero total de
parcjas que podrian contener a vy es N — 1, va que v, se
podria haber hilvanado con los N — 1 nodos restantes de
la red. Sin embargo, en los M enlaces que se llevaron a
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cabo, no necesariamente escogimos al nodo v; todas las
veces posibles que se podria haber escogido. Supongamos
entonces que de las M parejas que se escogieron, el nodo
v; estaba solamente en k de ellas. La probabilidad de que
v; esté contenido en k parejas de las N — 1 posibles es

P = (Y erap 6

Esta es una distribucién binomial para N y M finitas.
Pero si consideramos ahora que la red es muy grande y
tomamos el limite N — oo y M — oo de tal forma que
la cantidad

_2M

TN

permanezca finita, entonces la distribucién (5) se trans-
forma en

ok

P(k) = efzﬁ (6)

lo cual es la distribucién de Poisson con promedio z. En
el apéndice A muestro los pasos algebraicos que conducen
de la ecuacién (5) a la ecuacién (6).

VI. CRECIMIENTO DE REDES

En la seccién anterior suponiamos que teniamos una
poblaciéon fija de N nodos y un numero fijo M conexio-
nes a nadidas aleatoriamente. Sin embargo, en la realidad
esto no ocurre, las redes no estan fijas. Por el contrario,
las redes complejas evolucionan y crecen en el tiempo a
través de la adicién simultdnea tanto de conexiones co-
mo de nodos. Pensemos por ejemplo en la red internet.
En octubre de 1969 la “redinternet consistia de sélo dos
computadoras, una en la Universidad de California en
Los Angeles (UCLA) y la otra en el Instituto de Inves-
tigaciones de Stanford (SRI). El primer mensaje que se
transmitieron estas computadoras fue “LOGWIN”[17]. A
lo largo de los a nos mas y més computadoras se suma-
ron a la red internet, y para el a no 2000, las primeras
dos computadoras de la UCLA y el SRI que se dijeron
“LOGWIN”, se habian convertido ya en sistemas que co-
nectaban a 170 paises y a mas de 300 millones de perso-
nas.

Asi como la red internet nacié siendo peque na y des-
pués crecié con el paso del tiempo, también las redes
metabdlicas y las redes genéticas dentro de la célula, y
muchas otras redes en la naturaleza, han crecido y evolu-
cionado a lo largo del tiempo. Por lo tanto, es importante
que nuestros modelos de formacién de redes incorporen
el hecho de que nuevos nodos y nuevas conexiones se pue-
den a nadir a la red. También debe tomarse en cuenta el
que nodos y conexiones ya existentes pueden eliminarse.

En el modelo mas simple de crecimiento de redes a na-
dimos un nuevo nodo en cada paso de tiempo. Este nue-
vo nodo puede conectarse con alguno de los nodos ya

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 5. Crecimiento de redes. Al tiempo ¢ = 0 hay un sélo
nodo vg. En cada paso de tiempo subsecuente a nadimos un nuevo
nodo que se conectarad a alguno de los nodos ya existentes con una
probabilidad II(k,t) que depende de la conectividad k al tiempo t
del nodo con el que se pretende establecer la conexién.

existentes. Cada uno de los nodos ya existentes pueden
ser seleccionados para la conexién con una probabilidad
II(k;,t), siendo k; la conectividad al tiempo t del i-ésimo
nodo ya existente.

El proceso comienza con un tnico nodo inicial vy al
tiempo ¢ = 0 (ver la Fig. 5). Al tiempo ¢ = 1 a nadimos
un nuevo nodo vi, que se conectara al unico nodo ya
existente vy con probabilidad 1. Después, al tiempo t = 2
a nadimos el nodo vy que se conectard con cualquiera de
los nodos ya existentes v1 y vo con la misma probabilidad
1/2. En este momento los nodos vg, v1 y v2 ya no tienen
todos la misma conectividad: alguno de ellos tendré dos
conexiones mientras que los otros dos nodos tendran sélo
una conexion. Al tiempo ¢ = 3 a nadimos al nodo vs,
que se conectard con alguno de los nodos ya existentes
Vg, ¥1 O Vo con una probabilidad que es funcién de sus
conectividades kg, k1 v k2. Continuando con este proceso,
al tiempo t+1 a nadimos al nodo vy1 que se conectard a
cualquiera de los nodos ya existentes vy, vy, . .., v¢, €l cual
serd seleccionado con una probabilidad II(k;, t), siendo k;
la conectividad al tiempo t del nodo seleccionado.

Denotemos por P(k,t) ala probabilidad de que al tiem-
po t un nodo arbitrario de la red tenga k conexiones. Es
claro que esta probabilidad depende del tiempo. Sin em-
bargo, si continuamos a nadiendo nodos por un tiempo
suficientemente largo esperamos que la funcién P(k,t)
alcance un estado estacionario independiente del tiem-
po. Esto no significa que la red alcance un estado es-
tacionario. La red sigue creciendo mientras continuemos
a nadiendo nodos. Es unicamente la distribuciéon de co-
nectividades P(k,t) la que llega a un estado estacionario
en el cual P(k,t+ 1) = P(k,t) = P(k)[18].

Existen varios métodos para calcular la distribucién de
conectividades P(k,t). En estas notas veremos el méto-
do de la ecuacion maestra, pero existen por lo menos
otros dos métodos distintos: el método continuo, inven-
tado por Barabasi, y el método cinético, introducido por
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Krapivsky, Redner, y Leyvraz [2]. Los tres métodos dan
resultados equivalentes.

Para aquellos que no conocen el formalismo de la ecua-
cién maestra, en el apéndice B doy una breve introduc-
cién al planteamiento de dicha ecuacion, la cual es muy
facil de escribir pero, la mayoria de las veces, muy dificil
de resolver.

Denotemos por P(n, k,t) la probabilidad de que el no-
do v, tenga k conexiones al tiempo ¢t. Notemos que esta
probabilidad estd asociada al nodo especifico v,,. Sin em-
bargo, podemos obtener la probabilidad P(k,t) de que un
nodo arbitrario tenga k conexiones al tiempo ¢ a trevés
de la siguiente ecuacién:

t

P(k.1) = 57 S Pln. 1), (7)

n=0
donde N (¢) es el nimero total de nodos de la red al tiem-
po t.

La ecuacién que determina la evolucion temporal de
P(n, k,t) se obtiene notando que en cada paso de tiempo
hay dos contribuciones a dicha probabilidad:

1. Al tiempo t el nodo v, tenia k — 1 conexiones y
fue seleccionado (con probabilidad II(k—1,t)) para
conectarse con el nuevo nodo a nadido a la red.
Por lo tanto, al tiempo ¢ + 1 el nodo v, tendra k
conexiones.

2. El nodo v, ya tenia k conexiones al tiempo ¢ y
no fue seleccionado para conectarse con el nuevo
nodo a nadido (lo cual ocurre con probabilidad 1 —
II(k,t)). Por lo tanto, al tiempo ¢ + 1 el nodo v,
seguird teniendo k conexiones.

Tomando en cuenta estas dos contribuciones, la ecua-
cion maestra que determina la evolucién temporal de
P(n,k,t) es

v, fue
seleccionado
——N—
Pln,k,t+1) = P(nk—1,¢) (k- 1,t)
~—_——

k—1 conexiones

al tiempo t

vy no fue

seleccionado

—_——N—
+ P(n,k,t) [1-TI(k,t)]. (8)
—_——

k conexiones

al tiempo t

Como el nodo v, “nacié” al tiempo t = n con una sdla
conexién, la condicién inicial para resolver la ecuacién
anterior es

P(n,k,t)|i=n = k1. (9)

Sumando sobre n en la Eq. (8) desde n = 0 hastan =t
y tomando en consideracién la Eq. (7), obtenemos

3 P(nk,t+1) = N(t){P(k 1,0k — 1,1)

n=0

Pk [L-TIk )]} (10)

Ahora bien, como en cada paso de tiempo a nadimos un
nuevo nodo (comenzando con el nodo vy al tiempo ¢t = 0),
entonces N (t) =t + 1. Por lo tanto, la ecuacién anterior
puede escribirse como

zt: P(nk,t+1) = (t + 1){P(k )

PO =Tk} (1)

En el lado izquierdo de la ecuacién anterior podemos
completar la suma hasta ¢ 4+ 1 de la siguiente manera:

t t+1
> P(nkt+1)=Y P(nk,t+1) = Pt+1,kt+1)
n=0 n=0
t+1
=Y P(n,k,t+1) = b,
n=0
= N(t+1)P(k,t + 1) — 6p1
= (t+2)P(k,t +1) — 61

donde hemos utilizado el hecho de que
P(t+1,k,t+1) =0k,

tal y como lo establece la Eq. (9). También utilizamos
la Eq. (7) (evaluada en ¢ + 1) y el hecho de que N(t +
1) = t + 2. Sustituyendo estos resultados en la Eq. (11)
obtenemos

(t+ 2Pk, +1) = b1 = L+ D{P(k = LOT(k— 1,0)
+P(k ) [ - TI(R, 0]} (12)

Notemos que para poder resolver la Eq. (12) necesi-
tamos conocer explicitamente la funcién TI(k,t), que es
la probabilidad de que un nodo ya existente con conec-
tividad k sea seleccionado para conectarse con el nuevo
nodo que se a nade al tiempo t. Como veremos en las
siguientes secciones, diferentes formas de la probabilidad
II(k,t) conducen a topologias diferentes.

VII. TOPOLOGIA EXPONENCIAL

En el caso en que cualquiera de los nodos ya existente
pueda escogerse con la misma probabilidad para conec-
tarse con el nuevo nodo a nadido, la probabilidad II(k, )
es independiente de k y queda dada por

1 1
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donde N(t) = t+1 es el ntimero total de nodos al tiempo
t. Sustituyendo esta forma de 1I(k) en la Eq. (12) obte-
nemos

(t+2)P(k,t+1) — 05y = P(k — 1,) + tP(k, 1)

Después de un tiempo muy largo, la funcién P(k, t) alcan-
za un estado estacionario en el que P(k,t+1) = P(k,t) =
P(k). En dicho estado estacionario la ultima ecuacién se
transforma en

1
P(k) = §(P(k; = 1) + b,1)- (13)
Como todos los nodos de la red tienen por lo menos una
conexion, es claro que P(0) = 0. Con esta condicién ini-
cial, la ecuacién de recurrencia anterior tiene la solucién

P(k)=27"* (14)

que no es mas que la distribucién exponencial. Es impor-
tante se nalar que esta distribucién aparece en el contexto
del crecimiento de redes como el resultado de lo que se
llama enlace igualitario, es decir, en una situacién en la
cual cada nodo nuevo que se a nade a la red se puede en-
lazar a cualquiera de los nodos ya existentes con la misma
probabilidad. En este sentido el nuevo enlace que se for-
ma es igualitario, porque no discrimina entre los nodos
ya existentes.

VIII. TOPOLOGIA LIBRE DE ESCALA

En la vida real las conexiones entre diferentes nodos no
se dan de manera igualitaria. Por ejemplo, si tenemos una
computadora nueva y queremos conectarla a internet, no
vamos a contratar el servicio de internet de alguna com-
pa nia elegida al azar, sino que buscaremos la compa nia
que ofrezca el mejor servicio y al mejor precio, y proba-
blemente serd esta compa nia la que tenga mas clientes.
En una escuela los varones no buscan a su pareja al azar,
sino que buscaran salir con la chica mas bonita, o tal vez
con la mas inteligente, y serd esta muchacha la que tenga
mas pretendientes. Por esta razén, Barabdasi invent6 el
concepto de enlace preferencial en el cual los nuevos no-
dos que se a naden a la red se conectaran preferentemente
con los nodos ya existentes que tengan el mayor ntime-
ro de conexiones. Intuitivamente podemos pensar que el
enlace preferencial consiste en que uno siempre trata de
estar conectado con los nodos mas “populares”, es decir,
con los nodos de mayor conectividad.

Para incorporar este comportamiento, Barabési sugi-
rié que la probabilidad de enlace II(k,t) debe tomar la
forma

N(t) !

Ok t)=| Y kn| k (15)
n=0

donde k,, es la conectividad del n-ésimo nodo ya existen-

-1
te al tiempo t. El factor (Zg:(%) k:n) es simplemente

para garantizar que la probabilidad II(k,t) esté norma-
lizada. Al hacer que II(k,t) sea proporcional a k, como
lo propuso Barabdsi, tenemos enlace preferencial, ya que
de esta forma, entre mas grande sea la conectividad k de
un nodo, mayor serd la probabilidad de conectarse con
él. Como en cada paso de tiempo a nadimos un nuevo
nodo con una conexion, comenzando con cero conexiones
al tiempo t = 0, entonces para cualquier tiempo ¢ > 0 se
tiene

N(t)
> kn =2t
n=0

y por lo tanto
k

Ik, t) = — 1

(k1) = o (16)

Substituyendo este resultado en la Eq. (12) obtenemos
t+1

(t+2)P(kt +1) — g = {(k: ~1)P(k—1,%)

2
(2t — k] P(k, t)}

En el limite ¢t — oo el sistema alcanza el estado esta-
cionario. Por lo tanto, la distribucién de conexiones esta-
cionaria P(k) se obtiene de la ecuacién anterior tomando
el limite t — oo, lo que conduce a

PR + 5 [FPH) — (k= )P —1)] =61 (1)

Como todos los nodos tienen por lo menos una conexién,
para resolver la ecuacién (17) utilizamos la condicién ini-
cial P(0) =0, lo cual nos da la solucién

4
k(k+1)(k + 2)

Aun cuando esta no es una ley de potencias “perfec-
ta” (ver la Fig. 6), para valores grandes de k la distribu-
cién P(k) se comporta como P(k) ~ k~3. Por un lado, es-
te es un resultado muy interesante: el enlace preferencial
genera distribuciones de conectividades con colas libres
de escala. Son estas colas largas las responsables de que
existan elementos altamente conectados. Por otro lado,
este resultado también es desalentador ya que el proceso
de enlace preferencial siempre da el exponente v = 3,
el cual no se encuentra frecuentemente en la naturaleza
(ver los exponentes en el Cuadro IT). En otras palabras,
aun cuando el método de enlace preferencial nos da una
ley de potencias, es incapaz de reproducir la gran va-
riedad de exponentes encontrados en la naturaleza. Por
esta razén, se han propuesto diferentes formas de la fun-
cién II(k, t) que corresponden a diferentes tipos de enlace
preferencial. Por ejemplo, Krapivsky, Redner, y Leyvraz
propusieron una funcién de enlace II(k,t) no lineal (ver
la referencia [6]), de la siguiente forma

P(k) = (18)

-1

N(t)
Ok, t)=| Y ky | &® (19)
n=0
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Figura 6. Gréfica log-log de la distribucién de conectividades P (k)
dada en la ecuacién (18). La linea punteada roja es la grafica de la
ley de potencias “perfecta” f(k) = 4k~3. Nota que P(k) ~ 4k—3
para valores grandes de k.

donde « es un exponente arbitrario. Desafortunadamen-
te, s6lo para « = 1 se tiene que la distribucién P(k) tiene
una cola libre de escala. El trabajo de Krapivsky, Redner,
y Leyvraz mostré que la naturaleza libre de escala de la
red queda destruida cuando el enlace preferencial obede-
ce una regla no lineal como la dada en la Eq. (19) cuando
«a # 1. Es importante mencionar que todavia no tenemos
modelos de crecimiento de redes que generen todos los
exponentes listados en el Cuadro II.

IX. ;NODOS QUE SE HACEN VIEJOS?

Otro problema con el modelo de enlace preferencial
propuesto por Barabasi es que predice que los nodos mas
viejos, es decir lo que se a nadieron primero a la red, son
los que eventualmente adquiriran el mayor nimero de
conexiones. En otras palabras, en una red libre de escala
podriamos identificar facilmente a los nodos més viejos:
son aquellos altamente conectados. Y entre mas viejo sea
un nodo, mayor sera su conectividad.

Para ver que esto efectivamente es un resultado del
modelo de enlace preferencial, consideremos un nodo par-
ticular v, de la red. Su conectividad k, va a cambiar a
una tasa que es proporcional a la probabilidad II(k,,t)

de que este nodo adquiera mas conexiones. Es decir,
dky,
— = (ky,t
dt (ks )

Para el caso particular en el que II(k,t) estd dada como
en la Eq. (16), tenemos

dk,  kn

dt 2t
Como el nodo v,, nacié al tiempo ¢ = n con una conexion,
la condicién inicial para la ecuacién anterior es k,(n) = 1,
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Figura 7. (A) Gréfica log-log de la distribucién de conectividades
P(k) para una red WWW consistente en 260,000 paginas. (B) Co-
nectividad k de los nodos de la red como funcién de su edad. Las
figuras fueron tomadas (sin permiso) de la referencia [7].

lo cual conduce a la solucién

o (£) = (t)m (20)

De la ecuacién anterior, es claro que a cualquier tiempo
t se cumple la siguiente desigualdad

ky(t) > ka(t) > k3(t) > -+ > kn(t) (21)
lo cual significa que los nodos que nacieron primero
tendran, en promedio, conectividades mayores que los no-
dos que llegaron después.

Sin embargo, este comportamiento predicho por el mo-
delo del enlace preferencial, en el que los nodos mas viejos
son los més conectados, no siempre se observa en la natu-
raleza. Por ejemplo, Lada A. Adamic y Bernardo Huber-
man estudiaron una red que consistia en 260,000 paginas
www [7], considerando que dos paginas estaban conecta-
das si una contenia un hipervinculo a la otra. Adamic y
Huberman encontraron que, atin cuando esta red tiene
topologia libre de escala con un exponente v ~ 2 (ver la
Fig. 7(a)), no existe correlacién entre la conectividad de
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los nodos y su edad. La Fig. 7(b) muestra la grafica de
la conectividad de los nodos como funcién de su edad.
Como puede observarse, estas dos cantidades no parecen
estar relacionadas.

Probablemente el contra ejemplo méas contundente que
contradice los resultados de las Eqgs. (20) y (21) es Goo-
gle, el robot buscador de la red WWW. Recordemos que
Altavista y Yahoo ya existian y estaban bien estableci-
dos en 1998, a no en que aparecié Google. Répidamente
Google tomo la delantera, convirtiéndose en el robot bus-
cador més popular en el mundo informatico. ;A qué se
debié este éxito repentino de Google? Probablemente a
que estaba mejor dise nado, era més rapido y mas efi-
ciente que sus competidores Altavista y Yahoo. En otras
palabras, Google nacié con caracteristicas que lo hacian
un robot “mejor adaptado” que sus competidores.

Esta observacion hizo que Barabési propusiera el con-
cepto de adaptabilidad en el contexto de las redes comple-
jas. Asi, cada uno de los nodos v,,, ademds de tener una
conectividad k,,, también tenia un pardmetro de adap-
tabilidad asociado w,. Este pardmetro es una medida
de qué tan bien estaba adaptado el nodo v, a su en-
torno: entre méas grande es el valor de w,,, mayor es el
grado de adaptabilidad de v,,. Especificamente, lo que
Barabasi hizo fue proponer una funcién de enlace pre-
ferencial II(k, w,t) que, ademds de ser proporcional a la
conectividad k de los nodos ya existentes, también es pro-
porcional a su adaptabilidad w (ver la referencia [8]). De
esta forma, la probabilidad de que un nuevo nodo a na-
dido a la red se conecte con el nodo v,, ya existente, cuya
conectividad es k, y cuya adaptabilidad es w,, queda
dada por

(K, wn, t) = Cwpky,

donde C' es una constante de normalizacién. Las adapta-
bilidades w,, asociadas a los nodos de la red son variables
aleatorias que se escogen de una distribucién A(w). Cada
nodo nace con su propia adaptabilidad, la cual no cambia
en el tiempo.

Un resultado sorprendente del modelo de enlace pre-
ferencial con adaptabilidad es que puede ser mapeado
exactamente a un gas de Bose-Einstein. En este mapeo
cada nodo de la red representa un nivel energético del
gas, mientras que las conectividades de los nodos repre-
sentan los ntimeros de ocupacién de los respectivos nive-
les de energia. El mapeo entre el modelo de red y el gas
de Bose-Einstein es mas que una simple matafora. Es un
mapeo matematico preciso y, bajo ciertas condiciones,
la red en crecimiento puede presentar “condensacién de
Bose-Einstein”, lo cual significa que repentinamente un
nodo puede adquirir la mayoria de las conexiones de la
red, independientemente de su edad (como sucedié con
Google). Los que estén interesados podran encontrar los
detalles de este trabajo en la referencia [8]. Hasta donde
yo sé, no existe acuerdo cuantitativo entre los resultados
del modelo de enlace preferencial con adaptabilidad, y
los datos experimentales que se tienen de redes reales.
Sin embargo, la condensacién de Bose-Einstein predicha

en este modelo podria ser el primer paso para entender
mejor el “fenémeno Google”.

X. LA ISLA GIGANTE

Regresemos al modelo de los botones descrito en la sec-
cién V. Inicialmente todos los botones estan sobre la mesa
desconectados, pero conforme vamos hilvanando parejas
de botones, se comienzan a formar islas de botones co-
nectados. Al principio las islas son peque nas, pero al ir
a nadiendo més y mas conexiones entre los botones, las
islas crecen y se conectan entre si. Eventualmente se for-
mara una isla gigante, es decir, una isla que es mucho
mas grande que todas las demés.

El tama no de la isla gigante es importante en el estudio
de la propagacion de epidemias en una sociedad, en donde
en lugar de tener botones hilvanados, tenemos personas
que se contagian unas a otras. Las islas consisten en los
grupos de personas que estan infectadas, y la enfermedad
se convierte en una epidemia cuando se forma una isla
gigante que abarca a la mayoria de la sociedad.

La pregunta importante es: dado un conjunto de ele-
mentos, jcudntos enlaces (contagios) tienen que estable-
cerse para que se forme la isla gigante? Esta pregunta
fue contestada por Erdos y Rényi, quienes fueron los pri-
meros en mostrar la existencia de una transiciéon de fase
en la teorfa de redes. Dicha transicién de fase consiste
precisamente en la formacién de la isla gigante. Aunque
su trabajo original lo llevaron a cabo para redes con to-
pologia de Poisson, es facil generalizar el anélisis que hi-
cieron para extenderlo a redes con topologias arbitrarias.

Para calcular el tama no de la isla gigante utilizaremos
un razonamiento de consistencia. Sea ¢ la probabilidad
de que un nodo v,, escogido aleatoriamente no pertenezca
a la isla gigante. Supongamos que v, tiene k vecinos.
Claramente, v, no pertenece a la isla gigante si y sélo
si ninguno de sus k vecinos tampoco pertenece a la isla
gigante. Por lo tanto, la probabilidad g debe satisfacer la
ecuacion de consistencia

¢= P(k)q" (22)
k

El lado izquierdo de esta ecuacién es simplemente la pro-
babilidad ¢ de que v,, no pertenezca a la isla gigante. El
lado derecho es la probabilidad P(k) de que v, tenga k
vecinos, multiplicada por la probabilidad ¢* de que nin-
guno de estos k vecinos pertenezca a la isla gigante. La
suma sobre k toma en cuenta todos los posibles vecinos
que v, pudiera llegar a tener.

En el caso en que P(k) es una distribucién de Poisson,
la Eq. (22) se transforma en

e k
R 2(g—
q:E e %:e(q 1)

k=0

Denotando como p = 1—¢q la probabilidad de que un nodo

1l ..



08—

0.6—

04

02

Figura 8. Probabilidad p de pertenecer a la isla gigante como fun-
cién de la conectividad promedio z de la red, pare el caso de la
topologia de Poisson.

arbitrario si pertenezca a la isla gigante, obtenemos

p=1—e"7?P (23)

La ecuacion anterior es trascendental y no puede resol-
verse de forma analitica. Sin embargo, es facil resolverla
de forma numérica y encontrar p para cada valor de z. La
Fig. 8 muestra p como funcién de z. Notemos que para
z < 1 la probabilidad de pertenecer a la isla gigante es
cero. En otras palabras, no hay isla gigante para z < 1.
Conforme aumentamos el valor de z (lo cual es equiva-
lente a a nadir més conexiones a la red), la isla gigante
comienza a formarse y justo en z = 1 aparece. Este es un
resultado interesante: se necesita, en promedio, sélo una
conexién por nodo para que aparezca la isla gigante. Si
seguimos aumentando el valor de z, el tama no de la isla
gigante aumenta mas y més, como se puede observar en
la Fig. 8, la cual muestra el comportamiento caracteristi-
co de una transicién de fase de segundo orden que ocurre
en z = 1.

Consideremos ahora el caso de las redes con topologia
libre de escala, para las que la distribucién P(k) toma la
forma

1
P(k)=—k7"
<)
donde ¢(v) = Z k™7 es la funcién zeta de Riemman la
k=1

cual, en este caso simplemente juega el papel de la cons-
tante de normalizacion. Para esta distribucién la ecuacion
de consistencia Eq. (22) se convierte en

1 [ee)
q:ﬁ;

Y
1

LS}

k
~

o~
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donde Li,(q) = > p=, k~7¢" es la funcién poli-logaritmi-
ca de orden 7. En términos de la probabilidad p =1 — g,
la ecuacién anterior queda como

J
=1- @Llfy(l —p)

Como Li, (0) = 0, es claro p = 1 siempre es olucién de la
ecuacién anterior. Por lo tanto, en una red libre de esca-
la la componente gigante siempre existe y la probabilidad
de pertenecer a ella es p = 1. Este interesante resulta-
do es una consecuencia de la existencia de los elementos
altamente conectados en redes libres de escala. Dichos
elementos mantienen a toda la red conectada, impidien-
do que se fracture en peque nas islas.

El resultado anterior puede tener implicaciones impor-
tantes en la propagacién de epidemias en una sociedad,
en la que podemos considerar que la isla gigante es el
conjunto de personas que se han contagiado de alguna
enfermedad. Los resultados presentados en esta seccién
muestran que en redes con topologia de Poisson siempre
podemos vacunar a un nimero suficiente de personas pa-
ra garantizar que la conectividad promedio z de la red
de individuos infectados se mantenga inferior a 1. En tal
caso podemos detener la epidemia, ya que no habra isla
gigante, s6lo peque nas islitas de personas infectadas.

Sin embargo, las redes sociales no tienen topologia de
Poisson, sino que exhiben topologias libres de escala. Pa-
ra tales topologias siempre existe una isla gigante, y la
probabilidad de pertenecer a ella es p = 1. Por lo tanto,
en redes libres de escala las enfermedades tarde o tem-
prano se propagan a todas las personas que no hayan
sido vacunadas. Es decir, la tnica forma de detener la
propagacién de una epidemia en redes libres de escala
es vacunando a todas las personas de la sociedad. Los
efectos aterradores del resultado anterior pueden obser-
varse claramente en &frica, donde comunidades enteras
han desaparecido a causa del SIDA.

Mas informacion sobre la propagacién de epidemias en
redes sociales puede encontrarse en las referencias [9, 10].



XI. PROCESOS DINAMICOS EN REDES

Hasta ahora hemos visto las propiedades estructurales
o topologicas de las redes complejas. Estas propiedades
nos dicen cémo estdn conectados los elementos de la red
y su estudio nos muestra de qué forma procesos aleato-
rios y aparentemente independientes pueden dar lugar a
estructuras complejas e inesperadas (como la topologia li-
bre de escala). No obstante, sabemos que una vez que los
elementos de una red estdn conectados, éstos pueden co-
menzar a interactuar generando procesos dindmicos que
se propagan a través de toda la red. Consideremos, por
ejemplo, las neuronas en el cerebro, las cuales estan co-
nectadas unas con otras por medio de axones y dendritas.
A través de estas conexiones las neuronas interaccionan
enviandose impulsos eléctricos que se propagan por todo
el cerebro y que generan patrones de actividad eléctrica
en las diferentes capas cerebrales responsables de la vi-
sion, el olfato, el tacto, etc. Son precisamente estos patro-
nes de actividad eléctrica neuronal, asociados con nues-
tros sentidos y con nuestra consciencia, lo que llamamos
“procesos dindmicos” en el cerebro.

Otro ejemplo interesante de un proceso dindmico en re-
des es la formacién de opiniones en una sociedad. En este
caso, la red social la componen los individuos de la socie-
dad ligados entre si por medio de interacciones de amis-
tad, camaraderia, parentesco, etc. Los individuos inter-
cambian opiniones con sus amigos, colegas, companeros
o familiares respecto a un determinado tema, y es gra-
cias a este intercambio de opiniones que los individuos
se van formando su propia opinién. Las opiniones se pro-
pagan a través de toda la sociedad, y eventualmente en
la sociedad existird una opinién mayoritaria respecto a
dicho tema. El libre intercambio de opiniones es la base
de la democracia en una sociedad moderna, en la que se
supone que los individuos eligen, por mayoria, a sus go-
bernantes. Este es precisamente el tema que abordaremos
en este capitulo: la formacion de una opinién mayoritaria
en una sociedad.

A. El modelo de votantes

Supongamos que en una sociedad existe un tema res-
pecto al cual se pueden tener sélo dos opiniones. Por
ejemplo, el tema del aborto, respecto al cual se puede
estar a favor o en contra. O la privatizacién de la indus-
tria eléctrica, respecto de la cual cada uno de nosotros
podemos estar a favor o en contra. (No valen opiniones
indeterminadas como el tipico “no sé”). Cada individuo
tiene su propia opinién respecto a dicho tema. Represen-
temos la opiniéon de un individuo con la variable o, la
cual puede tomar sélo dos valores: ¢ = +1 si el individuo
estd a favor, y 0 = —1 si el individuo estd en contra.
Como en una sociedad existen N individuos, entonces
tenemos un conjunto de N variables o1,03,...,0N, ca-
da una representando la opinién de un individuo en la
sociedad. De esta forma, o,, = +1 si el n-ésimo indivi-

duo estd a favor, mientras que o, = —1 si el n-ésimo
individuo esta en contra.

Lo interesante es que cada individuo intercambia opi-
niones con sus amigos y, en base a dicho intercambio, se
forma su propia opinién. Supongamos, por tanto, que la
opinién de cada individuo esta influenciada por sus ami-
gos (o conocidos, o familiares, etc.). Sea k,, el nimero de
personas que tienen influencia sobre la opinién del n-ési-
mo individuo, y sean op,,0n,,...,0n, las k, personas
que tienen influencia sobre el individuo o,,. Estrictamen-
te hablando, las variables o,, representan las opiniones
de las personas, no a las personas mismas. Sin embargo,
utilizaremos un lenguaje simple y diremos indistintamen-
te que o, es la opinién del n-ésimo individuo, o bien o,
es el n-ésimo individuo.

Deciamos entonces que cada individuo o, recibe opi-
niones de otros k,, individuos en la sociedad, a los cuales
denotamos como oy, ,0p,,...,0,, . Llamaremos a este
conjunto los inputs de o,. En otras palabras, los inputs
de o, son todas las personas que tienen influencia en su
opinién, ya sean amigos, conocidos, parientes, maestros,
etc. Cada individuo tiene su conjunto particular de in-
puts, lo cual significa que dos individuos diferentes o, y
om tendrdn, en general, inputs distintos (aunque algu-
nos de sus inputs pueden ser comunes). La red social se
forma estableciendo quién recibe opiniones de quién, es
decir, estableciendo para cada individuo el conjunto de
personas que influencian su opinién. Notemos que esta
red es dirigida, ya que si o; es un input de o;, entonces
no necesariamente o; serd un input de o;.

Una vez que sabemos cudles son los inputs de cada
individuo en la sociedad, tenemos que establecer la re-
gla dindmica a través de la cual los individuos influyen
en las opiniones de los demas. Dicha regla esta basada
en la siguiente observacion sencilla: en general, un indi-
viduo tiende a ser de la misma opinion que la mayoria
de sus amigos (inputs). Si lo pensamos un poco nos da-
remos cuenta de que esta regla es bastante cierta. En
general, tendemos a juntarnos con personas que tienen
(més o menos) la misma forma de pensar que nosotros.
El objetivo de este capitulo es ver como esta sencilla re-
gla de interaccién, en la que un individuo “tiende” a ser
de la misma opinién que la mayoria de sus inputs, puede
generar estados de orden colectivo en toda la sociedad.

Establezcamos matematicamente la regla dindmica.
Sean 0y, Opy,s- -, Opn, las opiniones de los k, inputs
de o,,. Estas opiniones cambian a lo largo del tiempo,
y supondremos que el tiempo lo medimos en unidades
discretas que pueden ser dias o semanas. Por ejemplo,
cada semana hacemos una encuesta para monitorear las
opiniones de las personas en la sociedad. Nuestra primer
regla dindmica consiste en que el valor de la variable o,
al tiempo t+1 estd determinado por el valor de sus inputs
al tiempo t de acuerdo con la siguiente ecuacién:

k
1 n
Un(t + 1) = Sgn E jz::lwn,nj On; (t) y (24)
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Figura 9. Los individuos de la sociedad estédn representados por
los circulos negros. Los colocamos en una red cuadrada de tal ma-
nera que cada individuo tiene 5 inputs, sus cuatro primeros vecinos
y él mismo. Las flechas indican los inputs del individuo particu-
lar seleccionado. La misma configuracién se tiene para todos los
individuos.

donde la funcién Sgn[z] se define como

Senlz] = +1 si z>0
& 1 -1 st z<0
kn
. 1
Por otro lado, la cantidad . Z Wn,n;0n, () que aparece

dentro de la funcién Signo es el promedio ponderado de
las opiniones de los inputs de o, al tiempo t. Los factores
Wy, p, sON numeros reales que representan el peso de las
opiniones de los inputs. Estos factores toman en cuenta el
hecho de que no todos los amigos de un individuo tienen
la misma influencia sobre su opinién. Habrd algunas per-
sonas a las que dicho individuo respetara méas que a otras.
Por lo tanto, en esta suma ponderada, entre mas grande
sea el valor de algin w,, ;, mas importancia tendra el co-
rrespondiente input o,,; para determinar el valor de o,.
M4s atn, algunos de los factores wy, ,, podrian incluso
ser negativos, lo que significarfa que el individuo o,; tie-
ne una influencia negativa sobre la opinién del individuo
0. (Nunca falta el baboso que expresa puras opiniones
desatinadas. Nada maés de oirlo nos dan ganas de hacer lo
contrario). En general los factores wy, ,; se asignan de for-
ma aleatoria tomandolos de una distribucion de probabi-
lidad P(w) que representa estadisticamente la manera en
que las pesonas influyen sus opiniones unas a otras. En la
siguiente seccién veremos como elegiendo adecuadamen-
te los factores wy, ,; podemos hacer que la red reconozca
imégenes. Por el momento vamos a suponer simplemente
que estos factores estan asignados de forma aleatoria.
La Eq. (24) nos dice entonces que o, = +1 si la ma-
yorfa (ponderada) de sus inputs tienen opinién +1, mien-
tras que o,, = —1 si la mayoria (ponderada) de sus inputs
tienen opinién -1. A cada instante de tiempo, todos los
individuos de la red actualizan su valor de acuerdo con la

t=0 t=100

Figura 10. Cada cuadrito representa un individuo, negro si el in-
dividuo tiene opinién -1 y claro si el individuo tiene opinién +1. El
cuadro grande de la izquierda es la condicién inicial con 50 % de
opiniones positivas y 50 % de opiniones negativas repartidas alea-
toriamente en la sociedad. El cuadro de la derecha es el estado al
que llega el sistema después de 100 pasos de tiempo iterando la
Eq. (24). Aun cuando se forman grupos de opinién, los porcenta-
jes de opiniones positivas y negativas no cambian con el tiempo y
permanecen iguales a lo que se tenia en la condicién inicial.

Eq. (24). Tlustremos la dindmica generada por esta ecua-
cién en un caso sencillo.

Supongamos que colocamos a los individuos en una red
cuadrada de tal modo que cada individuo recibe inputs
de sus cuatro primeros vecinos y de s{ mismo (porque su
opinién también cuenta), como se indica en la Fig. 9. Co-
mo todos los individuos tienen 5 inputs, entonces k, = 5
para todos. Ademds, vamos a suponer que todos los pesos
Wp,n; SON positivos, es decir, los inputs de un individuo
tienen todos una influencia positiva sobre su opinién. En
esta caso, la dindmica generada por la Eq. (24) es muy
aburrida. La Fig. 10 muestra un sistema con 10000 indi-
viduos acomodados en una red cuadrada de 100 x 100.
Cada cuadrito es un individuo. Aquellos con opinién -1 se
pintan con color negro, mientras que los individuos con
opinién +1 se pintan en un color mas claro. Al tiempo
t = 0 las opiniones +1 y -1 estan distribuidas al azar en
la sociedad de tal forma que aproximadamente la mitad
de los individuos tienen opinién +1 y la otra mitad tie-
nen opinién -1. Después de iterar la Eq. (24) cien veces
(t = 100), el sistema alcanza un estado estacionario en el
que se forman grupos de opinion, es decir, individuos con
la misma opinién tienden a agregarse en cimulos. Aun-
que dejemos correr el tiempo mas y més, la configuracién
mostrada en el panel derecho de la Fig. 10 ya no cambia,
se queda “congelada” en el tiempo. Es interesante notar
que, aunque se formaron grupos de opinion, los porcen-
tajes de opiniones positivas y negativas siguen siendo los
mismos que al principio, 50 % y 50 % respectivamente. Es
decir, la Eq. (24) no genera una opinion mayoritaria en
la sociedad, simplemente preserva los porcentajes inicia-
les de opiniones, aunque lleva al sistema a un estado en
donde se forman ciimulos de opinidn.

Este ejemplo muestra que la vida seria muy sencilla
si nuestras opiniones estuvieran regidas por la Eq. (24),
es decir, si todo mundo hiciéramos lo que la mayoria de
las personas nos dicen que hagamos. Sin embargo, somos
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t=100
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Figura 11. En este caso la dindmica del sistema estd regida por
la Eq. (25) con una probabilidad 7 = 0.05 de violar la regla de la
mayoria. El primer cuadro al tiempo ¢ = 0 es la condicién inicial,
con 50 % de opiniones positivas y 50 % de opiniones negativas re-
partidas aleatoriamente en la sociedad. Vemos que conforme pasa
el tiempo se va formando una opinién mayoritaria en la sociedad,
hasta que claramente al tiempo ¢ = 10000 la gran mayoria de los
individuos en la sociedad tienen opinién +1.

necios en el sentido de que, incluso cuando la mayoria de
nuestros amigos tengan una opinion respecto a un tema,
con una determinada probabilidad nosotros podemos te-
ner la opinién contraria. Por lo tanto, modificaremos la
Eq. (24) para introducir el libre albedrio de las personas.
Esto lo haremos suponiendo que cada individuo en la so-
ciedad adquiere la opinién contraria a la de la mayoria de
sus inputs con probabilidad 7, o bien, adquiere la opinién
de la mayoria de sus inputs con probabilidad 1 — 7. Es
decir, la regla dindmica es ahora

Sgn {Z] L Wnyn; On, (t)} prob. 1—n
on(t+1)=
—Sgn {ZJ 1 Wnyn, On, (t)} prob. 7
(25)
El pardmetro n es entonces la probabilidad de que cada
individuo vaya en contra de la opinién mayoritaria de sus
inputs.

La Fig. 11 muestra la dindmica generada por la
Eq. (25) para el caso de la red cuadrada mostrada en
la Fig. 9 (otravez, con todos los pesos wy; = 1). Esco-
gimos para este ejemplo una probabilidad n = 0.05 muy
pequena de ir en contra de la opinién mayoritaria de los
inputs. Como muestra la Fig. 11, comenzamos al tiempo
t = 0 con una condicién inicial con la mitad de opiniones
positivas y la otra mitad de las opiniones negativas, dis-
tribuidas aleatoriamente en la sociedad. Conforme pasa
el tiempo se forman los grupos de opinién, es decir, indivi-
duos con la misma opinién tienden a agregarse (como en
el panel correspondiente al tiempo ¢t = 100). Sin embargo,
al transcurrir el tiempo notamos que ocurre algo verdade-

t=100

. ..

t=10000

t=1000

Figura 12. Ejemplo de la dindmica generada por la Eq. (25) con
un valor relativamente alto de ruido: 7 = 0.15. En este caso nunca
se genera orden en el sistema ya que el ruido es tan alto que lo
destruye.

ramente importante: emerge una opinion mayoritaria en
la sociedad de tal forma que al tiempo ¢ = 10000 la gran
mayoria de los individuos tienen la misma opinién (que
en este ejemplo es +1). Vemos entonces que el ruido que
introducen las personas que hacen lo contrario de lo que
dicen la mayoria de sus inputs (los famosisimos “contre-
ras”, o “anarquistas”, o “revoltosos”, etc.), representados
por el parametro 7, son fundamentales para la emergen-
cia de orden en la sociedad. Notemos que la Eq. (24),
la cual no genera una opinién mayoritaria, es un caso
particular de la Eq. (25) con n = 0. Por lo tanto, si en
nuestra sociedad no hay “revoltosos”, si todo el mundo
hace lo que dicen los demads, no se genera orden. Es fun-
damental la presencia de unos cuantos “revoltosos” para
la emergencia de orden, es decir, para la formacién de una
opinion comun en toda la sociedad. Esto es sorprendente
porque generalmente tendemos a pensar que el ruido (los
“revoltosos”) destruye el orden, y lo consideramos como
algo no deseado. Sin embargo, este ejemplo muestra que
el ruido muchas veces es necesario para tener orden en
un sistema. Sorprendente, jno?

B. Transiciéon de fase

En el ejemplo mostrado en la Fig. 11 el valor del
parametro 1 que determina la cantidad de ruido presente
en el sistema es muy pequeno: 7 = 0.05 (esto quiere decir
que hay muy pocos revoltosos). En tal caso la presencia
del ruido es fundamental para generar un orden global,
es decir, una opinién mayoritaria en toda la sociedad. Sin
embargo, mucho ruido tampoco es bueno porque enton-
ces el orden se destruye. Esto se ilustra en la Fig. 12, la
cual se generd utilizando el valor 7 = 0.15. Como pode-
mos ver, el sistema nunca se ordena. Nunca emerge una
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Figura 13. Pardimetro de orden 4#(¢) como funcidn del tiempo para
para la red cuadrada de la Fig. 9 con todos los pesos wnn, =1 ¥
un valor de ruido 5 = 0,05, La condicidn inicial corresponde a un
estado en ol que la mitad de las opiniones son positivas v la mitad
=on negativas, Por lo tanto, @(0) = 0. Ndtese que despuds de un
tiempo transitorio, aproximadamente en £ = 5000, el pardmetro de
orden aleanza un valor constante que va no cambia cn el ticmpo
{salvo por pequefias fluetuaciones producidas por el roido).

opinidn global comin en la sociedad. {Incluso si comen-
garamos con una condicion inicial totalmente ordenada
en la que todos los individuos tienen la misma opinidn,
la presencia de muchos revoltosos destruiria este orden.)
Unos cuantos revoltosos ayvudan a generar orden, pero
muchos lo destruven.

Para ver gué tanto ruido se necesita para destruir el
orden en la sociedad vamos a definir un pardmetro gue
mida la cantidad de orden. A este pardmetro se le llama
{no muy imaginativamente) el pardmetro de orden, v se
define como

N
ﬁ-‘l{i}—% Zo’,,{.‘.} ) (26)

n=]

De acuerdo con esta definicidn, ¢+(t) es el valor absoluto
de la opinidon promedio de la sociedad al tiempo ¢ (la
suma se hace sobre todos los individuos en la sociedad). Si
aproximadamente la mitad de las opiniones son positivas
v la otra mitad negativas, entonces i»(t) = 0 ¥ no hay
orden en el sistema. Por el contrario, si casi todos los
individuos tienen la misma opinidn (ya sea positiva o
negativa), entonces +(1) = 1. En tal caso decimos que el
sistema estd mny ordenado.

Cuando § = og, el sistema alcanza un estado estacio-
nario en el cual el valor de «+(¢) va no cambia (excepto
por fluetnaciones), como se muesira en la Fig. 13, La
erifica mostrada en esta figura se generd simulando el
sistema de la Fig. 9 en la computadora para una red cua-
drada con N = 10000 individuos v utilizando un valor
de ruido i = 0.05. Dado que en el limite § — oo el valor

del parimetro de orden yva no eambia, definimos el valor

estacionarie del pardmetro de orden como|19)]

= Jim vt

0 005 0l 0.15

Figura 14. Valor estacionario del pardmetro de orden 4 como fun-
cidn del ruido ., para el sistema de la red euadrada mostrads en
la Fig. 9. Obadrvese que al aumentar v, la cantidad de orden dis-
minuye, hasta que para el valor eritico 5. = 0.149 ¢l orden en el
sistema se destruye completamente.

Este valor de o depende de la cantidad de ruido
presente en el sistema, es deeir, de la cantidad de “re-
voltosos™ que existan en la sociedad. La Fig. 14 muestra
el valor estacionario +* como funcidn del ruido ». Como
puede observarse, la cantidad de orden en el sistema es
grande para valores pequenos de 5. Sin embargo, con-
forme n aumenta, el orden en el sistema disminuye hasta
que, para un valor eritico i, = 0,149 el orden en el sistema
desaparece completamente. Lo que la Fig. 14 estda mos-
trando es una fransicidn de fose dindgmica de segundo
orden (andloga a la mostrada en la Fig. 8). Esta tran-
sicion de fase confirma las observaciones que hicimos en
la seccion anterior: Pequenias cantidades de ruido son ne-
cesarias para generar orden en el sistema. Sin este ruido
simplemente no sc gencra una opinidén mayvoritaria en la
sociedad. Pero mucho ruido destruyve el orden, dejindo-
nos con una sociedad indecisa.

En este capitulo vimos los conceptos hésicos referentes
a los procesos dindmicos en redes. Utilizamos una red
muy simple, la red enadrada en la que cada nodo tiene
5 mputs (los 4 primeros vecinos v él mismo), El andlisis
se puede extender a redes con topologias més realistas,
como la red libre de eseala o la de mundo pequeno, y
utilizando pesos w,, ., todos distintos entre si. De hecho,
el modelo de votantes puede resolverse exactamente de
forma analitica, pero la solucidn es complicada v va mis
alla de los objetivos de estas notas introductorias. Sin
embargo, atin cuando utilicemos diferentes topologias, o
factores de peso distintos, los conceptos fundamentales
presentados aqui no cambian, Los que estén interesados
pueden encontrar un andlisis matenditico completo del
modelo de votantes en la referencia [11].
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t=10

Figura 15. Comenzando con una condicién inicial aleatoria, como
el cuadro de la izquierda que corresponde al estado de la red en
t = 0, quisiéramos que la red eventualmente converja a un patrén
predefinido, como la imagen del perro a la derecha que corresponde
al estado de la red en el tiempo ¢ = 10.

XII. REDES NEURONALES Y
RECONOCIMIENTO DE PATRONES

El modelo de votantes discutido en la seccién anterior
y cuya dindmica estd dada por la Eq. (24) o la Eq. (25)
también se conoce como red neuronal, pues describe de
forma cualitativa la dindmica de neuronas conectadas que
se prenden y apagan. En este caso o, representa el esta-
do de activacién de la n-ésima neurona, teniendo o, =1
si la neurona estd prendida y o, = —1 si la neurona
estd apagada. Los pesos wy,; reflejan entonces la inten-
sidad de la conexién sindptica entre las neuronas o, y
oj. Este modelo fue propuesto por primera vez en 1943
por Warren McCulloch y Walter Pitts para describir la
dindmica neuronal, pero posteriormente fue criticado por
los neurocientificos diciendo que el modelo de McCulloch-
Pitts no contiene el “realismo” suficiente para describir a
las neuronas bioldgicas. Atn asi, el modelo se ha utilizado
mucho en ciencias de la computacién porque resulté tener
propiedades muy interesantes para la codificacién de al-
goritmos. Uno de los ejemplos mas espectaculares esta en
el reconocimiento de imagenes. Seguramente han utili-
zado programas como Facebook o Google Picasa para
compartir sus fotografias familiares. Si lo han hecho, se
habran dado cuenta de que estos programas tienen la
capacidad de reconocer rostros de personas. La primera
vez que suben una foto, por ejemplo la foto de ”Juan”, el
programa pregunta quién es esa persona, y entonces uno
contesta que es ”Juan”. A partir de ese momento, cada
vez que se sube una foto de ”Juan.®! programa recono-
ce que es ”Juanz lo etiqueta como ”Juan”. Incluso si las
fotos son diferentes y en algunas Juan esta de perfil, en
otras de frente, en otras con lentes, con pelo largo o pelo
corto, con barba o sin barba, etc., el programa rara vez
se equivoca y cada vez que se sube una foto de ”Juan”lo
reconoce bien y lo etiqueta como ”Juan”. ; Cémo hace el
programa, para reconocer las fotos de ”Juan” (o de cual-
quier otra persona)? O mejor dicho, ;Qué algoritmo utili-
zaron los programadores para que el programa reconozca
iméagenes de la misma persona incluso en posiciones dis-
tintas?

Precisamente, el modelo de McCulloch-Pitts dado en

17 .-

la Eq. (24) es el que esta detrds del reconocimiento de
iméagenes. Como vimos en la Fig. 10, partiendo de una
condicién inicial arbitraria en ¢ = 0, después de un tiem-
po el sistema llega a un estado congelado que muestra
un patrén de dominos prendidos y apagados sin forma
definida (como el panel que corresponde a ¢t = 100 en la
Fig. 10). Pero imaginemos ahora que quisiéramos que el
sistema, en lugar de congelarse en un patrén amorfo, se
congele en una imagen bien definida, como se muestra en
la Fig. 15. ;Qué tendriamos que hacerle a la red neuronal
para que, partiendo de una condicién inicial arbitraria,
después de un tiempo el sistema llegue a una imagen pre-
definida por nosotros? La respuesta a esta pregunta la
dio John Hopfield en 1982 y tiene que ver con seleccionar
adecuadamente los pesos sindpticos wy, n; -

Supongamos que digitalizamos una imagen (como
la del perro mostrada en la Fig. 15) convirtiéndo-
la en una cadena binaria de 1’s y 0’s, de tal ma-
nera que después de digitalizar la imagen la po-
demos representar como una cadena binaria del ti-
po {0,1,1,0,0,1,0,1,0,0,0,1,...,0,1}. De hecho, para
nuestros propdsitos, es més conveniente digitalizar la
imagen utilizando 1’s y -1’s (en lugar de 1’s y 0’s) de
tal manera que la imagen digitalizada sea de la forma
{-1,1,1,-1,-1,1,-1,1,—-1,—-1,—-1,1,...,—1,1}. A es-
ta cadena la vamos a llamar patrén y lo vamos a repre-
sentar como

g: {§1a£2a§3a"'a§N}

donde cada &,, es uno de los bits de la imagen digitalizada,
la cual consiste en total de N bits. Podemos ahora consi-
derar que estos bits corresponden al estado estacionario
de las neuronas del modelo de McCulloch-Pitts. Es decir,
que esta secuencia de bits corresponde al patrén conge-
lado al que llega la red después de un cierto tiempo .
Si esto es asi, entonces tendriamos o, (t) = &, para todo
t > tg. Esto significa que el patron E: {&,8,85,...,¢N}
se convierte en un punto fijo de la Eq. (24), de tal manera
que si alimentamos el lado derecho de la Eq. (24) con los
bits del patrén 5 lo que obtenemos del lado izquierdo son
los bits del mismo patrén 5

k
1 n
&n = Sgn F an,njgn]‘ ) (27)
n .
Jj=1
La pregunta es: dado un patrén & = {&1,8,83,...,¢éNn}

predefinido por nosotros, ;como se deben escoger los pe-
sos wy; y la conectividad de cada nodo k, para que se
cumpla la ecuacién anterior? En cuanto a la conectividad,
Hopfield trabajé con redes totalmente conectadas en las
que cada neurona o, esta conectada con todas las demas,
de tal manera que k, = N para todas las neuronas. Sin
embargo, esto no es necesario y se puede hacer que cada
neurona esté conectada solo con otras K neuronas, con
K < N, aunque la eficiencia de la red para reconocer
imagenes aumenta entre mas grande sea K. Lo que es



mas interesante, es la forma de escoger los pesos sinapti-
cos Wy, ;- Hopfiel se dio cuenta de que para satisfacer la
Eq. (27) los pesos se deben escoger como

Wn,n; = gnfnj (28)

pues de esta manera se tiene

1 & [ &
Sen | 7 2 wnnsn, | =Sen | 2D by,
j=1 L j=1

_5 .
_ n 2
=Sen | 32260,
L ‘7:1
-g .
L ]:1
= Sgn [gn]
= gn

por lo que la Eq. (27) se satisface.

Por lo tanto, si queremos que la imagen codificada en el
patrén £ = {£1,82,&3,...,&n} sea un estado estacionario
de la dindmica dada en la Eq. (24), entonces se tienen que
definir los pesos sindpticos wy,,, como en la Eq. (28).

La Fig. 16 muestra diferentes condiciones iniciales que
convergen a la imagen del perro. En este caso, no impor-
ta con qué condicién inicial comencemos la dindmica, la
red siempre va a converger a la imagen del perro por-
que es elunico patrén codificado en los pesos sinapticos.
Bueno, de hecho no es el tinico. También estéd codificado
el negativo del patrén: 5_7 = —5, como puede observarse
en el dltimo panel de la Fig. 16. Esta es un propiedad
interesante: si el patrén 5 es un estado estacionario de
la didmica determinada por la Eq. (24), entonces el ne-
gativo de este patrén también lo es. Lo interesante de
la Fig. 16 es que muestra que si comenzamos la dinami-
ca con una condicién inicial suficientemente parecida al
patron codificado E, entonces la red va a converger a di-
cho patron. Solo cuando comenzamos la dindmica con
una condicién incial totalmente aleatoria, a veces la red
converge al patron 5 mientras que otras veces la red con-
verge al patrén negativo —5.

., Qué pasa si queremos codificar méds de un patrén en
la red? Supongamos que tenemos entonces un conjunto
de M patrones

51 = {§%a€217€§77€11\7}
£2={g.6.4....&}

M _ (¢M M oM M

g _{fl 7527533"'7§N}
y queremos que cada uno de estos patrones sea un estado
estacionario, es decir queremos que se cumpla la ecuacién

K
1
& =Sen | = > wnn, &k (29)
j=1

Figura 16. Diferentes condiciones iniciales (cuadros en la columna
izquierda en t = 0) convergen a la imagen del perro (cuadros a
la derecha en ¢ = 10). En el primer caso una condicién inicial
aleatoria converge a la imagen del perro. En el segundo caso, la
condicién inicial es la imagen del perro con un 20 % de los pixeles
modificados aleatoriamente. En el tercer caso, la condicién inicial
es la imagen del perro modificada, con lentes dibujados e incluso
incompleta pues le faltan las esquinas superior izquierda e inferior
derecha. Atin asi, la red converge a la imagen del perro. En el dltimo
caso, una condicién inicial aleatoria converge a la imagen opuesta
(el negativo de la imagen original).

En un momento de inspiracién casi divina, Hopfield ge-
neralizé la regla Eq. (28) que define los pesos sinépticos
de la siguiente manera:

1 M
p=1

De esta forma, Hopfield logré que cada patrén 5 P sea
un estado estacionario de la red (Eq. (29)). Como ejem-
plo, la Fig. 17 muestra el caso de una red neuronal que tie-
ne cuatro patrones codificados (imédgenes derechas). Las
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Figura 17. Las imégenes a la derecha son los cuatro patrones codi-
ficados en los pesos sindpticos de la red. Las imégenes de la izquier-
da son las condiciones iniciales de la red, las cuales se han escogido
parecidas a los patrones codificados pero con distintas modificacio-
nes y deformaciones. En cada caso, la red converge al patrén mas
parecido a la condicién inicial correspondiente. Se dice que en este
caso la red estd reconociendo adecuadamente los patrones que tiene
codificados.

imagenes en la izquierda son condiciones iniciales con las
que se alimenta la red, y las flechas indican el patrén al
que convergio la condicién inical después de 10 pasos de
tiempo. En esta figura puede verse que si la condicién
inicial es suficientemente parecida al patréon E #_ enton-
ces la red converge al patron 5 #. En otras palabras, si la
condicién inicial es parecida al patrén “perro”, entonces
la red converge al patrén “perro”. Si la condicién inicial
es parecida al patrén “nino, entonces la red converge al
patrén “nino”, y asi sucesivamente. Se dice entonces que
la red esta reconociendo los patrones codificados en los
pesos sindpticos wp ;. Este es el principio de recono-
cimiento facial que opera en los programas Facebook y
Google Picasa. Estos programas tienen redes neuronales

que hacen el trabajo de reconocimiento de la imagen. La
primera vez que uno sube la imagen de “Juan” al progra-
ma, la red neuronal codifica en sus pesos sindpticos dicha
imagen. A partir de entonces, cada que uno sube una fo-
to distinta de “Juan” (pero suficientemente parecida a la
imagen original), la red neuronal toma la nueva imagen
como condicién inicial y converge al patron 5 # mas pa-
recido que estd codificado en los pesos sindpticos (que en
este caso serfa la imagen de “Juan” codificada original-
mente). Se dice entonces que la red estd reconociendo la
imagen de “Juan”.

Cada que subimos la imagen de una nueva persona al
Facebook, la red neuronal subyacente codifica dicha ima-
gen en sus pesos sindpticos de acuerdo con la Eq. (30).
Podemos hacer entonces que la red reconozca las imége-
nes de “Juan”, “Pedro”, “Luisa”, etc. Sin embargo, cuan-
do ya hay muchos patrones que se tienen que reconocer
(codificados en los pesos sindpticos), la red comienza a
cometer errores. En tal caso, podria ocurrir que al subir
una nueva foto de “Juan” la red se confunda y converja
al patrén de “Pedro”. Hopfield entonces se pregunté cudl
es el nimero maximo de patrones que se pueden codifi-
car en una red neuronal sin que la red se confunda. O
expresado de manera mas cuantitativa, jcudl es el nime-
ro maximo de patrones, M., que se pueden codificar
en una red neuronal de tamano N de tal forma que al
dar una condicién inicial parecida al patrén f k. la red
converja a este patrén con una probabilidad del 98 %? La
respuesta, que calcul6 el mismo Hopfield, es

Moz = 0,138K

donde K es el nimero de conexiones de cada neurona. Re-
cordemos que Hopfield trabajé con redes completamente
conectadas en las que K = N. Este es el caso que per-
mite guardar la mayor cantidad de patrones en la red y
reconocerlos satisfactoriamente. Para K < N el nimero
maximo de patrones que se pueden reconocer sin cometer
errores es menor. Resulta que al ir aumentando el nime-
ro de patrones codificados en la red, se pasa bruscamente
de un régimen en donde la red puede reconocer casi to-
dos los patrones sin cometer errores, a otro régimen en
donde no puede reconocer practicamente nada. Es una
transicién discontinua.

Para medir la capacidad que tiene la red para reco-
nocer los patrones se da una condicién inicial io =
{51(0),02(0),...,0n(0)} parecida al patrén &+ =
{er, &b, ... &5} (digamos con un 10% de bits dife-
rentes). Se hace evolucionar la red de acuerdo con la
Eq. (24) y se ve a qué estado llega después de un tiem-
po lo suficientemente largo t. Se define el traslape en-
tre el patrén £ * = {&,6h, ..., &} vy el estado Y =
{o1(t),02(t),...,on(t)} al que llegd la red como:

1
— { — H
my th_grolo on(t)EH

(Se toma el limite ¢ — oo para gatantizar que la red
llegé al estado estacionario). Claramente, si m,, ~ 0 quie-
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Figura 18. Traslape promedio ¢ como funcién del nimero M de
patrones codificados en la red. Existe un valor M,.> tal que si
M < Mmaq la red reconoce los patrones casi perfectamente (¢ =
1). Sin embargo, cuando M > Mmaz, la red comienza a fallar
terriblemente en el reconocimiento de patrones (¢ ~ 0). El valor
de Mpaz estd dado por Mpaz = 0,138K, siendo K la conectividad
de cada neurona en la red. Hopfield trabajo con redes totalmente
conectadas para las cuales K = N.

re decir que el estado it al que llegd la red es muy di-
ferente del patrén 5 " al que queriamos que llegara. En
este caso la red no esta reconociendo al patrén que de-
berfa llegar. Por otro lado, si m, ~ 1 quere decir que el

estado &, se parece mucho al patgron E "y por lo tanto
la red estd haciendo bien el reconocimiento. El parametro
de orden que determina si la red estd reconociendo bien
o no los patrones codificados se define como

1 M
¢:MZW“
p=1

es decir, ¢ es simplemente el promedio del traslape pa-
ra cada patrén. La Fig. 18 muestra como cambia v al
aumentar en numero de patrones en la red. Vemos que
cuando M < M4 = 0,138N, el reconocimiento es casi
perfecto pues ¥ ~ 1. Sin embargo, para M > M, ,q. €l
reconocimiento cambia discontinuamente y se hace pési-
mo, ya que en este caso ¥ ~ 0. Por lo tanto, cuando se
va aumentando el nimero de patrones codificados en la
red, la capacidad de reconocimiento sufre una transicion
de fase discontinua: O es muy buena para M < M4z,
o es muy mala para M > M,qz-

Cuando vean que Facebook o Google Picasa (o cual-
quier otro programa para compartir y organizar fotos)
ya no puede reconocer bien los rostros de sus amigos o
familiares, es porque ya excedieron la capacidad de la
red para recnocer patrones. En tal caso deberdn borrar
algunos de los patrones codificados en la red seleccionan-
do sélo aquellos que realmente les importan (no llenen
sus albumes con la foto del amigo del amigo del conoci-
do del primo del vecino). Sin embargo, los algoritmos de
reconocimiento de imagenes en estos programas son tan

eficientes, que llegar a saturar la red neuronal subyacente
requeriria un gran esfuerzo de su parte (jaunque no dudo
que algunos lo puedan lograr!).

XIII. CONCLUSIONES

La teoria de redes complejas es un campo de gran ac-
tividad cientifica en la actualidad. Basta con hacer una
busqueda en Google con la frase “Complex Networks”
para darnos cuenta de la gran cantidad de investigado-
res que se encuentran trabajando en este campo. En es-
tas notas introductorias hemos visto sélo algunas de las
propiedades importantes de las redes complejas, pero la
teorfa no se termina aqui. Actualmente uno de los prin-
cipales desafios es caracterizar las propiedades dindmicas
de las redes complejas dado que conocemos su topologia.
Por ejemplo, la estructura de la red de regulacion genéti-
ca de Escherichia coli es conocida. Sin embargo, ain no
podemos predecir los diferentes fenotipos que resultan de
la dindmica de dicha red. Probablemente la persona que
resuelva este problema se ganara el premio Nobel. El bio-
quimico Albert L. Lehninger dijo alguna vez lo siguiente:
“La materia no solo interactua, también se organiza. Co-
nocemos rasonablemente bien las leyes de interaccion de
la materia, pero desconocemos por completo sus leyes de
organizacion”. Las redes complejas plantean la posibi-
lidad, por primera vez en nuestra historia cientifica, de
encontrar las leyes de organizacién de la materia, si es que
tales leyes existen. El hecho de que redes tan diferentes
como la red genética de una bacteria y la red de actores
de Holywood presenten el mismo tipo de topologia libre
de escala sugiere que puede existir una ley fundamental
que determine este tipo de estructuras. O que un modelo
para explicar la formacién de opiniones en una sociedad
también pueda utilizarse, casi sin cambios, para recono-
cer imégenes en una red neuronal, sugiere que las mismas
leyes dindmicas podrian estar actuando en muy diversas
escalas. Dichas leyes no se han encontrado ain y tal vez
nunca se encuentren, pero el viaje hacia su descubrimien-
to ha resultado més que divertido. Espero con estas notas
haberlos motivado para que se unan al estudio del fasci-
nante mundo de las redes complejas y a la blisqueda de
las leyes de organizacién de la materia.

APENDICES

Apéndice A: Distribucién de Poisson como limite de
una distribuciéon binomial

En este apéndice mostramos cémo obtener la Eq. (6) a
partir de la Eq. (5), tomando el limite N — coy M — cc.
Para esto utilizaremos dos resultados bien conocidos: la
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férmula de Stirling y la definicién de e*:

nl ~ e "n" para n grande,
; a\"
e = lim (1 + —)
n—o0 n

Utilizando la férmula de Stirling, el coeficiente binomial
(N 1) que aparece en la ecuacién (5) puede escribirse,
para N grande, como

N-1\  (N-1)!
( k )_k( N—-1-k)!
N e(N 1)(N )Nl
T ke (N-1-R)(N — 1 — k)N-1-k

e *(N-1-kF [ N-1
k! N-1-

N-1
3

Por lo tanto, la distribucién binomial (5) queda, para N
grande, como

e F(N —1—k)F
k!

N-1
g (Njizik) (pe)" (1= pe)" " (A1)

P(k)

Para continuar, notemos que la cantidad z = 2M/N es la
conectividad promedio de cada nodo en la red. En térmi-
nos de esta cantidad, la probabilidad p. puede escribirse
como p, = z/(N — 1), con lo cual la ecuacién (Al) queda

como
N_1 \N-!
k! N-1—-k

(1) (%)

lo cual, después de arreglar algunos términos, puede es-
—k

cribirse como
sz . k k N-1
k! N -1

tomando el limite N — co y M — oo de tal forma que la
conectividad promedio z = 2M /N permanezca constan-
te, y utilizando el hecho de que e® = lim,, oo (1 + a/n)",
obtenemos finalmente

e (N —1-k)*

P(k)

1—z/(N-1)
1—k/(N-1)

P(k)

Por lo tanto, para una red muy grande, el proceso de
“hilvanar” parejas de botones escogidas al azar genera
una distribucién de conexiones de Poisson.

Apéndice B: Ecuacién Maestra

Supongamos que tenemos un sistema que puede es-
tar en cualquiera de los estados Fi, Es, ..., En. Sea
Win—n(t) la probabilidad condicional de que el sistema,
dado que estaba en el estado F,, al tiempo ¢, “brinque”
al estado E,,. Las probabilidades W, (t) se denominan
probabilidades de transicion.

Sea P(n,t) la probabilidad de que el sistema se encuen-
tre en el estado E,, al tiempo t. Esta probabilidad puede
cambiar en el tiempo por dos factores:

1. El sistema estaba en el estado FE, al tiempo t y
brincé a otro estado E,,, lo cual claramente dis-
minuye la probabilidad P(n,t+ 1) de encontrar al
sistema en el estado E,, al tiempo ¢ + 1.

2. El sistema estaba en algiin estado F,, al tiempo ty
brincé al estado F,, lo cual aumenta la probabili-
dad P(n,t+1) de encontrar al sistema en el estado
FE,, al siguiente instante de tiempo.

Tomando en cuenta estos dos factores, la probabilidad
de que el sistema se encuentre en el estado FE,, al tiempo
t 4+ 1 estd dada por

N
P(n,t+1) = ZP My E) W (
—1

Whm (t)

N
Z P(n
m (B1)

El primer término del lado derecho nos dice que al tiempo
t el sistema pudo estar en el estado E,, y brincar al estado
FE,,, aumentando asi la probabilidad de estar en E,, al
tiempo t+1. El segundo término toma en cuenta el hecho
de que al tiempo ¢ el sistema pudo estar en el estado E,,
y salirse de alli, brincando al estado F,, y disminuyendo
la probabilidad de estar en F,, al tiempo t+ 1. Las sumas
sobre m toman en cuenta todos los posibles estados hacia
o desde los que puede brincar el sistema.

La ecuacién (B1) es la ecuacién maestra del sistema.
El objetivo es resolverla para encontrar P(n,t). Si las
probabilidades de transicién W,,_,, son independientes
del tiempo, la ecuacién se puede resolver méds o menos
facilmente. Pero la cosa se complica enormemente si las
probabilidades de transicién dependen del tiempo. Afor-
tunadamente, las ecuaciones maestras que aparecen en
la teoria de crecimiento de redes, al menos en los casos
sencillos presentados en estas notas, son relativamente
faciles de resolver.

(1] En la red del universo de Malvel, dos super héroes estdn
conectados si han aparecido por lo menos una vez en el
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(10]

(11]
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La anemia falciforme, por ejemplo, es una enfermedad de los
glébulos rojos de la sangre que se origina por una séla muta-
cién en uno de los més de 600 aminodcidos que conforman a
la proteina B-globina encargada de capturar oxigeno.

En el contexto de las redes complejas, la palabra “topologia.
A las distribuciones libres de escala también se les llama dis-
tribuciones de potencia.

Las redes con topologia exponencial se parecen mucho a las
de Poisson.

En inglés se les llama hubs.

LOGWIN es la concatenacién de “log.

Anaélogamente, la distribucién de estaturas en los habitantes
del D.F. se ha mantenido estacionaria por muchos a nos ain
cuando la poblacién de chilangos no ha dejado de aumentar.
Estrictamente hablando, la definicién correcta es 1 =

<tl_1'>m 1/)(1f)>7 donde los paréntesis angulares (-) denotan el
(oo}

promedio sobre todas las posibles condiciones iniciales del

sistema. Al tomar este promedio, las fluctuaciones que se

observan el la Fig. 13 desaparecen. Otra manera de defi-

nir a 1, que es muy util para calcularlo numéricamente, es

Y = lim % fOT 1(t) dt. La integral lo inico que hace es “lim-
T— o0

piar” las fluctuaciones producidas por el ruido.



Estudio y aplicacion de los plasmas de baja temperatura.

F. Castillo, V. U. L. Contreras, B. Campillo, O. Flores y H. Martinez.

Durante las ultimas décadas, la generacion de plasmas para la gran diversidad de
aplicaciones existente se realiza a través de descargas eléctricas en gases. Los mecanismos
presentes en las descargas eléctricas en gases, han sido estudiados y clarificados en
términos de los procesos fundamentales entre los electrones, atomos o moléculas, iones,
fotones, paredes de la camara, los electrodos, etc. En la Figura 1 se muestran los diferentes

tipos de descarga como funcion del voltaje de operacion y la densidad de corriente en la
indica la corriente con

descarga entre dos electrodos paralelos. Donde:

fotoemision del catodo. — — — (CD’) es la trayectoria positiva de la descarga de Townsend,
donde el potencial de rompimiento (V) es menor que el potencial de inicio de la descarga
luminosa (V). Y ——— (CD) es la trayectoria negativa de la descarga de Townsend; donde
VB: Vg.
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Figura 1. Esquema de las caracteristicas de la descarga entre electrodos paralelos [1].
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En la construccion de este diagrama se ha considerado el producto de la presion (p) y la
separacion entre los electrodos (d) como un valor fijo, para gases raros es de: 2<pd<20

mme-cm.

La descarga para formar plasmas de baja temperatura se realiza tipicamente en la zona de
descarga luminosa normal. Donde es posible realizarla en varias condiciones de presion, y
donde los diferentes procesos son fundamentales en la comprension de los mecanismos de
descarga. El limite entre alta y baja presion no es claro, basicamente depende de las
condiciones experimentales, desde este punto de vista este se ubica entre los 20 y 200 mm
de Hg de presion. Mientras que la diferenciacion basada en la temperatura se establece a
través de las diferencias de temperatura del gas (T,), de los iones (T;) y de los electrones
(Te), todas estas especies resultantes de los procesos fundamentales de ionizacion y
excitacion en el plasma. Se establece una division en tres tipos y se mencionan algunos
ejemplos:
e Plasmas no térmicos o frios: T; = T, = 300-400 °K; Ti<<T.< 10° °K (10eV)
Descarga de barrera, descarga de corona, microplasma, jets de plasma.
e Plasmas calientes “no térmicos”: T; << T, < 10*—10° °K; Ti=zTg< 4-10° °K
Antorcha de plasma, plasma inducidos por microondas, plasmas de superficie.
e Plasmas térmicos: T; = Ty = T¢; Ty >5.10° °K

Plasma de arco, plasma de arco-jet, plasma focus.

El Laboratorio de Espectroscopia del Instituto de Ciencias Fisicas de la UNAM ha
adquirido experiencia en investigaciones en plasmas de baja temperatura. Las lineas de
investigacion de este laboratorio y en las que ya se tiene experiencia son:

e Diagnostico de plasmas de resplandor.

e Estudio de plasmas de resplandor de interés atmosférico y astrofisico.

e Estudio de plasmas de resplandor de liquidos.

e Estudio de la interaccion de plasmas con superficies y degradacion de hidrocarburos

por plasmas.
e Modificacion superficial producida por los plasmas de peliculas delgadas con

aplicaciones en celdas solares.
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e Estudios de oxidacion con plasmas.
e Estudio tedrico-experimental de interacciones idon-atomo.

e Estudio de compuestos organicos volatiles (VOC’s).

Es de gran interés el estudio de la interaccion de las diversas fuentes de plasmas de baja
temperatura con los materiales (metales, polimeros, polvos, semiconductores, etc.); asi
como el estudio del efecto de los diferentes substratos en los procesos quimicos
establecidos en el plasma. Los proyectos de investigacion se realizan en diferentes camaras
de descarga, las cuales han sido adquiridas y equipadas en el Laboratorio de Espectroscopia
del Instituto de Ciencias Fisicas de la UNAM. En la Figura 2 se muestran dos esquemas de
las cdmaras construidas en el Laboratorio de Espectroscopia. Bésicamente se requiere de
una camara, un sistema de vacio (10°-107 torr) y una fuente de poder (CA o CC). Las
variables a controlar durante la generacion del plasma son: presion, voltaje, corriente y
composicion quimica del gas o mezcla gaseosa. Estas camaras pueden ser reconfiguradas
para los diferentes estudios realizados. La primera se emplea en estudios de interaccion de

plasma con materiales solidos, la segunda se emplea en estudios de descargas en gases.

Camara
( ) Fuente CA
B & :"" [loctrodes @ e' @
@ — e - Ocean Optics
| [ — | \ |_Espectrometro -
e H Muestra Lentes Retractil
[— Langmuir probe
_F & 1 S— Matheson
MKS [0 v it © |0 Termovac Flowmeter
Baratron D _ - 1) " FM1000 P
Salida —— &)~ He—7
Bomba g vacke N, MKS Pirani
Trivac D10 co,

Figura 2. Diagramas de cdmaras de descarga de geometrias distintas.

En el estudio del plasma, es de interés dos areas; ambas de vital importancia para

comprender y aplicar esta tecnologia:

1. Estudio de las caracteristicas del plasma generado, este se realiza con la adecuada

instrumentacion de la cdmara de descarga. La instrumentacion instalada permite realizar
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estudios de: temperatura y densidad de electrones, temperatura y densidad idnica,
identificacion y andlisis de concentracion de fragmentos moleculares producidos e
identificacion de especies producidas en equilibrio en el plasma. En la Figura 3 se muestra
la cdmara de descargas equipada con los tres sistemas de diagnostico del plasma generado:
sonda de Langmuir, espectrometria de masas y espectrometria de emision optica (OES, por
sus siglas en ingles).

2. El estudio de la modificacion fisicoquimica de la superficie producida por la interaccion
del plasma con las superficies de los materiales expuestos a ellos. Como ejemplo, esto se ha
realizado en peliculas delgadas con aplicaciones en celdas solares y como recubrimientos

duros, areas de interés cientifico y tecnoldgico.

Figura 3. Camara esférica de descargas.

En el desarrollo de lo anterior se requieren técnicas de analisis como son: microscopia
Optica, microscopia electronica, difraccion de rayos x (XRD, por sus siglas en ingles),
transformada de Fourier de espectroscopia de infrarrojo (FT-IR), angulo de mojado,
pruebas mecénicas (tension, compresion, dureza, microdureza, nanodureza, etc.). Estas son
algunas de las técnicas de andlisis méas comunes empleadas en el estudio de la modificacion

experimentada por los materiales expuestos a un plasma.

Algunas de las areas de interés y de estudio realizados se ilustran a continuacion.



Asfaltenos.

La produccion mundial de crudo se enfoca principalmente en los aceites pesados, los cuales
son ricos en compuestos pesados (resinas y asfaltenos). Estos compuestos son importantes
en las propiedades de los crudos, pues son capaces de cambiar las condiciones de flujo al
depositarse en las paredes de las tuberias como resultado de los cambios de presion y
temperatura. La formacion de depositos de asfaltenos tiene serias implicaciones en el
transporte de crudo, requiriéndose esfuerzos adicionales para mantener la eficiencia de
produccion. Una mayor cantidad de fracciones pesadas en los crudos ha forzado el
desarrollo de la tecnologia y de las estrategias para superar las limitaciones impuestas en
los reactores de fraccionamiento, procesos de hidrogenacion y catalisis. Los cambios
quimicos en las resinas y asfaltenos han sido estudiados al ser expuestos a diferentes gases,
tratamientos térmicos en diferentes condiciones de presion y temperatura. Existe poca
informacion de su comportamiento al ser expuestos a plasma de baja temperatura, donde la
energia de los electrones es de pocos electron-volts (eV), energia menor a la energia de
ionizacion de las moléculas de los asfaltenos. El interés es conocer los cambios quimicos

que sufren los asfaltenos al ser expuestos a plasmas de baja temperatura de diferentes gases.

Se han estudiado los efectos sobre los asfaltenos al ser expuestos a plasmas de oxigeno,
metano, hidrogeno y recientemente en argéon. Cuando se exponen los asfaltenos al
tratamiento con plasma se obtienen varias ventajas tecnoldgicas. Primero, el tratamiento
favorece el rompimiento econdémico de las moléculas pesadas, en condiciones de baja
energia, sin requerir de altas presiones y altas temperaturas. Segundo, los productos de la
fragmentacion molecular pueden ser usados en las ultimas etapas de los procesos de
refinacion, incrementando la produccidon y mejorando el valor econdmico de las fracciones
pesadas. Y finalmente, estas tecnologias de plasma de baja temperatura pueden ser
empleadas en cualquier fraccion de crudo independientemente de la naturaleza quimica del
crudo disponible. Se requiere de mayor conocimiento de los efectos de esta tecnologia y del
desarrollo de tecnologia para la implementaciéon de este tipo de procesos. Ademas de

mayores esfuerzos en la investigacion para tratar de comprender la complejidad de los



procesos que ocurren a nivel molecular en el tratamiento de asfaltenos en plasma de baja

temperatura.

La investigacion en esta area se realiza desde la obtencién de muestras adecuadas para este
estudio. En el que se siguen métodos bajo norma de la American Society for Testing of
Materials (ASTM) D6560-12,17. Para una vez obtenidos los asfaltenos, exponerlos a
plasma de hidrogeno. Tanto el plasma como las especies quimicas resultantes de la
descomposicion de las muestras son estudiados mediante espectroscopia de emision optica.
La eficiencia de los procesos de descomposicion y los cambios quimicos se analizan como

funcion del tiempo de exposicion al plasma.

Inicialmente el plasma de hidrogeno (H,) se caracteriza en su composicion, identificindose
la presencia de electrones, protones (H'), y Hy, con energia cinética del orden de 30 eV.
Estas especies pueden interactuar con los asfaltenos y producir cambios en la estructura
quimica por diferentes mecanismos, rompimiento de enlaces, recombinacion y

condensacion.

Las muestras de asfaltenos se exponen hasta por 120 minutos en el plasma de H,
estudiandose el proceso de interaccion plasma-asfaltenos. La caracterizacion por OES
identifico y comprobé la presencia de las siguientes especies: C*, CH', C,', NH y V.

Estos resultados se muestran en la Figura 4.
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Figura 4. Espectros de OES del sistema asfaltenos-plasma de H, [11].

Una técnica simple pero muy util para seguir el proceso de interaccion de los asfaltenos con
el plasma, es la pérdida de peso al ser expuestos al plasma de H,. En la Figura 5 se muestra
la evolucidn del peso de la muestra con el tiempo de exposicion. Inicialmente la perdida es
relativamente rapida y casi a una tasa constante (0.63 mg/min) durante los primeros 45 min,

seguido de una estabilizacion del peso después de los 120 min, donde el comportamiento
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mostrado coincide con un cambio insignificante de los espectros de OES.
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Figura 5. Perfil de la pérdida de peso de los asféltenos [11].

Los posibles cambios en la estructura de los asfaltenos residuales es posible analizarlos
mediante la técnica de difraccion de rayos X en las estructuras ordenadas en la fase
remanente. En la Figura 6 se muestra el andlisis diferencial realizado en los espectros de
difraccion de rayos X realizados en el material residual obtenido a los diferentes tiempos de
exposicion al plasma. La linea negra corresponde con el espectro de la muestra de
asfaltenos sin tratamiento. En la Tabla I se muestran los resultados de los parametros
calculados a partir de los espectros de difraccion de rayos X. Los parametros que son

posibles calcular son los siguientes:

fa factor de aromaticidad Aoox/(Apo> + 4,)

d, distancia entre planos aromaticos A2 sen O

d, distancia entre cadenas parafinadas A/2 sen 0

L, diametro promedio de los planos aromaticos, incluidos C-alfa 0.92/B;»[110]

L. diametro promedio de los cimulos 0.45/B;,»,[002]

M nimero de los planos aroméaticos por cimulo LJ/d, + 1

Cy carbonos aromaticos por molécula La2/2.62

C4u numero de carbonos aromadticos por unidad aromética (L, + 1.23)/0.615
incluyendo C-alfa.

N numero de centros aromaticos por molécula CyCyu
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—Reference

~—ASF 15 min - ASF reference
—ASF 30 min - ASF reference
—ASF 60 min - ASF reference
ASF 120 min - ASF reference

2 Theta

Figura 6. Patrones de difraccion de rayos X. La linea negra corresponde a los asfaltenos sin
tratamiento de plasma y los demas corresponden a la diferencia con los tratados a diferentes
tiempos [11].

Tabla I. Parametros estructurales obtenidos de los espectros DRX [11].

Tiempo de exposicion al plasma de H,

Parametro

15 30 60 120
_fJ 0.14 014 0.13 012 (1§ e
d, (A) 353 353 354 354 353
dy (A) 5.87 5486 593 554 588
L, (A) 20.46 2042 20.44 1586 15.15
L, (A) 28.76 2892 28.65 3104 30.72
M 9.15 919 9.10 977 9.69
Ca 159.8 1592 159.5 96.0 87.6
Cau 35.3 352 35.2 278 26.6
N 4.53 452 4.53 345 329

Se observan cambios en los pardmetros estructurales como funcion del tiempo de
exposicion al plasma. La distancia interplanar de 3.53 A de los planos arométicos no
muestran un cambio significante. Mientras que los planos parafinados se mueven alrededor
del valor promedio de 5.85 A, este incremento puede ser atribuido a impedimentos

estéricos de las cadenas. Los cambios mds apreciables se presentan en los diametros de los
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planos aromaticos, las distancias se reducen de 20.46 a 15.15 A, indicando que el hidrogeno
se inserta en los nucleos aromaticos. Ademas se puede presentar el rompimiento de los

enlaces C-C de la parafina al evacuarse la cdmara de descargas.

En la Figura 7. Se muestra el aspecto superficial de las particulas de asfaltenos, asi como su
analisis por espectroscopia de energia dispersa de rayos X (EDX, por sus siglas en inglés).

Se aprecia un aspecto de fractura fragil y polvo fino adherido a la superficie.

~
3000 Electron Image 1

30pm Etectron Image 1

Figura 7. Imégenes de electrones secundarios del microscopio electronico de barrido (SEM,
por sus siglas en inglés) del aspecto superficial de las particulas de asfaltenos.

El anélisis quimico semi-cuantitativo en porciento en peso obtenido por EDX se muestra en
la tabla II. La composicion quimica es similar a las otras muestras de otros asfaltenos.
Durante el tiempo de exposicion se encontrd que las particulas de asfaltenos mostraban un
el crecimiento de las particulas comparado con el aspecto presentado por el material de
llegada. La apariencia que presentan es de haber cristalizado y las superficies parecen de un

material fracturado de manera fragil.

Tabla II. Composicion quimica obtenida por EDX.

Elemento 1 2
CK 90.42 91.00
oK 5.39 5.11
SK 4.00 3.68
VK 0.19 0.21

Totales 100.00 100.00

32 ...



Los principales hallazgos de este trabajo que pueden establecerse son:

La pérdida de masa experimentada por los asfaltenos esta asociada a dos procesos.
Desorcion térmica de los compuestos de baja volatilidad en el vacio de la camara de
descargas, resultado del calentamiento de la muestra durante la primera etapa del proceso
debido a las interaccion plasma-asfaltenos. La segunda corresponde con la degradacion
quimica de los asfaltenos, debido al rompimiento de los enlaces cuando el plasma
interactia con los asfaltenos. En esta etapa pueden presentarse diferentes procesos,
hidrogenacion de los nucleos aromaticos, apertura de los anillos de nafteno y activacion de
otros procesos de disociacion debido a las colisiones entre el plasma y los asfaltenos. Se
identificaron mediante OES los productos de la descomposicion en el plasma, las especies
identificadas fueron: C*, CH", C,", NH', V'. Mediante la comparacion de los productos de
descomposicion en el plasma con el plasma de hidrégeno puro, las especies reportadas

corresponden exclusivamente a la descomposicion de los asfaltenos.

El analisis de difraccion de rayos X es util en la caracterizacion de los cumulos de
asfaltenos y su modificacion fisica o quimica producida por el plasma. El andlisis se realiza
en base a los factores de forma determinados a partir de los espectros de DRX, como son
los parametros L, y L.. Se obtuvo evidencia de los cambios experimentados por las
unidades aromaticas. Los cambios quimicos y moleculares experimentados por los
asfaltenos pueden ser obtenidos mediante la compilacion de la informacion estructural

obtenida por diferentes técnicas espectroscopicas (XDR, FT-IR, masas, EDX).

El plasma puede ser generado en un sinfin de condiciones experimentales, por ejemplo, es
posible modificar: la presion de trabajo, tipo y energia de las particulas que pueden ser
usadas satisfactoriamente para recuperar parte de la fraccion pesada en forma de gases de
fragmentos mas ligeros. Se requiere mas investigacion en esta area para encontrar la forma

de aplicar estas técnicas de manera industrial.
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Compuestos organicos volatiles (VOC’s).

Los VOC'’s se definen como los compuestos quimicos organicos con una presion de vapor
(en condiciones normales de presion y temperatura) suficientemente alta para vaporizarse
en la atmosfera, el mas comin de estos compuestos es el metano (CHy, gas de efecto
invernadero, ver Figura 8. Los demds VOC’s estan formados por un amplio rango de
moléculas organicas basadas en carbono, ejemplo de ellos son: aldehidos, cetonas,
hidrocarbonos aromadticos y ligeros (xileno, tolueno), alcoholes, acetatos, bencinas,

glicoles, formaldehidos, benceno, butadieno, hexano y muchos otros.

Figura 8. Moléculas de VOC’s, CH, y CgHs.

Las fuentes de los VOC’s son de diversa indole; hay fuentes naturales, como son las
emisiones de gas natural, los arboles y los humedales por mencionar algunos; dentro de las
fuentes artificiales de VOC’s se encuentran las industrias de la energia, la manufactura, el
transporte, la quimica, la agricultura, las industrias de la pintura (solventes de pintura,
limpiadores de pinturas, etc.), biomasa, fugas de constituyentes de combustibles (gasolinas,
diésel, gas natural, etc.). Otras fuentes a considerar son de tipo residencial y comercial,
transporte de combustibles, fotocopiadoras, decoracion de casas y oficinas, degradacion de

pinturas, humo de tabaco, etc.

Muchos de estos VOC'’s son altamente toxicos y se han mejorado las técnicas de deteccion
para controlar y limitar las concentraciones en el medio ambiente. La Administracion de la
Salud y Seguridad Ocupacional (Occupational Safety and Health Administration, OSHA)
ha establecido valores limites permisibles de exposiciéon de muchos de estos compuestos

(permissible exposure limits, PELs), establecido para proteger a los trabajadores en las
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diferentes fuentes de VOC’s. El PEL es la concentracion maxima del contaminante al cual
puede exponerse sin proteccion durante una jornada. Los PELs estan listados en el estandar
de contaminantes del aire 29 CFR 1910.1000, en su tabla Z-1, algunos de ellos se muestran

en la Tabla III.

El Instituto Nacional para la Seguridad y Salud Ocupacional (National Institute for
Occupational Safety and Health, NIOSH) ha establecido los limites de exposicion
recomendados (Recommended Exposure Limit, REL). Ademas, en la Conferencia
Americana de higienistas Industriales Gubernamentales (American Conference of
Governmental Industrial Hygienists) se establecio el Valor Limite Umbral (Threshold Limit
Value®, TLV®) para diversos compuestos, muchos estandares de salud establecen el
cumplimiento de estos TLV’s como limites de exposicion. En el caso de los VOC’s
altamente combustibles se ha establecido el valor minimo de explosion (Lower Explosion
Limit, LEL), este valor corresponde con la concentracion minima para formar una mezcla

combustible con el aire.
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Table III. Valores Limite y Constantes Fisicas de VOC'’s.

. LEL | Temperatura de PEL 5% LEL
Contaminante (% Vol) | inflamacién (°F) OSHA REL NIOSH TLV ppm
500 ppm TWA;
0, _4°
Acetona 2.5% 4°F 1000 ppm TWA 250 ppm TWA 750 ppm STEL 1250 ppm
Butano 1.9% -76°F No Listado 800 ppm TWA 1000 ppm TWA [ 950 ppm
o . 50 mg/m® (10
Cloroformo >1000 °C 25000 ppm/5 min ppm TWA)
\]/);;Zil (No.2) 0.6% 125°F No Listado No Listado 15 ppm 300 ppm
Etanol 3.3% 55°F 1000 ppm TWA 1000 ppm TWA 1000 ppm TWA | 1650 ppm
. . . 300 ppm TWA;
0, - 0
Gasolina 1.3% 50°F No Listado No Listado 500 ppm STEL 650 ppm
Hexano 1.1% -1°F 500 ppm TWA 50 ppm TWA 50 ppm TWA 550 ppm
Alcohol o o 400 ppm TWA; 200 ppm TWA;
Isopropilico 2.0% 3" F 400 ppm TWA 500 ppm STEL | 400 ppm STEL | 1000 pPm
3 3
Qgc?roseno/Gas 0.7% 100-162° F No Listado 100 mg/m’ TWA | 200 mg/m” TWA 350 ppm
avion (approx. 14.4 ppm) | (approx. 29 ppm)
o 200 ppm TWA; 200 ppm TWA;
0,
MEK 1.4% 16°F 200 ppm TWA 300 ppm STEL 300 ppm STEL 700 ppm
120 ppm TWA;
0, _40° >
Pentane 1.5% 40°F 1000 ppm TWA 610 ppm méx 600 ppm TWA 750 ppm
5 ppm TWA; 15.6
0, o ]
Fenol 1.8% 175°F S ppm TWA ppin méx 5 ppm TWA 900 ppm
100 ppm TWA; 200 ppm . .
Estireno 0.9% 88°F 600 ppm pico max. >0 panTS\¥§£ 100 i(()) ppﬁ gyéi’ 450 ppm
Arriba del max. 5 min/3 horas pp PP
200 ppm TWA; 300 ppm .
Tolueno 1.1% 40°F max.; 500 ppm pico max. 112(()) ppr:;l F;}?gi’ 50 ppm TWA 550 ppm
Arriba del max. 10 min/8-hr bp
Turpentino 0.8% 95°F 100 ppm TWA 100 ppm TWA 20 ppm TWA 400 ppm
Xilenos (0o, m & p 0.9- one 100 ppm TWA; 100 ppm TWA; [ 450-550
isomeros) 1.1% 81-90"F 100 ppm TWA 150 ppm STEL 150 ppm STEL ppm

La descomposicion

quimica de los VOC’s se realiza tradicionalmente por tres rutas

principalmente: procesos térmicos, procesos de filtrado/adsorcion y procesos de oxidacion

no térmica, cada una de estas con variantes.

En los ultimos afios se ha dado gran impulso a tres técnicas:

e Procesos asistidos por plasma (tratamiento de flujo de gas con un haz de electrones,

inyeccion de ozono (LoTOx), Pre-tratamiento humedo (ECO)). Oxidacion de NO a
NO3, N,O4 y N>Os y reduccion con NHs)
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e Procesos basados en plasma (Precipitacion electrostatica (mecanica-filtracion de
polvos), deodorizacion, remocién de VOC’s por plasma no-térmicos)
e Incineracién basada en plasma (Destruccion térmica de desechos solidos y gases

peligrosos por plasma caliente).

El uso de plasma ademas de ser capaz de descontaminar, también se emplea para evaluar
los productos que se forman en la naturaleza al interactuar los VOC’s con la atmdsfera y
posteriormente analizar los riesgos de los productos formados. Los VOC’s han sido
estudiados mediante plasma poniendo énfasis en la quimica del plasma, de estos se cuenta

con algunos ejemplos de estudio.

Descarga de plasma en una atmosfera de cloroformo (CHCI;).

El objetivo de este trabajo es investigar el comportamiento del plasma de cloroformo. Esto
permitiria proponer formas de degradar o descomponer el cloroformo en especies mas
simples o menos dafiinas. El principal problema con los VOC’s clorinados, es su alta
toxicidad y carcinogénesis. El protocolo de Kyoto obliga a los paises industrializados
participantes a disminuir los gases de efecto invernadero. Esto forma parte de la motivacion
para este tipo de estudios, para encontrar métodos alternos para eliminar este toipo de

contaminantes de las emisiones industriales.

El cloroformo es liquido, incoloro y con un olor caracteristico y por supuesto muy volatil
(presion de vapor (mm de Hg): 0.825 (a -60 °C), 2.03 (a -50 °C), 4.73 (a -40 °C), 9.98 (a -
30 °C). Generalmente contiene pequefios porcentajes de etanol (1-5 %) como estabilizador.
Es soluble parcialmente en agua (10.62 g/kg (a °C), 8.22 g/kg (a 20 °C) y 7.76 g/kg (a 30
°C) y con mayor densidad. Es no inflamable, pero los productos de su oxidacion son muy
peligrosos (fosgeno, cloruro de hidrégeno, cloro y 6xidos de carbono y cloro. Todos ellos
productos corrosivos y muy toxicos). Es peligroso por inhalacion e ingestion. Se obtiene
por medio de cloracion controlada del metano o por tratamiento de acetona con polvos de
CaOCl, y éacido sulfurico. Fue descubierto en 1847 y se utilizd como anestésico por

inhalacion, como insecticida y en la industria farmacéutica, dada su toxicidad ha sido

37 ...



reemplazado por otras sustancias. Actualmente, es utilizado como intermediario en sintesis
organica, especialmente en la obtencion de fluorocarbono 22, el cual es utilizado como

refrigerante, propelente y en la fabricacion de tetrafluoroetileno y su polimero (PTFE).

Se descompone a temperatura ambiente por accion de la luz del sol en ausencia de aire y en
la oscuridad en presencia de este ultimo, siendo uno de los productos de esta
descomposicion el fosgeno, el cual es muy toxico. Esta clasificado como moderadamente
toxico, sin embargo estd considerado como posible carcinogénico humano. Una probable
dosis letal para humanos es de 0.5 a 5 g/Kg. Sin embargo, se sospecha que es carcindgeno
para humanos. Puede causar una muerte rapida, atribuida a paro cardiaco y una muerte

lenta por dano al higado y rifion.

Los andlisis por OES del plasma de cloroformo generado entre electrodos de Cu, mostraron
la presencia de las siguientes especies en el plasma: CI', HCI', CH", C", CI, C and C,, ver
Figura 9. Una alternativa a la sonda de Langmuir para evaluar la temperatura (7,) y
densidad electronica (n.), es emplear combinadas las ecuaciones de ionizacion de Saha y
las ecuaciones de distribucion de excitacion de Boltzman [21,22]. La T, para dos diferentes
lineas de emision Optica del mismo atomo esta dada por:
Te= \(£r-£1) | &} [n (L A1g:4) | (LAog1 AN

Donde los subindices 1 y 2 corresponden a cada linea de emision observada. Mientras que
la ecuacién de equilibrio de Saha para n, es:

ne = (2g2A2112; / g1A11Ay) ram kT, /h3) exp {(E;—E,) /kT,}
donde:
g1y g2 son los pesos estadisticos o degeneracion de los niveles 1y 2;
E; y E; son las energias de los niveles 1 y 2;
A1y 42 son las longitudes de onda de las lineas emitidas;
1,y I, son las intensidades de emision de las lineas 1y 2;
Ay A, son las probabilidades de transicion de Einstein;
T, es la temperatura de los electrones
n. es la densidad de electrones;

me es las masa del electron 'y kis the Boltzmann constant, k = 8.6173x107° eV/°K.
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Los valores de energia, la degeneracion y los valores de probabilidad de transicién de
Einstein son tomadas de la base de datos de espectros atomicos de NIST (Atomic Spectra
Database) [23]. Las lineas empleadas para evaluar 7, fueron C 504.9 nm and C 1038.9 nm
de los espectros de OES obtenidos del plasma de cloroformo. Los resultados obtenidos para

el plasma de CHCl; son: 7, = 5.74+£0.57 eV y n, = (4.48+0.45) x 10" cm™

225

T T — 1 _ T T T T T
c | {CHCI_ - 1 Torr

200
175
180
125
100 -

75

Intensidad (u. a.)

S0

200 300 400 500 600  7OD 8O0 900 1000 1100
Figura 9. OES del plasma de cloroformo a 1 torr de presion.

En este caso se formd un deposito de color oscuro sobre los electrodos de cobre. Deposito
que fue recuperado después de 30 horas de exposicion al plasma de cloroformo y fue
analizado por SEM (ver Figura 10), EDX (ver inserto en Figura 10) y DRX (ver Figura
11).

En el anélisis por EDX se identificaron los elementos Ca, Cu, O y Cl. El analisis semi-
cuantitativo obtenido mediante la regresion del espectro por el método ZAF se muestra en
la tabla IV. Este andlisis muestra que existe una relacion atémica entre el Cu y el Cl con

valores de entre 2 y 4.
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Figura 10. Imagen de electrones secundarios del SEM, Se observan las particulas formadas
por el depdsito formado sobre el electrodo de Cu.

Tabla IV. Andlisis semi-cuantitativo de dos regiones del depdsito.

Region 1 Region 2
Elemento % en %, % en %
peso Atdémico peso Atdémico
O 13.41 34.69 9.46 27.47
Cl 16.70 19.50 10.49 13.75
Ca 0.72 0.74 0.56 0.65
Cu 69.18 45.07 79.49 58.13

Debido a la presencia de Cl y C1", especies identificadas por OES en el plasma de CHCls,
el Cu reacciona con estas para formar CuCl. La reaccion que ocurre es Cu + Cl — CuCl,
compuesto formado sobre el electrodo de Cu. Este compuesto es fotosensitivo y cambia a
Cu,Cl (color oscuro), posteriormente, una vez extraidos los electrodos de la camara y
expuestos al aire y a la humedad del medio ambiente, el Cu,Cl (polvo oscuro) reacciona en

presencia del H,O y el O, para formar Cu,CI(OH); (polvo verde). Esta reaccion
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correlaciona bien con los resultados obtenidos por OES, ver Figura 9 y Tabla IV. En el
espectro de OES puede verse que la especie dominante en el plasma de cloroformo es el C
y que el Cl y CI" estan presentes en menor proporcion. Esto se debe a la reaccion entre el
Cu y el CI para formar el CuCl y posteriormente el Cu,ClI sobre el electrodo de Cu. Esta

reaccion reduce la concentracion de Cl en el plasma de cloroformo.

(001)

(013)

(220)

Intensidad, (u.a.)

40 50 o0 70 a0

26,(°)
Figura 11. Espectro de DRX del deposito recuperado de los electrodos de Cu.

Finalmente en condiciones atmosféricas se forma el Cu,CI(OH)3, este compuesto presenta
cuatro 4 diferentes formas cristalinas; el primero con estructura monoclinica (botalaquita)
la cual se transforma en una estructura monoclinica-pseudo romboédrica (clinoatacamita),
que a su vez se transforma a una estructura romboédrica (paratacamita) and / or
ortorrombica (atacamite) bajo casi todas las condiciones ambientales naturales [24,25]. Las
ultimas dos estructuras cristalinas son reportadas extensamente como productos de
corrosion en procesos de hidrolisis. En la Figura 11 se muestra el espectro de DRX
obtenido del polvo verde, este corresponde al compuesto Cu,CI(OH); con estructura
cristalina ortorrdmbica (Atacamita: grupo espacial PMAN, a=6.0479 A,b=9.1084 A, ¢ =

6.8602 A) [24], reportada como la fase estable en condiciones atmosféricas.
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En resumen, las especies identificadas en el plasma de CHCl; fueron Cs, C, Cl, C*, CH',
HCI" and CI". Se calcularon por una ruta alterna al empleo a la sonda de Langmuir la 7, =
5.74+0.57 eV y n, = (4.48+0.45) x 10'° cm™. El deposito formado sobre los electrodos de
Cu es inicialmente el CuCl, que reacciona para formar el Cu,Cl en el interior de la caAmara
para posteriormente transformarse en el compuesto CuCI(OH); en condiciones
atmosféricas. Esta reaccion en la cdmara, hace probable reducir las emisiones de Cl,

convirtiendo el Cl en un compuesto mas estable e inocuo.

Plasma atmosférico

Recientemente en el Laboratorio de Espectroscopia se esta implementando la generacion y
aplicacion de plasma a presion atmosférica. Uno de los nichos abiertos a esta tecnologia es
el desarrollo de sistemas con mejor adhesion en las industrias automotriz y aerondautica.
Lograr una mejor adhesion al emplear adhesivos se lograr una mejor preparacion
superficial, basicamente una superficie limpia y libre de contaminantes que impidan una
maxima adhesion entre la superficies y el adhesivo empleado. Esta preparacion es todo un

reto en condiciones de produccidon masiva.

Los avances en el tratamiento de superficies con plasma atmosférico ha mostrado la
factibilidad de poner en marcha estos dispositivos a nivel industrial. Pero atin se requiere de
estudios sistematicos de nuevos polimeros y de los nuevos adhesivos desarrollados en
condiciones reproducibles. En esta parte una de las técnicas sencillas y de gran utilidad es
la medicion del angulo de mojado de las superficies tratadas con el plasma atmosférico,
método empleado en las lineas de produccion. En la Figura 12 se indica coémo se mide el
angulo de contacto de cualquier superficie, sin tratamiento o tratada con plasma. La
variacion de este parametro proporciona informacion facil y accesible del proceso de
modificacion de las superficies tratadas con plasma, en este caso la superficie tratada es un
acero sin tratamiento y el segundo es el mismo acero después de ser tratado por tres horas
en un plasma de una mezcla de H,/N,. El cambio va de los 95° in tratamiento a los 70° una

vez tratada en plasma.
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Figura 12. Medicion del angulo de contacto de un material.

El tratamiento con plasma atmosférico puede ser sintonizado para acondicionar cualquier
superficie de practicamente cualquier material. Las areas de aplicacion de esta tecnologia es
amplia y muy versatil entre ellos se pueden mencionar los dispositivos dpticos, empaque de
componentes electronicos, ensamble, automotriz, medica, etc. Los procesos que pueden ser
implementados son: limpieza de superficies, adhesion, recubrimientos, sellado, pintado,

imprimidos, etc.

Endurecimiento superficial.

En el area de modificacion de las propiedades fisicoquimicas de los materiales, tiene
aplicacion el tratamiento con plasma. En aceros se puede difundir nitrogeno a partir de un
plasma de una mezcla gaseosa de H, y N, procedimiento conocido como nitruracion
ionica. Aun cuando existen otras técnicas a nivel industrial basados en procesos difusivos
(cementacion, liquida y gaseosa). El espesor de la capa formada es funciéon de la
temperatura, el tiempo y el coeficiente de difusion del material tratado. Las especies
quimicas mas empleadas son el C y el N. El incremento en las propiedades mecénicas se

debe a la formacién de carburos y nitruros sobre la superficie durante el proceso difusivo.

El objetivo del tratamiento con plasma de N, de los aceros es el de lograr una capa
superficial de mayor dureza que el material sin tratamiento, obteniendo una mayor dureza,
resistencia al desgaste y a la corrosion.

La caracterizacion de los resultados obtenidos son basicamente de tipo mecéanico. En la

Figura 13 se muestra el espesor de la capa nitrurada como funcién del tiempo de



tratamiento con plasma de un acero experimental de alta resistencia. Con este tratamiento
se busca mejorar su dureza superficial para impartir, resistencia al desgaste y

probablemente resistencia a la corrosion.
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Figura 13. Espesor estimado de la capa nitrurada como funcién del tiempo de tratamiento.

El perfil de espesores fue estimado mediante el estudio de las superficies de fractura a
temperatura de nitrogeno liquido. Este procedimiento se basa en la diferente respuesta del
acero en la matriz y de la capa endurecida en la superficie. En la figura 14 se muestra la
superficie de fractura del acero, donde se aprecia la capa endurecida con la superficie de

fractura completamente fragil.

En la Figura 15 se muestra el perfil de microdureza obtenido de la capa endurecida por 18
horas de tratamiento con plasma. Debe notarse que existe una discrepancia entre el espesor
estimado por fractografia (34+9 um) y el estimado por el perfil de microdureza Vickers

(~100 pm).
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Figura 14. Superficie de la fractura a temperatura de nitrégeno liquido. La zona
completamente plana corresponde con el espesor de la capa nitrurada.
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Figura 15. Perfil de Microdureza de la muestra trtada por 18 horas, se estima un espesor de

~100 pm.
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La dureza superficial de un acero microaleado experimental de alta resistencia se
incremento con en el proceso de nitruracion, obteniendo una dureza méaxima en la muestra
nitrurada por 12 horas. Se encontré una minima diferencia entre las durezas obtenidas de
las capas nitruradas, en las muestras de 12 y 18 horas. El espesor de la capa nitrurada es

funcién del tiempo de nitruracion.
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Agujeros negros, superradianza y extraccion de energia

Juan Carlos Degollado

1 Introduccion

La relatividad especial presentada por Eintein en 1905 dio origen a una revolucién en nuestras ideas del
espacio y tiempo. Al incorporar los efectos gravitacionales surgié uno de los pilares de la fisica moderna:
La teoria de la relatividad general

Einstein postulé que la gravitacion debia identificarse con la curvatura del espacio tiempo. En términos
matematicos esto quiere decir que la teoria de la gravedad debe ser una teoria métrica en la cual los efectos
gravitacionales se manifiestan a través de una distorsién en la geometria del espacio tiempo. Asi, toda
la informacion del espacio tiempo, independientemente del observador, estd contenida en la métrica y la
descripcién de la gravitacién estd vinculada a las propiedades del espacio tiempo mediante la métrica.

La métrica del espacio tiempo describe completamente el campo gravitatorio por medio de sus
geodésicas o curvas de longitud extrema. En relatividad general, la presencia de un campo gravita-
torio se refleja en el hecho de que las geodésicas de la métrica que originalmente eran paralelas, no se
mantienen paralelas. En otros términos, el espacio tiempo es curvo y la gravedad no se ve como una
fuerza externa, sino como una distorsién de la geometria. Una descripcién matematica del espacio tiempo
es como sigue: Sean z* las coordenadas de un evento en donde la componente z° representa el tiempo y
las componentes z!, z2, x3, representan las coordenadas espaciales !.

Para calcular las distancias infinitesimales entre dos eventos z* y x* + dz*, se utiliza el elemento de
linea ds? que es una generalizacién de como se miden las distancias utilizando la geometria de Euclides.
El elemento de linea se relaciona con las componentes de la métrica con g,,,, como:

d82 = gl“’dx“dxy ’ (,U,, V= 07 17 273) (1)

En la expresién anterior hemos utilizando la convencién de suma de Einstein que dice que hay una suma
implicita siempre que haya indices repetidos. Asi v¥v, = 09 + vlvy + v2ve + v3us v los indices tienen
valores de 0 a 3.

Para dar una descripcién completa del espacio tiempo hay que especificar qué geometria o métrica
esta asociada a una determinada configuracion de la materia. Einstein lo hizo al postular un conjunto de
ecuaciones que dicen de forma general que:

Curvatura del espacio tiempo = densidad energética de materia.

De esta forma, tenemos una teoria de la gravitacién en la cual los efectos gravitacionales se expresan
plenamente desde el punto de vista de la estructura del espacio tiempo y a la estructura del espacio
tiempo se la relaciona con la distribucién de materia mediante la ecuaciones de Einstein.

Una de las predicciones mas interesantes de la teoria de la relatividad general es la existencia de los
agujeros negros que describiremos brevemente a continuacién.

2 Agujeros negros

Los agujeros negros son los objetos macroscopicos mas simples en la naturaleza. Un agujero negro, por
definicién, es una regién del espacio tiempo en la cual la gravedad es tan intensa que nada, ni siquiera la
luz, puede escapar de su atraccion.

Los agujeros negros nacen de la muerte de una estrella —aunque no todas las estrellas al terminar
su vida formaran un agujero negro. El destino de la estrella dependerd de su masa. Si la masa de la
estrella no excede unas seis veces la masa del Sol, la estrella expulsard sélo una fracciéon de su masa
y se convertird en una enana blanca. Si la masa es mayor, la estrella expulsa gran parte de su masa

1En todo el trabajo utilizaremos unidades geométricas en las cuales la velocidad de la luz ¢ = 1 y la constante de
gravitacién universal G = 1. Como consecuencia de utilizar estas unidades, el tiempo, la distancia y la masa tienen
unidades de longitud.
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quedando como remanente su nticleo. Ese nicleo, dependiendo de su masa (lo que quedd de la estrella)
se transformard en una estrella de neutrones o en un agujero negro. El proceso de la formacién de los
agujeros negros utilizando la teoria de la relatividad general fue descrito por primera vez hace casi 80 afos
por Oppenheimer y Snyder [6]. Ellos mostraron que los agujeros negros surgen como una consecuencia
natural de la relatividad general y brindan una herramienta muy poderosa para examinar las propiedades
macroscopicas y microscopicas de nuestro universo.

La propiedad que define a un agujero negro es el horizonte de eventos, la frontera que separa la parte
del universo visible y la regién a partir de la cual nada puede escapar. En este sentido, los agujeros negros
son absorbedores perfectos.

Cuando un agujero negro se forma por el colapso de una estrella, parte del momento angular de la
estrella lo conserva el agujero negro, dando lugar a un agujero negro con rotacién. La rotacién introduce
otro ingrediente importante en el espacio tiempo alrededor de un agujero negro, una regién de energia
negativa, llamada ergo-region. La ergo-regién esta delimitada por el limite estéitico o ergésfera y es una
regién en donde todos los objetos, incluso el propio espacio tiempo, son obligados a rotar en direccién del
agujero negro. Anélisis detallados de la ergoregién han mostrado que en ella pueden existir particulas
con energia negativa. Las particulas con energia negativa junto con un horizonte da lugar a un fenémeno
muy interesante en la fisica de agujeros negros. Segtn explicaremos més adelante, podemos utilizar estas
particulas para extraer energia del agujero negro.

3 Extraccion energética y superradianza

El espacio tiempo en las cercanias de un agujero negro tiene una influencia muy grande en el movimiento
de los cuerpos cercanos. Los cuerpos que se acercan lo suficiente al agujero para atravesar la ergdsfera
son forzados a girar en la misma direccion que el agujero. En la ergésfera, atin cuando es posible escapar
del intenso campo gravitatorio del agujero negro es imposible permanecer inmévil.

En 1969 Roger Penrose sugiri6 un método para extraer energia de un agujero negro en la ergo-
regién [7]. El experimento (pensado) que planted, es como sigue: Consideremos un agujero negro de
masa M. Lejos del agujero negro, existe una particula de energia Ey. Como la particula esta fuera de
la ergosfera su energia es positiva. Hégase que la particula caiga hacia la ergésfera y dispéngase de un
mecanismo que cuando la particula llegue a la ergodsfera se separe en dos fragmentos de manera que el
primero tenga energia negativa F; y caiga hacia el agujero, mientras que el segundo fragmento escape
con energia Fs lejos del agujero. Mediante la conservacién de energia tendremos:

Ey=FE, + B>, (2)

puesto que F; es negativa, la energia del fragmento que escapa FEs, es mayor que la energia Fy de la
particula incidente. Ademds, cuando el primer fragmento entra al agujero, reduce la masa energia de
éste, por tanto al término del proceso, nos queda un agujero negro con masa M — |E;|. En otras palabras,
hemos extraido masa-energia del agujero negro.

Resulta que una particula de energia negativa en la ergésfera debe tener también un momento angular
orbital opuesto al del agujero negro, de tal modo que en el proceso de Penrose, cuando la particula de
energia negativa penetra en el agujero negro, reduce también el momento angular del mismo. Si se fuese a
repetir indefinidamente el proceso de Penrose, al final, el momento angular del agujero negro se reduciria
a cero. En el momento en que esto suceda, ya no habra ergésfera y no se podra extraer mas energia.
Esto es, segin la visién clasica, el fin del proceso de Penrose.

Si se envia una onda electromagnética hacia un agujero negro, parte de ella serd absorbida y otra parte
sera dispersada. En circunstancias comunes, la onda dispersada tendra una amplitud menor a la incidente.
No obstante, si una onda con frecuencia y dependencia espacial seleccionadas adecuadamente es enviada
hacia la ergdsfera de un agujero negro, la parte de la onda que es es absorbida por el agujero tendra
energia negativa debido a la ergo-regiéon. La onda dispersada tendra mayor energia y por consiguiente
mayor intensidad que la onda incidente. Este proceso fue propuesto por primera vez en 1971 por Y.
Zeldovich y se conoce como dispersién superradiante [9, 10].

La ganancia de energia por una onda se obtiene a expensas de la energia del agujero negro y ocurre
solamente si la onda tiene una frecuencia

w<mQy, (3)

en donde €2} es la velocidad angular del horizonte del agujero negro y m es el nimero azimutal.
La dispersion superradiante puede utilizarse para extraer energia de un agujero negro utilizando
diferentes tipos de ondas. Quiza el método mas simple de hacerlo consiste en la dispersién de una onda
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bosoénica en un agujero con rotacién. Desafortunadamente los factores tipicos de amplificaciéon son muy
pequenos y se necesitan muchas dispersiones para que la extraccién sea significativa.

Otro método simple de extraer energia de un agujero negro en rotacién via superradianza es encerrar
al agujero negro dentro de una cavidad completamente reflectante. Cualquier perturbacién inicial sera
sucesivamente amplificada cerca del agujero negro y reflejada por el espejo, creando un crecimiento en
cascada y como consecuencia una inestabilidad. A este proceso se le conoce como black hole bomb y fue
sugerido por primera vez por Press y Teukolsky en la década de los 70’s [8, 1]. La idea de colocar una
superficie reflectante en la vecindad de un agujero negro no resulta muy atractiva desde un punto de vista
préactico, sin embargo, algunas veces en la naturaleza podemos encontrar un mecanismo reflectante. Por
ejemplo, si uno considera un campo escalar con masa p, que es dispersado por un agujero negro, la masa
funciona efectivamente como un mecanismo reflectante [3, 4].

En este trabajo nos enfocaremos en la dispersiéon superradiante utilizando un campo escalar. Para
un campo escalar, el proceso superradiante puebla todos los niveles que satisfacen la condicién de super-
radianza, siendo los mas cercanos al agujero negro los que crecen mas rapido. Para bosones, el nimero
de ocupacién crece exponencialmente formando una nube alrededor del agujero negro y deja de crecer
cuando el agujero negro deja de rotar puesto que la condicién de superradianza deja de ser valida.

El tiempo necesario para que el nimero de particulas en un nivel se duplique es tipicamente 107 veces
el radio gravitacional (r = 2M) del agujero negro. Para un agujero negro de una masa solar, esto puede
ser tan corto como 100 segundos.

La idea de agujeros negros superradiantes tomé fuerza recientemente porque para que exista supera-
dianza en agujeros negros de una pocas masas solares se requiere la existencia de particulas mas alla del
modelo estdndar y por lo tanto un fenémeno astrofisico como el black hole bomb puede utilizarse para
probar teorias de particulas fundamentales. Por otro lado, en la galaxia hay varios millones de agujeros
negros cuya masa es comparable con la masa del sol y por lo tanto es posible obtener datos para hacer
estadistica.

Una vez que se forma el agujero negro, si esta girando lo suficientemente rapido y si un campo bosénico
con una masa adecuada existe, entonces el fenémeno superradiante automéaticamente comenzaré a poblar
los niveles con estas particulas. Resolver las ecuaciones de Einstein para describir como evoluciona la
inestabilidad de un agujero negro negro rodeado por un campo bosénico es muy complicado. Se requiere
resolver un conjunto de 10 ecuaciones diferenciales de segundo orden altamente acopladas para la métrica,
mas una ecuacién de segundo orden para el campo de materia. Por fortuna, la situaciéon mejora de forma
sustancial cuando hacemos la suposiciéon de simetria esférica. En simetria esférica, las ecuaciones se hacen
manejables y podemos analizar con detalle lo que sucede. Sin embargo, un agujero negro con simetria
esférica no puede tener rotaciéon y por lo tanto no se observa superradianza. Para conservar la simetria
esférica y tener superradianza debemos recurrir a un tipo diferente de agujeros negros: Los agujeros
negros cargados. En la siguiente seccién describiremos su geometria y algunos aspectos generales.

4 Agujeros negros cargados

Si una particula cargada eléctricamente cae en un agujero negro estacionario en simetria esférica, este
adquiere carga. Para describir tal agujero negro, es necesario encontrar una solucién a las ecuaciones de
Einstein acopladas a las ecuaciones de Maxwell y tomar en cuenta el tensor de energia momento del campo
electromagnético. Tal solucién existe y se conoce como el espacio tiempo de Reissner Nordstrom en honor
a quienes la encontraron. En esta solucién, el espacio tiempo esté caracterizado por dos parametros: La
masa M y la carga @ del agujero negro.

La métrica que describe tal solucién es

ds? = fdt* + f~ldr® + d6? + sin® Ody . f=1-"4 = (4)
El radio del horizonte del agujero negro cargado es

re=M+/M?2-Q?. (5)

Aunque los agujeros negros astrofisicos no tienen carga, el sistema es interesante desde el punto de vista
conceptual porque la escala de tiempo para el desarrollo de la inestabilidad superradiante es muy corto
comparado con la escala de tiempo del caso con rotacion. Esta caracteristica hace del espacio tiempo de
Reissner Nordstrom un sistema muy adecuado para probar los estudios en el régimen no lineal y por lo
tanto describir el desarrollo de la inestabilidad de un agujero negro en una cavidad.
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Para entender como funciona el mecanismo de superradianza e inestabilidad en el espacio tiempo de
un agujero negro cargado, consideremos primero el caso en el que la masa de la configuraciéon de campo
es pequena comparada con la masa del agujero negro. De este modo la geometria del espacio tiempo
no se ve afectada por su presencia pero si influye en su dindmica. Consideremos también que el campo
bosénico es un campo escalar cargado que satisface la ecuacién de Klein-Gordon.

(V, —iqA) (VY —igA")® — ?>® =0, (6)

en donde p y ¢ son la masa y la carga del campo escalar respectivamente, A4, := (—Q/r,0,0,0) es el

potencial vector del campo electromagnético y V,, es la derivada compatible con la métrica 2.

Podemos resolver la ecuacién (6) mediante separacién de variables de la forma

o(t,r,0, 50) = ¢E,T) Yim (0, W)e_iwt ) (7)

en donde Y7, son los armonicos esféricos, y ¢ satisface la ecuacion radial:

d d
f@ (fdrw) + Vet(r)y =0, (8)
con el potencial efectivo:
1l ' 2
va = (w2 + D 2 (w22 o)

Si utilizamos la coordenada tortuga r., definida por la relacién dr./dr = 1/ f en la ecuacién (8) podemos
obtener una ecuacion tipo Schriodinger:

d2
b Valr =0 (10)

Tomando el limite asintético en la ecuacién (10) encontramos soluciones de la forma:

Te sior—ry
= . . . 11
Qﬁ(’r‘) { e~ PTx L RelP T si T = Too ( )

en donde £ =w — qQ/r+ y p=+/w? —p?. T y R estan relacionados con las partes entrantes y salientes
de la onda. Imponiendo la conservacién del flujo en el horizonte se obtiene:

L R [t (12)
+

|T|? y |R|? son los coeficientes de reflexién y transmisién de la onda.

De la ecuacién (12) notamos que si w < w, := [¢Q|/7+ el coeficiente de reflexién debe ser mayor que el
de transmisién y por lo tanto las ondas con frecuencia menor que w, seran superradiantes. La descripcién
anterior funciona muy bien para ondas con dependencia e~** (ondas planas) pero en la siguiente seccién
exploraremos casos mas generales, permitiendo que el campo tenga una dependencia temporal arbitraria
O(t,7r,0,0) =U(t,r)Y (0, ). Esto nos permitira estudiar situaciones con una dependencia temporal més
rica.

5 Soluciones dinamicas

Como mostramos en la seccién anterior, un campo escalar cargado alrededor de un agujero negro cargado
puede ser superradiante y extraer energia de un agujero negro si oscila con una frecuencia menor a una
frecuencia critica w.. El siguiente paso consiste en determinar que ocurre si encerramos al campo y al
agujero para inducir una inestabilidad, es decir determinar cual es el desarrollo final del black hole bomb
sin restringirnos a un modelo con una sola frecuencia.

Como primer paso, ilustraremos como es el mecanismo de crecimiento exponencial del campo en el
tiempo. Esto lo hacemos resolviendo la ecuacién (6) manteniendo el espacio tiempo fijo dado por la
métrica (4).

2Esto quiere decir que Vogt? = 0.



Para resolver la ecuaciéon numéricamente, asumimos que el campo escalar tiene inicialmente una dis-
tribucién gaussiana de la forma ¢ = ygexp[—(r—r,)?/c?]. Con este dato inicial, el campo escalar contiene
inicialmente muchas frecuencias pero después de algin tiempo las que dominaran son las superradiantes.
Esto es facil de entender pues los modos superradiantes dominaran en amplitud a los que no lo son y la
amplitud del campo escalar crecerd extrayendo energia del agujero negro.

Este proceso se ilustra en la figuras 1 y 2. En el panel superior de la figura 1 se muestra el compor-
tamiento oscilatorio del campo y en el panel inferior se muestra su energia asociada definida como:

E(t) = / oty dr (13)

L
en donde
171 . ?A?  1(1+1)
plt,r) = 5 [a2 (10: 0] — 2g A dm(T*9, V) + (1 — B,) [0, V|* + ( a; +— + 2 ) P
es la densidad de energia y
oM Q2\ oM Q2
a:(l—i-—Qz) , ﬁr:——%. (14)
T T r r

La linea discontinua representa una funcién exponencial y se ha colocado para mostrar que a tiempos
tardios la energia del campo crece exponencialmente.
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Fig. 1: (Panel superior)Evolucién temporal del campo escalar. (Panel inferior) Energia asociada al
campo escalar. La escala logaritmica muestra que el crecimiento de la energia y por lo tanto del campo,
es exponencial.

En la figura 2 se muestra el espectro de potencias obtenido mediante una transformada de Fourier
para la amplitud del campo a diferentes tiempos. En las graficas de la columna izquierda esta graficada
la amplitud del campo y en la columna derecha su espectro para t = 103M y t = 10°M. La linea vertical
a trazos en el espectro, muestra la frecuencia critica w. = ¢@Q/r4+. A tiempos relativamente cortos, las
frecuencias dominantes no son las superradiantes, pero conforme avanza el tiempo, el comportamiento se
invierte.

El siguiente paso para entender lo que ocurre después del crecimiento exponencial es resolver las
ecuaciones de Einstein para la geometria, las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético y
la ecuaciéon de Klein-Gordon para un campo cargado. Con la hipétesis de simetria esférica es posible
hacerlo utilizando cédigos computacionales que hemos desarrollado para tal efecto. Las ecuaciones de
Einstein se pueden escribir como un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales para las componentes
de la métrica. Para hacerlo es necesario descomponer todos los elementos tensoriales en términos de
sus proyecciones en superficies en tres dimensiones y luego escribir las ecuaciones de Einstein como
un problema de valores iniciales. Dados los datos en una superficie inicial queremos determinar como
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Fig. 2: (Columna izquierda) Amplitud del campo a diferentes tiempos,(Columna derecha) Espectro de
potencias obtenido mediante la transformada de Fourier. Se observa que el campo oscila con diferentes
frecuencias, pero a tiempos tardios la freeuencia dominante es la superradiante,

cvolucionan en el ticmpo. Este formalismo es actualmente oy utilizado para modelar la dindmica de
sistemas astrofisicos compactos v se le conoce como formalismo Banmgarte-Shapiro-Shibata-Nakamura,
Para las soluciones encontradas en este trabajo utilizamos la signiente descomposicion de la métrica

ds® = —(a® — 373, )dt* + 23,didr + e [adr® + br?d(¥?] , [15)

en donde o es la funcion de lapso, 37 es la componente radial del vector de corrimiento v las funciones
métricas y, a v b dependen de ¢ ¥ . El campo eléetrico tiene solo una componente radial v el campo
magnetico se anula. La simetria esférica implica que sélo debemos considerar las ecuaciones para el
potencial eléetrico Plg. Con estas herramientas, hemos podido deseribir la dindmica de campos escalares
en agujeros negros en diferentes contextos [2, 5],

Con la solucidn numérica del conjunto de ecnaciones, es posible segnir ol desarrollo del sistema agnjero
negro cargado con campo escalar,  En nnestros experimentos computacionales hemos observado que
después del crecimiento exponencial del campo, el sistema aleanza un estado estacionario en el que el
espacio tlempo no cambia v la amplitud del campo no crece mds tal como lo ilustra la Ggura 3,

Mediante estas simulaciones, es posible mostrar que existe una solucidn a las ecuaciones de Einstein
que representa a un agujero negro cargado rodeado de una nube de campo escalar cargado jy todo estd
en equilibriol. Esta nueva configuracion es interesante desde el punto de vista tedrico porque muesira
que existen soluciones a las ecuaciones de Einstein que representan agujeros negros que no estan aislados,
que estan rodeados de materia. Este es un ejemplo de un agujero negro que coexiste con la materia
a su alrededor, algo que no se habia anticipado en el modelo de extraceidn energética de Penrose. A
este tipo de configuraciones se les ha llamado agujeros negros com pelo v no era claro si podian formarse
dindgmicamente. Con el experimento descrito anteriormente mostramos gue los agujers negros con pelo
pueden obtenerse como la fase fnal del Slack hole bomb,

6 Conclusiones

Resolver las ecuaciones de Finstein numéricamente se ha convertide en una tarea comin hoy en dia.
Varios grupos de investigacion en el mundo poseen codigos capaces de modelar sistemas tan complicados
como la colision de dos agujeros negros v su respectva emision de ondas gravitacionales. Se ha llegado
a un punto de madurez de la relatividad numérica tal que podemos descubrir nueva fisica mediante
experimentos computacionales. Quedan diversos escenarios por explorar, tanto en astrofisica como en
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Fig. 3: En un principio, la amplitud del campo crece exponencialmente extrayendo energia del agujero
negro y luego las oscilaciones tienen una amplitud constante, senal de que se ha alcanzado un estado
estacionario.

fisica tedrica. La solucién a las ecuaciones de Einstein que hemos descrito, es un ejemplo de que la
fisica de los agujeros negros es mas rica de lo que se suponia mediante técnicas analiticas y conjeturas
sobre las simetrias en las ecuaciones de Einstein. Todavia quedan muchos aspectos que explorar como la
dinamica de particulas de prueba a su alrededor o si pueden producirse por algiin otro mecanismo. Estos
son aspectos que se desarrollaréan en un futuro cercano. Actualmente los métodos numéricos y el uso de
codigos computacionales aplicados a la relatividad general nos muestran que podemos aprender mucho
mas sobre la fisica de agujeros negros en situaciones dindmicas. Con el desarrollo y puesta en préactica de
estas herramientas podremos describir casos mas generales y extraer propiedades tanto de los agujeros
negros como de las particulas que constituyen el ambiente alrededor de ellos tal como la solucién descrita
en este trabajo.
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RESUMEN

Se estudia la dindmica de las fronteras de grano que aparecen en el proceso de cristali-
zacion coloidal, las que se forman cuando dos granos cristalinos chocan en su crecimiento.
El movimiento colectivo de las fronteras de grano es debido al intercambio de particulas de
un cristal a otro, lo que ocurre en forma aleatoria. Ya se habia propuesto anteriormente una
dindmica de tipo caminata aleatoria unidimensional perpendicular a las fronteras, lo cual
se prob6 para tiempos cortos. Con simulaciones de Monte carlo hemos demostrado que,
para tiempos largos, ocurre no sélo esta caminata aleatoria unidimensional sino también
una rotacién y una deformacion de dichas fornteras. Finalmente, se discute el porqué de
este comportamiento.

El problema de la cristalizacion juega un papel muy importante en infinidad de procesos
que ocurren, no sélo espontdaneamente en la naturaleza, sino también en el laboratorio asi
como en la industria. Los procesos de cristalizacién son muchos y muy variados y aparecen
no unicamente en la formacién de cristales compuestos por atomos y moléculas pequenas, del
orden de algunos angstroms, sino también en el caso en que las particulas cristalizantes son de
tamanos mesoscépicos (de decenas a varios cientos de nanémetros) como en la cristalizacién
coloidal, la formacién de calculos renales, el procesamiento de comestibles, la cristalizacién
de proteinas, etc. En fechas recientes ha habido un interés creciente en el estudio de los
cristales formados por particulas coloidales [1, 2]. Una de las razones estriba en la posibili-
dad de ajustar el potencial de interaccién entre las particulas modificando quimicamente sus
superficies, lo que nos permitiria estudiar las diferentes estructuras obtenidas por autoen-
samble. Otra razén importante esta en la acapacidad de los investigadores para estudiar el
proceso de cristalizacion con difraccién laser y videomicroscopia 6ptica, dado que su tamano
y distancia entre particulas es usualmente comparable a la longitud de onda de la luz visible
y a que su dinamica es lo suficientemente lenta para seguir las trayectorias de las particulas
individuales. No se queda atras el estudio de los llamados cristales fotonicos, que son las
estructuras coloidales cristalinas que permanecen después de haber desecado la suspension
coloidal cristalizada. Nuevamente, debido a que el tamano de estas particulas coloidales
y su separacién de primeros vecinos en el cristal es del orden de la longitud de onda de
la luz, tienen comportamientos peculiares tales que ciertos rangos de longitudes de onda
de la luz no los pueden atravesar, existiendo asi las llamadas brechas foténicas. Esto es
similar a lo que ocurre con cristales ordinarios formados por moléculas pequenas, en los que
existen brechas electrénicas de energia que estan vedadas a esos electrones [3, 4, 5, 6, 7].
Por ultimo, pero no por ello menos importante, es la posibilidad de aplicar los resultados
de la cristalizacion coloidal al auto-ensamble de proteinas en su estado globular nativo, un
tema al cual se le ha prestado una atencién considerable en los anos recientes [8], dada su
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Figure 1: La barrera de energia libre de un nucleo de cristalizacién. En general, los ntcleos
da tamano subcritico (r < r.) se empequenecen y desaparecen, mientras que los nticleos
que alcanzan un tamano poscritico (r > r.) continda en su crecimiento, decreciendo de esta
forma su energia

aplicabilidad en la bioquimica y en la industria farmacéutica.

En particular, las monocapas de particulas coloidales atrapadas por tension superficial
en la superficie libre de un liquido han sido propuestas como andlogos bidimensionales (2D)
de sistemas atomicos en fase condensada en 2D. P. Pieranski fue el primero en observar
la formacion de un cristal coloidal en 2D, hecho de esferas de poliestireno confinadas en el
pozo de energia superficial en la interfaz aire-agua [9]. Como en este caso sélo una parte
de la superficie de las esferas coloidales esta sumergida en agua, permitiendo la disociacion
de los grupos de acido sulfénico en esa parte de la superficie, se atribuyé el ordenamiento
a la repulsion de dipolos eléctricos perpendiculares a la interfaz aire-agua. Una condicién
necesaria por lo tanto es que el rango de las interacciones repulsivas sea mayor a la distan-
cia entre particulas vecinas cercanas. Para sistemas diluidos, se requiere un potencial de
interaccién atractivo para ordenar al sistema en un cristal. G.Y. Onoda [10] fue el primero
en tener éxito en encontrar las particulas adecuadas en este otro caso. Consistian también
en particulas de poliestireno de diferentes tamanos, estabilizadas con el tensoactivo dodecil
sulfato de sodio injertado en sus superficies, para evitar la agregacion de las particulas. El
potencial de interaccién atractivo consistia de las fuerzas de van der Waals experimentadas
por dos particulas cercanas mas la esfera dura al contacto. En sus experimentos encontro
ordenamiento de las particulas del sistema y nucleacion cristalina.

En la teorfa clasica de la nucleacién [11], a los niicleos de cristalizacién (llamados simple-
mente cristalitos) se les supone de forma esférica (circular en nuestro caso bidimensional).
El crecimiento de estas regiones en un cristal depende de dos factores: (i) una disminucién
en la energia del bulto que favorece el crecimiento, y (ii) un aumento en la energia de la
frontera que lo desfavorece. Estos factores se ven reflejados en el cambio de energia libre
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Figure 2: El aspecto de una frontera de grano a un tiempo muy posterior al del tiempo de
nucleacién y de crecimiento de los cristales individuales. Notese la desalineacién de los ejes
de simetria de los dos cristales que forman la frontera de grano

para la formacién de un cristalito circular (en 2D) de radio -
AG =211y — r*Apn, (1)

en donde 7 es la tensién de linea de la frontera de los cristalitos con el fluido, Ay =
U fruido — Meristar €5 1a diferencia entre los potenciales quimicos de las fases fluida y cristalina
y n es el numero de particulas en el cristal por unidad de area. Esta diferencia de energias
libres tiene la forma de una barrera la que estd bosquejada en la Fig. 1, en donde el radio
del cristalito critico viene dado por

Una vez que los cristalitos sobrepasan el tamano critico contintian creciendo, atrapando
mas particles del fluido que los rodea y que se pegan a sus fronteras. En este sentido,
las fronteras cristalinas no son estaticas sino altamente dindmicas, colectando y soltando
particulas de y hacia los alrededores. Para un sistema con ntimero de particulas y volumen
fijos (4rea fija en nuestro caso 2D), llega un momento en que los cristales se empiezan a tocar
en su crecimiento y forman las llamadas fronteras de grano. Noétese que los dos cristales
que “chocaron” no se pueden fundir en uno solo, debido a las diferentes direcciones de los
ejes de simetria de ambos cristales. A medida que transcurre el tiempo, dichas fronteras de
grano aumentan en amplitud y se hacen mas grandes. En la Fig. 2 mostramos el aspecto
de una frontera de grano en una cristalizacion colloidal en 2D a un tiempo muy posterior al
de la nucleacién y crecimiento de los cristales, en la que notamos las diferentes direcciones
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Figure 3: El potencial de interaccion V utilizado en las simulaciones. Dicho potencial estéd
normalizado por kgT mientras que la distancia r entre centros de particulas esta normalizada
por el didmetro del disco duro

de los ejes de simetria de los cristales que “chocaron”.

Se ha observado tanto experimentalmente como con simulaciones que las fronteras de
grano no son estaticas sino que describen un movimiento aleatorio, esencialmente perpendi-
cular a la frontera de grano, en la forma de una caminata aleatoria unidimensional. Hay que
hacer notar que el movimiento de las fronteras ocurre debido al intercambio de particulas en-
tre los dos cristales, las cuales cruzan dicha frontera en una forma aleatoria. Ese intercambio
produce el movimiento conjunto de la frontera de grano. Soélo que esta caminata aleato-
ria ha sido observado en intervalos de tiempo muy cortos, tanto en los experimentos como
en las simulaciones. Para tratar de describir este hecho, hemos efectuado simulaciones de
Monte Carlo cinético pero ahora para tiempos muy largos. Aunque el Monte Carlo cinético
es una forma de resolver la ecuacién maestra y debe ser complementada con las probabil-
idades de transicién aproximadas de un estado al siguiente, Kikuchi et al [12, 13, 14] han
demostrado que usando una dindmica de Metropolis [15] pueden recuperar la ecuacién de
difusion de Fokker-Planck. La tnica restriccién impuesta en su derivacion es que el des-
plazamiento méaximo de una particula debe ser suficientemente pequeno comparado con el
tamarnio del sistema y con las irregularidades del potencial entre las particulas [14]. Por lo
tanto, una simulacién de Monte Carlo cinético con dindmica de Metropolis es equivalente a
una simulacién de dindmica Browniana, que es la que se supone que obedecen las particulas
coloidales. El potencial de interaccién utilizado es el que se muestra en la Fig. 3, cuya
expresion matemadtica es como sigue: V/kgT = (75/r3) exp(—2.5 (r — 1)) cos(10 (r — 1)%) |
en donde r es la distancia entre las particulas normalizada por el didmetro del disco duro.
Después de que el coseno llega a cero por segunda ocasion, alrededor de ry ~ 1.8285, el
potencial se hace cero. Dicho potencial se tabuld para acelerar los calculos.

Consideramos N;,; = 53715 discos monodispersos distribuidos al azar en una caja
cuadrada con condiciones de frontera periddicas, cuidando de no traslapar los discos duros,
que ocupan una fraccién de area de ¢ = 0.15. El algoritmo es como sigue: (i) se escoge
una particula al azar y se mueve por una distancia igual a un décimo del didmetro del disco
duro en una direccién al aleatoria. (ii) Se calcula la nueva energia de interacciéon Uy a la
que se le sustrae la inicial: AU = Uy — U;. (iii) Si AU < 0 se acepta el movimiento. (iv) Si
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Figure 4: En las figuras de (a) a (d) se nuestra la caja de la simulacién total a los tiempos de
de Monte carlo (a) t = 14001, (b) t = 35001, (c) ¢ = 56001 y (d) t = 98001. Las lineas rectas
etiquetadas con las letras de A a D definen la posicion promedio de las fronteras de grano al
tiempo de Monte carlo 14001 para las lineas A a C, mientras que la linea D se define para el
tiempo de Monte carlo 35001. Una vez que dichas lineas estan definidas, permanecen fijas
durante todo el tiempo de la simulacion.

AU = 0 s6lo se acepta el movimiento si exp (=AU /kgT) > R, en donde R es un niimero
aleatorio uniformemente distribuido en [0.1). (v) Después de cada intento de movimiento,
sea aceptado o no, el tiempo de Monte Carlo ¢ se aumenta por 1/N,,. Nos vamos entonces
al punto (i). Cuando At = 1, que define una barrida de Monte Carlo, cada particula ha
intentado moverse una vez en promedio. De ahora en adelante el tiempo de Monte Carlo £
significard el tiempo en barridas de Monte Carlo.

En la Fig. 4 se ilustra nuestra descripcion del fendmeno de la dindamica de las fronteras
de grano. Hay que recalcar que el movimiento de las fronteras oeurre debido al intercambio
de particulas entre los dos cristales, las cuales cruzan dicha frontera en una forma aleatoria.
Ese intercambio produce el movimiento conjunto de la frontera de grano. Entonces, las
fronteras se pueden considerar como interfaces fluctuantes. Como va se menciond, se ha
encontrado con simulaciones en 3D [16] y en experimentos en 2D [17] el movimiento colee-
tivo de dichas fronteras de grano, en la forma de una caminata aleatoria unidimensional.
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Esas observaciones fueron hechas para tiempos muy cortos, debido primordialmente a que
las simulaciones fueron hechas con Dindmica Molecular, la que no es factible de avanzar
a tiempos largos. Nosotros con nuestras simulaciones de Monte Carlo cinético podemos
avanzar a tiempos extremadamente largos. En la Fig. 4 se definieron las fronteras de grano
A, By C, al tiempo de Monte Carlo de ¢t = 14001, descritas por medio de segmentos de
rectas que pasaban precisamente por dichas fronteras al tiempo indicado. Esto lo puede
comprobar el lector haciéndole un zoom a la Fig. 4 con ayuda del visor de su computadora.
La frontera etiquetada con la letra D se definié al tiempo ¢ = 35001, una vez que se formo
dicha frontera. Como podemos observar a los diferentes tiempos, las fronteras efectiian
no tnicamente una difusién unidimensional como habia sido propuesto [16, 17], en donde
dicha frontera se moveria esencialmente paralela a ella misma, sino que también efectiian un
movimiento de rotacion asi como una deformacién. Sélamente para el caso de la frontera A el
movimiento es aprorimadamente perpendicular a dicha frontera. Uno se pregunta el porqué
de esta dindamica tan extrana. Esto no nos debe sorprender dado que estamos tratando el
movimiento de las fronteras de grano proviniendo de un intercambio de particulas entre los
dos granos, que cruzan dicha frontera. No podemos esperar que el cruzamiento neto de estas
particulas en un extremo de la frontera sea igual al del otro extremo, o a cualquier punto
a lo largo de la frontera, dado que estamos tratando con eventos aleatorios. Entonces, una
nueva descripcién del movimiento colectivo de las fronteras de grano se vuelve necesaria,
con lo que arribamos a nuestra intencion de mostrar que en el proceso de cristalizacion
no se ha dicho la tultima palabra en muchos de los temas interesantes que aparecen en los
diferentes subprocesos del proceso total [18]. Dada la importancia del proceso de cristal-
izacién ya mencionada en la introducciéon, notamos que es imperativo continuar estudiando
la multitud de subprocesos que ocurren en el proceso combinado de la cristalizacion, para
tener una descripcién lo mas cercana posible al proceso real. Esto ayudaria enormemente
al emplear nuestras simulaciones en otros procesos de cristalizaciéon, como los que ocurren
en las proteinas, las cuales tienen una aplicaciéon muy importante en nuestros dias.

Experimentalmente, las particulas coloidales han demostrado ser un modelo t1til con el
que podemos probar fendmenos atémicos [3, 4, 6]. Su tamano grande (~ pm) y dindmica
lenta (~ s) nos permite usar técnicas épticas simples, (como videomicroscopia), para es-
tudiar el fenémeno de cristalizacién. La contraparte simulacional del estudio coloidal es el
método de la dindmica Browniana la que, como hemos visto, es equivalente a una simulacion
de Monte Carlo cinético con dindmica de Metropolis. Por lo tanto, en el futuro cercano,
esperamos ver un interés creciente en el uso de particulas coloidales para probar fenémenos
atéomicos. No obstante, hay muchos retos quer superar en este estudio, que merecen el
esfuerzo intelectual debido a su aplicacion practica como sistemas modelos.

El autor agradece al Comité de Supercémputo de la UNAM por los recursos computa-
cionales asignados para este proyecto (SC16-1-IR-52) a través de DGTIC-UNAM.
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En esta ponencia se muestra el modelo de colapso esférico, con énfasis en la caracterizacién
de inhomogeneidades colapsantes. Se muestra que en un ambiente de fluido perfecto, donde se
manifiesta la bien conocida inestabilidad de Jeans, se puede inferir un valor critico para el colapso
gravitacional en términos del contraste de densidad. Este mismo criterio se extrapola a un universo
dominado por campo escalar. SE muestra que este criterio predice aceptablemente el corte en el

espectro de potencias del modelo de campo escalar como materia oscura

I. EL UNIVERSO EN EXPANSION

Hasta los a nos 1990s la cosmologia fue una ciencia mas especulativa que observacional. Los principios
fisicos en que se sustentan las ecuaciones que describen al universo como un todo tuvieron su origen en un
debate filoséfico mas que una motivacién descriptiva de las observaciones astronémicas. De hecho, la idea
de que nuestro Universo se encuentre en un estado de expansién fue primeramente una elucubracion literaria
atribuida a Edgar Alan Poe [1], y el hecho de que el Universo haya tenido un origen temporal, el Big Bang,
no fue confirmado sino hasta la observacién de cuasares en ambientes exclusivos de alto corrimiento al rojo,
observacién reportada por primera vez en 1961 [2].

El principio cosmoldgico argumenta que como observadores no ocupamos un lugar especial en el Universo.
De hecho, ningiin observado ocupa un lugar especial en cuanto a que todos observan las mismas propiedades
del universo a gran escala. Esta premisa extiende a nivel cosmoldgico el principio Copernicano heliocéntrico
y matemdticamente consiste en imponer la caracteristica de isotropia en el espaciotiempo que describe al
Universo. A gran escala, si medimos la velocidad relativa de una galaxia v(r), ésta puede descomponerse en

una componente en recesién radial y una componente en rotacién:
v=0 -r+Wxr. (1)

en donde ® y W son tensores de deformacion y rotacion. En un universo isotrépico las propiedades de objetos
son independientes de la direccién, de modo que la rotacién es nula (W = 0), ademds de que en el tensor de
deformacion sélo puede tener cabida la expansion isotrépica, de modo que los valores propios de la expansion
© deben ser iguales y la velocidad resulta proporcional a la distancia, como una ley de Hubble!

La posibilidad de un universo en expansién isotrépica, que da lugar a un universo homogéneo, fue descrita
como una solucion a las ecuaciones de Einstein por Georges Lemaitre en 1922. Friedmann fue el primero en
demostrar que un universo homogéneo e isotrépico debe estar descrito por la métrica llamada de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW):

dr?

2 _ g2 2
ds® = —dt* + a(t) T2

+ 7% (d6® + sin(0)*d¢?) | , (2)

* Corresponding author: hidalgo@fis.unam.mx

ceeB5 .-



donde a(t) es el factor de escala que modula el radio fisico dR = a(t)dr y donde la curvatura espacial puede
ser esférica (k > 0), plana (k = 0) o hiperbdlica (k < 0). Una consecuencia inmediata de esta descripcién del
universo es la ley de Hubble: La velocidad de expansién de los distintos observadores es pues proporcional a

la coordenada radial
v=0.-r=Hr. (3)

Esta ley fue confirmada observacionalmente por Edwin Hubble en 1929. El factor de Hubble H = dIn(a)/dt es
el inico valor propio del tensor de deformacién en Eq. (1) y dicha ley continda siendo empleada para describir
la expansién de galaxias en nuesto Universo.

El parametro de Hubble sin embargo, no es en general constante en el tiempo. La evolucién de la métrica
estd dictada por las ecuaciones de Einstein: Seis ecuaciones de campo que se reducen a dos ecuaciones en el

caso de un universo isotrépico y homogéneo. De ellas, la primera se conoce como ecuacién de Friedmann

kc? &G 1
2 —
a(t)? 3 r EA' @

Aqui el signo de la curvatura k dicta la evolucién y el destino final del factor de escala a(t) en el espaciotiempo
FLRW incluso para condiciones iniciales de a(t;) y da/dt(t;) comunes. En un universo con geometria esférica
(k > 0) la curvatura cierra al universo que recolapsa en un tiempo finito. En el universo plano (k = 0)
una expansion inicial garantiza que el espaciotiempo se expande eternamente alcanzando un factor de escala
a — oo solo al tiempo infinito. Finalmente, el universo con geometria hiperbdlica (k < 0) presenta un factor

de escala que diverge a tiempos finitos. Estos tres casos se ilustran en la figura 1.

Una forma méas compacta de la métrica FLRW es
ds* = —dt* + a(t)? [de + fr(x)? (d92 + sin(9)2d¢2)] (5)

Aqui se toma al radio comovil xy como una coordenada que define al radio de area dependiendo del signo

de la curvatura, es decir:

sin x k=+1
=9 x k=
sinhy k=-1

Dos casos son de interés particular para esta ponencia. El primero es el caso del Universo plano, donde
las ecuaciones de Einstein y la Ec. de continuidad nos indican que un fluido barotrépico de presion p = wp

tendra una evoluciéon cosmologica

. (a)—smw) on alt) - <t>2/3(1+“’) 6

ao to

En el caso del universo con curvatura positiva, el factor y el tiempo césmico evolucionan de manera
paramétrica con el tiempo conforme como pardmetro. Si consideramos un universo con materia sin presion

(polvo), la evolucién es:

Umaz (1 _oosr),  H(r) = %tm (7 —sin7). (1)



4 I I ] I

Dark Matter + Dark Energy
@ affect the expansion of the universe
e
Qv Open
4 Q Q P
= 3 0_3'“ D.?v Open (low density) =
= (accelerating)
@ 0.3 0.0
=
“ , 1.0 0.0
® 5.0 0.0
N
n
© 1+ Closed =
é (high density)
0 L

-10 Now 10 20 30
Billions of Years

FIG. 1. FIG. 1: Evolucién del factor de escala en el tiempo césmico (Credito: University of Northern Arizona)

Estos valores garantizan una etapa de expansién hasta un radio maximo amax (en 7 = 7/2) y un posterior
recolapso del factor de escala cuando el factor de escala es nulo en 7 = 7. Las dos soluciones presentadas nos

servirdn a continuacién para hacer una descripcién minima de una fluctuacién de materia que colapsa.

II. COLAPSO ESFERICO

La descripcién del proceso de formacion de estructura césmica (galaxias y sus conglomerados) comprende
dos etapas de evolucién de inhomogeneidades. La primera es la etapa perturbativa, las inhomogeneidades
de materia (y las correspondientes fluctuaciones de la métrica) se caracterizan por cantidades perturbativas.
Por ejemplo, la inhomogeneidad de densidad de materia es una concentracién mayor a la densidad promedio
homogénea p(t) y estd descrita por la perturbacién de densidad § = p(r,t)/p(t) — 1. La ecuacién que dicta la

evolucion de esta cantidad es

2

i .4
2HO — - =4rGpi(1l
0+2H6 3113 7Gpo(1 +96), (8)
que en el limite lineal (cuando § < 1) presenta la forma:
6+2H S — 4wGpd = 0. (9)
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La solucién de esta tdltima ecuacién para un universo dominado por povlo es:

5 (t)”"’ (10)

ag to

El régimen perturbativo, y en particular la aproximacion lineal, son véalidas para valores pequefios de §.
En nuestro universo, las observaciones de inhomogeneidades en la radiacién césmica de fondo indican que
las fluctuaciones comenzaron su evolucién desde su entrada al horizonte causal (horizonte de Hubble), donde

presentan amplitudes primordiales de orden perturbativo ':

k 4 k (ns—1)
2. ~10710 (= - ) 11
5pr1m O <CLH) (k* > ( )

La ecuacién lineal para ¢ en la Ec. (8) muestra que la evolucién es independiente de la escala (no presenta
gradientes espaciales). La solucién en el universo dominado por polvo resulta en la misma dependencia

temporal que el factor de escala:
§ = C(x)D(t) = C(x)(t/to)*>. (12)

En el régimen no-lineal, las inhomogeneidades ya no pueden ser descritas por perturbaciones. Esto sucede,
para escalas de interés astroffsico, a edades del universo anteriores a los cuasares mds lejanos (redshift césmico
z = 5), es decir que todas las observaciones de conglomerados galdcticos serdn en escalas donde las inhomo-
geneidades se encuentran en el régimen no-lineal. Se hace entonces necesario, para interpretar observaciones
actuales, que las fluctuaciones sean descritas por simulaciones numéricas de N-cuerpos o por soluciones exac-
tas no-lineales. La solucién exacta de colapso gravitacional més sencilla es el modelo de colapso esférico tipo
Top-Hat que se describe a continuacion.

Supongamos una regién geométricamente equivalente a una 3-esfera, con densidad p, = pp + dp. La
inhomogeneidad de materia se modela por esta regién embebida en un espacio-tiempo FLRW plano y con
densidad equivalente a la densidad de ”fondo” p,. Veamos céomo la region interna queda entonces descrita por
un modelo FLRW con curvatura positiva. Si imponemos, para un tiempo inicial, una continuidad suave del
espaciotiempo, se requiere que en la frontera entre ambas regiones, el factor de escala y su derivada temporal
(el factor de hubble) sean identificados. Entonces H, = Hy y

8rG 8rG 8rG 8rG kc?
H3=H§=pr=—[pb+6p—5p]:7[pa—5p]=Tpa—7)~ (13)

3 CL2 (ti
En consecuencia el modelo de colapso esférico Top-Hat compensa la sobredensidad central con una curvatura
positiva de la misma regién (es importante notar que la regién de sobredensidad tiene una p, homogénea y
una curvatura positiva constante) de modo que en la regién sobredensa queda modelada por un universo
cerrado con curvatura:

kﬁSWG 9

=32 (ti)(pa — pb)- (14)

Esto nos genera una relacién especial para la perturbacién de densidad. En la norma donde la expnasién de

1 Es 16gico inferir que las inhomogeneidades debieron permanecer sin evolucién 6 ”congeladas” fuera del horizonte causal y que por
tanto las condiciones iniciales de evolucién se definen al tiempo del cruce de horizonte donde el nimero de onda que caracteriza
el tamano de la inhomogeneidad cumple k = a(t)H (t).
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ambas regiones es idéntica para todo tiempo (durante el régimen perturbativo) y tenemos que la el contraste

de densidad 0y gy cumple:

8rG ¢ \? 9
= = H 1
3 Spun (a(t)) SuH, (15)

donde gy denota la norma de expansion uniforme. El radio de area en el universo cerrado R, y el radio
de Hubble Ry = ¢/H entonces se relacionan a partir de la ecuacién anterior. En virtud de la ecuacién de

Friedmann, se infiere que

Sumg = (Zj) sin? y. (16)

Finalmente, si identificamos estas dos escalas, es decir, evaluamos la perturbaciéon de curvatura cuando cruza

el horizonte cosmoldgico, tenemos que
6ty = sin? y. (17)

Esta relacién muestra que la perturbacién de densidad en la norma de expansién uniforme, y al momento
del cruce de horizonte, estd limitada a valores en el rango (0,1)2. Més alld de esta restriccién, cualquier

inhomogeneidad en esta norma debe evolucionar hasta el colapso gravitacional.

Vale la pena estudiar esta evolucién mas a fondo ya que es uno de los pilares de la teoria de formacién de
estructura. Las configuraciones en el colapso esférico comienzan en etapas perturabativas, donde la solucién

en Eq. (6) puede expandirse para valores pequenos del pardmetro 7:

2 4 + 1 3 5
S SRS ¥ S 18)
Amax 4 48 tmax T\ 6 120

Las anteriores expresiones se combinan para escribir, a tiempos tempranos de evolucién (amplitudes

2/3 2/3
a 1 t 1 t
= - —_ 11— — —_ . 1
Amax 4 (67Ttmax> 20 (Gﬂ-tmaz) ( 9)

Esta solucién consiste de un factor t3/2 que coincide con la evolucién de un universo homogéneo de polvo

pequenias de 6y ),

(cf. Eq. (6)), y un factor en paréntesis cuadrados menor a 1. Esto reduce la expansién del factor de escala
como se espera en el universo cerrado ilustrado en la Figura 1. Més ain, notamos que la perturbacién de
densidad, entendida como el inverso de la perturbacién de volumen, puede escribirse como:
4 3
M/3m(arcom) a3

Pa
146="Pa o (30 0eom) _ % 20
* Pb 1\4/%(al)r(;o’m)3 Cl3 ( )

2Un universo con radio comovil x = 7 puede presentar a distancias finitas un radio de drea R, = a(t)sin(x) nulo. Estas
configuraciones se cierran en simismas y generan las Estos valores son descartados en el rango de amplitudes al cruce del
horizonte.
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universo dominado por polvo. CREDITO: Tesis de Licenciatura. Waldemar Ruiz, UNAM, 2017

de modo que, sustituyendo los valores de las Eqgs. (6) y (18) se obtiene

2/3
51in = i (67T ! ) ) (21)

20 tmax

lo cual reproduce la evolucién lineal de las perturbaciones (cf. Eq. (9)).

En un régimen no-lineal, la fluctuacién crece sin limite hasta que el factor de escala es nulo (a(r = 7) — 0),
lo que anula al volumen de la regiéon sobredensa y provoca que la densidad central diverja en un tiempo finito.
En la practica, el tiempo en que la sobredensidad diverge es parametrizado por la perturbacién lineal. Es
decir, la amplitud lineal de la perturbacién (20) es un nuevo reloj con el que podemos marcar los tiempos
de méxima expansién (cuando a(tmax) = Amax) O los tiempos de colapso (a(tco1) = 0). De hecho, para un

universo dominado por polvo se tienen amplitudes:
5lin(tmax) = 1067 5lin(tcol) = 1.686. (22)

Estos comportamientos son ilustrados en la Figura 2

El valor critico de colapso 4.1 es utilizado en el formalismo Press-Schechter [3] para cuantificar el nimero
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de halos que se foman o virializan desde un espectro de potencias evolucionado linealmente. Este formalismo
es una aproximacién analitica (sorprendentemente eficiente!) a la formacién de estructura modelada con la
evolucién newtoniana de N-cuerpos. Si cambiamos el contenido de materia o la fraccién de masa que colapsa
en halos de materia, obtendremos valores distintos para d.,; y el nimero de halos formados en este nuevo
modelo cosmoldgico. Esta practica es usual para caracterizar la formacién de estructura con diversos modelos

de materia y energia oscuras.

III. FORMACION DE AGUJEROS NEGROS PRIMORDIALES

Los agujeros negros primordiales son tipicamente de masas menores a 1 M. Las concentraciones de materia
requerida para su formacion son del orden de la densidad nuclear o mayores, y tales densidades de energia son
s6lo encontradas en el universo temprano, en épocas en que la materia dominante corresponde a particulas
relativistas con una ecuacién de estado tipo radiacién (w = 1/3).

En estos ambientes, se requieren sobredensidades bastante pronunciadas, en el limite del régimen perturba-
tivo, para vencer las fuerzas de presién y colapsar una inhomogeneidad hasta la formacin de un agujero negro.
El modelo Top-Hat de colapso esférico es de utilidad en el calculo ya que proporciona un valor minimo de ¢
requerido para su formacién. Una primera aproximacién, propuesta por Carr en 1975 [4] muestra las bases
fisicas de este proceso. La ecuacién de evolucién de perturbaciones de materia en el espacio de Fourier y en

un ambiente dominado por radiacién es
6+ 2H6 — (4rGp — k22)6 = 0, (23)

2:

donde ¢ es la velocidad del sonido en el medio relativista (c2

1/3 para un fluido de radiacién o gas de
fotones). Es crucial notar la diferencia de evolucién respecto a la ecuacién equivalente en un ambiente sin
presion, Ec. (8). La presién del fluido barotrpico da lugar a la inestabilidad de Jeans y a su escala asociada

B2 = 47Gp

) T
2 6 Rj= CSG—,B ~ VWamax. (24)
Siguiendo el criterio de inestabilidad de Jeans, se concluye que el radio de area de una sobredensidad colap-

sando a un agujero negro debe cumplir que
Vwamax < Sin(x)max < Gmax- (25)

Mas ain, en términos de la perturbacién de materia en la norma de expansion uniforme, la desigualdad

anterior implica que
w< 6y <1 (26)

Esto determina un valor critico para el colapso de perturbaciones que pueden formar agujeros negros
primordiales en la época de radiacién, d;it = w. Un articulo reciente ha revisitado este problema imponiendo
un valor umbral mds adecuado para el caso cosmolgico [5]. La primer ventaja de este nuevo anélisis es tomar
sobredensidades colapsantes que constituyen configuraciones compensadas en densidad (de modo que la masa
total contenida en una inhomogeneidad no es distinta a la suma de la densidad de fondo p sumada dentro

del mismo volumen). La segunda ventaja es definir un radio de inestabilidad distinto al radio de Jeans, ya
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que este debe corregirse para sobredensidades que se encuentran en un fondo en expansion. El valor umbral

resultante para confguraciones de materia es

Soms = sin® | TV 2
¢t = sin (1+3w (27)

Es claro que para un fluido de radiacién (w = 1/3) el valor umbral d.,iy ~ .41 es mucho mayor a la amplitud
de perturbaciones primordiale en Ec. (10), con lo cual no se espera la produccién abundante de ANPs en la

época de radiacion a menos de que se trate de un modelo de inflacién exotico.

IV. COLAPSO DE UN CAMPO ESCALAR

Un caso de importancia en la formacién de estructura césmica es el colapso de configuraciones cosmoldgicas
de campo escalar. El campo escalar libre, o campo Klein-Gordon (K-G), es el tipo de materia més simple y
que cumple con la invarianza de Lorentz. El campo de K-G en la etapa de oscilacion al fondo del potencial
(donde V' = m?2¢?/2) ha sido de gran utilidad en cosmologfa para modelar dos escenarios distintos. El primero
es el escenario de materia oscura ya que en promedio, un campo de K-G oscilando en el fondo de su potencial
presenta una presién casi nula y puede presentar conglomerados como veremos a continuacién. Por otro lado,
el campo K-G puede representar las etapas finales de inflacién, llamada de recalentamiento. Dicha etapa
es necesaria para transformar toda la energia contenida en el campo inflacionario al resto de particulas del
modelo estandar.

A continuacién se presenta el criterio de inestabilidad de fluctuaciones de un campo K-G. En una seccién
complementaria se mostrara como al empatar la amplitud critica de colapso del campo escalar con la amplitud
de perturbaciones de materia primordiales, esto resulta en un corte en el espectro de potencias que reproduce
aceptablemente el corte deducido con la evolucién de perturbaciones, pero sin necesidad de resolver toda la

evolucion.

A. Valor critico de colapso para K-G

La ecuacién de evolucién de un campo escalar con potencial sin autointeraccién (campo de Klein-Gordon)

evolucionando en una métrica FLRW es

¢+ 3Hp+m?p = 0. (28)

La solucién a esta ecuacion es de la forma

ao

3/2
e(t) = 9o (22)" [sin(mt) + O {(H/m)*}] | (29)

a
donde el resto de los términos es subdominante cuando se estudia el régimen m > H, lo cual es vélido en

los casos que nos conciernen.

Es posible interpretar al campo escalar en el fondo como un fluido perfecto. Esto resulta de identificar

términos del tensor de energia-momento en el sistema propio de referencia, donde T*¥ = Diag(p, p, p,p), de
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modo que

po=—TY =1/2% +1/2m>¢?, (30)
pp =1/3T7 =1/2¢° — 1/2m*¢* (31)

M4s atin, si se promedian sobre el periodo At = 1/m se tiene que estas cantidades se comportan como

funcién del factor de escala

1,.
() = (%) + 5m*(e?) = m*(e?),
2
= (p) = %mzaf?’ +O{(H/m)*}. (32)
1. 1 9C?H?
(p) = 5(802> 3 2<W2> ~ 1643
= m=0{"}. (33)

Este comportamiento promedio se hace dominante cuando estudiamos la dindmica en tiempos cosmolgdgicos.
Es notable que la densidad de materia presenta el comportamiento de una componente de polvo mientras que

la presién decae rapidamente de modo que puede ser ignorada cuando se toman tiempos mayores a 1/H.

Habiendo caracterizado el comportamiento del campo K-G en un fondo cosmolégico da pie al estudio de las
inhomogeneidades del mismo. Tal y como sucede en el caso de un fluido perfecto, las ecuaciones de evolucion
de perturbaciones muestran una escala de corte. Esto es evidente en la ecuacion para la perturbacion de la
variable (modificada) de Mukhanov-Sasaki /i [6, 7]. Esta variable se relaciona con la perturbacién de curvatura

en la norma comovil ¢, como
ﬂ =-2 V CL3’)/C, (34)

donde v = 1 — —. A su vez esta perturbacién de curvatura se relaciona con la perturbacién de densidad

como

214w [k
ovg = T (aH) ¢ (35)

de modo que siempre podemos escribir la variable de Mukhanov-Sasaki en términos del contraste de densidad.
Ma4s atn, las relaciones anteriores hacen evidente el hecho de que no hay una mezcla de modos perturbativos
(modos-k) a nivel lineal. En consecuencia, la escala de estabilidad para una variable es la misma para todas

las cantidades perturbativas.

La ecuacién para fi es [8, 9], hasta orden O {(H/m)?}

k2 2 .
[—g + m? 4 2v6xm2Ca%/% sin(mt) cos(mt)] fis + f1s = 0. (36)
a

Con ayuda de identidades trigonométricas y con un cambio de variable independiente a z = mt + 7/4,

llegamos a escribir lo anterior como una ecuaciéon de Mathieu:

d2/~Lk
dz?

+ [Ar — 2q cos(22)] jix, = 0, (37)
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donde

1 ag\3/2 5 k2c?
q:§\/6f<;g00 (;) =3H/m+ O {(H/m)*} y Akzl—f—m. (38)
Estas tltimas cantidades nos determinan la escala de inestabilidad. La banda de inestabilidad en la ecuacién

de Mathieu estd en el rango:

k22

l-g<Ar<l+gqg, ¢ —¢<-—55<gq (39)
m2a

De modo que en vista de la Ec. (37), se tiene la existencia de la escala de inestabilidad
inse = aV/3mH /c?. (40)

Para el caso del camplo K-G a dicha escala se le identifica con el radio de De Broglie del campo.

a 02

4B kinst 3mH ( )

La naturaleza de la inestabilidad es entonces distinta al caso del fluido perfecto. Sin embargo, dado que la
inestabilidad se presenta para todo un rango de valores arriba del radio de De Broglie, se puede definir un
valor umbral para el colapso de perturbaciones, que se encuentra siguiendo los pasos de la seccién anterior.
La desigualdad

| H
Rmax/amax > RdB/amax = % = dea (42)

implica la existencia de un valor umbral para el contraste de densidad al momento del cruce del horizonte

5, es decir,

f35 = Oeritp < 057 < 1. (43)

B. Corte en el espectro de SFDM

En el caso de un campo escalar como materia oscura (SFDM) el modelo ha probado ser 1til en la formacién
de halos de materia oscura alrededor de las galaxias observadas. Los valores de la masa del campo SFDM
son generalmente del orden m ~ 1072%eV. En el universo actual, donde Hy =~ 10733 se puede verificar que al
dia de hoy, y desde tiempo en el cruce de horizonte las fluctuaciones primordiales cumplen que m > H. Esto
da validez al andlisis anterior y permite utilizar el resultado anterior, el cual muestra cual debe ser el valor
umbral para la formacién de estructura en un ambiente donde gobierna un campo escalar K-G.

Tomando la desigualdad en la Ec. (42), se puede evaluar si el espectro primordial de la Ec. (10) es mayor o
menor a deit,, al momento del cruce del horizonte, de modo que un halo de materia oscura ser o no formado
a partir de fluctuaciones del campo K-G. Al comparar Ecs. (10) y (42) se obtiene un valor médximo para el
ntmero de onda (un valor minimo para el radio de colapso) que pueda llegar a formar un halo de materia
oscura. Esto se puede tabular para distintos valores de la masa del campo K-G y en la Tabla I se muestra el
valor critico k., para la formacién de estructura.

Finalmente, se puede comparar el valor numérico presentado en la tabla I con el valor del corte calculado a

Th...



Field Mass m H. ., Ze,m Mpc - kem

)

10720V 4.32x 10721 eV 1.76 x 107 38.34
10722V 4.32x 1072 eV 1.76 x 10 3.837
10724eV  4.32x 1072 eV 1.75 x 10° 0.3854
1072V 4.32x 10726 eV 5.50 x 10* 0.123
10726eV 432 x 10727 eV 1.69 x 10% 0.040

TABLE I. Modos de Fourier y redshift de entrada al horizonte (ke,m = H(z)/1 + z para el corte en el espectro de
potencias para la materia oscura en funcién de la masa de distintas realizaciones del modelo ASFDM.
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FIG. 3. Espectro de potencias para el modelo ASFDM para un rango de masas del camp Klein-Gordon. Las curvas
de colores siguen la prescripcién numérica reportada por Hu et al. en [? | (El espectro del modelo de concordancia
ACDM semuestra con una linea negra). El corte predicho analiticamente, y cuyos valores numéricos se despliegan en
la Tabla IV B, se presenta con lineas negras verticales.

partir de la evolucién de las perturbaciones desde la entrada al horizonte [? | como se hacer en la Figura 3.
Las coincidencias con los valores encontrados a partir de nuestra simple férmula son alentadores y proveen un
nuevo método para encontrar cortes en el espectro de otros modelos de materia oscura que presenten bandas
de inestabilidad.

V. SINTESIS Y PERSPECTIVAS

En esta exposicion se ha presentado un criterio para discriminar los valores del contraste de densidad que
pudieran colapsar y formar estructuras. Este criterio fue derivado por Carr [4] en el contexto de un fluido
perfecto y depurado por Harada et al. [5]. Aqui hemos presentado dicho criterio para el colapso gravitacional

en el contexto de un campo escalar. Hemos aplicado tal criterio para determinar el corte en el espectro de
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potencias del campo escalar como materia oscura, con resultados coincidentes con aquellos calculados a partir
de evoluciones numéricas de perturbaciones primordiales.

Es inmediato inferir que el corte del espectro de potencias también es predecible con este método para
cualquier modelo de materia oscura que presente un régimen inestable marcado por un valor critico de esta-
bilidad. Por otro lado, este tipo de valores umbral para el colapso gravitacional son de utilidad para determinar
la funciéon de masa, que representa la abundancia de halos de una masa dada a un redshift dado.

Finalmente es importante mencionar que la formacién de agujeros negros primordiales podria ser cuantifi-
cada dado este umbral de formacién de estructura con campo escalar tipo Klein-Gordon. Las abundancias de
estos objetos para modelos realistas de recalentamiento, y su consecuencia en la saturacién de cotas observa-

cionales se discuten en un articulo reciente [11]
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La relacion entre el conocimiento fundamental, generado por la Ciencia y su
impacto en la economia de un pais

Autor: Dr. Antonio M. Juarez Reyes

Instituto de Ciencias Fisicas, UNAM

En la presentacion que tuve el gusto de presentar, en la XXIV edicion de la Escuela
de Verano en Fisica, llevada a cabo en el Instituto de Ciencias Fisicas, se
presentaron ejemplos explicitos de como la Fisica basica puede tener impacto en
problemas tan importantes como la salud y el cuidado de los recursos naturales.
Concretamente se presentd el ejemplo, por un lado, de cémo las técnicas de
espectroscopia de absorcion, en particular en el rango del infrarrojo medio, puede
usarse para realizar diagndsticos médicos, por medio del analisis del aliento
exhalado. Por otra parte, presenté ejemplos de como es posible emplear micro-
descargas atmosféricas para determinar la presencia de metales pesados en el
agua. Estos ejemplos son solamente un conjunto pequefio de las grandes
oportunidades que hay de emplear la ciencia fundamental en aplicaciones directas.
Por otra parte, en un circulo virtuoso, las aplicaciones y problemas practicos pueden
generar temas de investigacion fundamental. Aunque en México este tipo de
sinergia virtuosa todavia es tema de debate, en los paises desarrollados es un tema
ya madurado. A los interesados en explorar a uno de los mas claros exponentes de
que la el estudio de Ciencia Fundamental (con Mayusculas) no se pelea con las
aplicaciones, le invito a leer el clasico documento de Vannevar Bush

(https://www.nsf.gov/od/Ipa/nsf50/vbush1945.htm) que ya en 1945 planteaba esta
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sinergia como algo fundamental para el desarrollo de los Estados Unidos. Este
documento, ahora clasico dio como lugar, entre otras cosas, a la creacion de la

National Science Foundation.

Motivado por el esbozo de la fecunda interaccion entre el estudio fundamental
de la Fisica y de su potencial impacto directo en la solucion de problemas
inmediatos e importantes para nuestro pais, quiero presentar aqui un escrito en el
que documento esta interaccion de manera mas cuantitativa. Este texto, que
presenta la definicion de Economia del Conocimiento, y otras definiciones
importantes, muestra de manera cuantitativa la importancia de integrar Ciencia y
Aplicaciones de la Ciencia, como un binomio util y productivo, en mas de un sentido,

para los paises que logran armonizar ambos.

La prioridad fundamental para el gobierno de un pais es asegurar un nivel de
vida digno para sus habitantes. Para lograr este objetivo, una naciéon debe asegurar
estructuras organizacionales, iniciativas de fomento y politicas de crecimiento
eficientes, productivas y sustentables a largo plazo. Actualmente el conocimiento,
entre otros muchos factores, es uno de los pilares mas importantes para generar el
bienestar de las personas. Desafortunadamente, los beneficios econdmicos
derivados del desarrollo cientifico y tecnolégico s6lo se concentran en un pufiado
de paises, los generadores de los productos de alto valor agregado. A estos paises,
que vinculan su desarrollo econémico en base a su conocimiento se les conoce

como Economias o Sociedades del Conocimiento.
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La Economia del Conocimiento (EC) y su relaciéon con el bienestar de un pais.

En afios recientes han ocurrido auténticas revoluciones en las areas de la
biotecnologia, la fisica, la instrumentacion y las tecnologias de informacion. Nunca
antes en la historia de la humanidad se habia tenido un acceso tan eficiente y
masivo al conocimiento, ni éste se habia generado tan rapidamente como

actualmente ocurre.

Aunque se hace ciencia en todas partes del mundo, incluyendo nuestro pais,
solo los paises que han invertido esfuerzos explicitos en la educacion de sus
ciudadanos, en el fomento de la ciencia y, mas importante aun, en la vinculacion
entre sus sectores productivos y cientificos, son cuantitativamente mucho mas ricos
y competitivos que los que no lo han hecho. Esta relacion virtuosa entre el uso del
conocimiento y su vinculacidon explicita en la generacion de riqueza y en mejorar la
calidad de vida de sus habitantes puede cuantificarse con el concepto de economia
del conocimiento (EC). En el aino 1996, la Organizacién para la Cooperacién y el
Desarrollo Economicos (OCDE, por sus siglas en Inglés) acuidé el término
“‘Economia del conocimiento” para distinguir con esta definicion al conjunto de
paises industrializados que basan su desarrollo y crecimiento en el uso del
conocimiento generado por sus élites cientificas y tecnologicas, de aquellos que no
lo hacen. Es importante aclarar en este punto que el concepto de Economia del
Conocimiento transciende el simple uso o consumo masivo de instrumentos de alta
tecnologia o de las tecnologias de la informacién. Los fundamentos de la economia
del conocimiento se basan en la creacion, difusion, uso y apropiamiento del

conocimiento en su concepto mas amplio. Los paises y sociedades que se
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benefician de la economia del conocimiento tienen como activo mas valioso el uso
explicito, en sus negocios y sistemas de produccion, de la ciencia y la tecnologia
que desarrollan. En concreto, estos paises basan la satisfaccion de sus
necesidades de alimento, vestido, salud y entretenimiento, fundamentalmente por
medio de productos generados por la accion inventiva, o por la vinculacion del
conocimiento cientifico y los procesos productivos. En contraste con esto, las
economias tradicionales como la mexicana, basan su desarrollo en la explotaciéon
de la mano obra, la creacién de clusteres enfocados a la manufactura o la maquila,
en la produccion de bienes primarios (como el petroleo) o bien en la especulaciéon
financiera. Es evidente que, para aquellos que deseamos que nuestro pais y sus
habitantes tengamos un mejor nivel de vida, México debe transitar de manera

acelerada y activa del estatus actual a una economia del conocimiento.

Es importante sefalar aqui, que la EC se basa en la existencia de 4 pilares

fundamentales:

a) Un sistema educativo robusto y bien estructurado.

b) El desarrollo y uso de una infraestructura de acceso a la informacion y
telecomunicaciones.

C) Un sistema de innovacion y vinculacion agil entre academia y empresas.

d) Un marco institucional de gobierno que fomente activamente el
emprendimiento de base cientifica y que gestione de manera eficiente y
transparente incentivos econdmicos para la innovacion.

El indice de la economia del conocimiento (IEC) se mide en una escala del 1
al 10, mientras mas bajo es este numero, menor la capacidad de basar la actividad
econdmica en el conocimiento. Un aspecto muy interesante del IEC es el hecho de
que existe una relacion directa entre el valor de este indice y, por ejemplo, el valor

del ingreso per capita de los paises. La figura 1 indica de manera gréfica esta
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correlacion directa. Es interesante apreciar que el crecimiento del ingreso per capita

es casi exponencial como funcion del IEC. Esto significa que pequefios incrementos

en el valor del indice, en el sentido creciente, implican crecimientos medibles y

cuantificables en el ingreso per capita de los habitantes.
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Figura 1.- Correlacion entre el indice del conocimiento y el nivel de ingreso per-capita de

los respectivos paises (IEC Banco Mundial, 2012).

¢, Cual es el IEC en México? En la evaluacion del IEC internacional del ano

2012, México se encontraba en el lugar 72 en relacién al resto de los paises, con

un valor de IEC de 5.07. Esto se correlaciona de manera directa con un ingreso per
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capita de entre 5,000 y 10,000 délares anuales. Como todo promedio, el IEC en
Meéxico oculta disparidades muy grandes. Esencialmente, el centro y norte del pais
acusan valores de IEC del orden de 6, mientras que estados del sureste, como
Guerrero, Chiapas y Oaxaca no superan un valor de 2.6. El estado de Morelos, con
una densidad de cientificos por habitante muy elevada, incluso equiparable a la de
varios paises desarrollados, solo alcanza un valor de 3.8 en el IEC (Banco Mundial,
IEC index, 2012). Este ultimo dato es muy interesante porque, en Morelos, hay una
gran cantidad de institutos de investigacién del mas alto nivel que, en conjunto
proporcionan una de las densidades mas altas de investigadores por habitante del
pais. A pesar de lo anterior, el IEC para el estado de Morelos es muy pobre. Esto
indica que la densidad y calidad de investigadores por habitante es un factor
necesario, pero no suficiente, para lograr valores del IEC altos. Para impactar de
manera directa el valor del IEC de una region, y por ende el nivel de bienestar de la
poblacion, es esencial que esta comunidad vincule sus esfuerzos a problemas y
retos locales. Es esencial que esta comunidad explicitamente agregue esfuerzos
con la cadena productiva y econdmica. Lo anterior, aunque hay contadas y notables

excepciones, no ocurre en Morelos ni en México de manera sistematica.

México y sus retos para acceder a la Economia del Conocimiento

México cuenta con las condiciones suficientes para convertirse en una
economia basada en el conocimiento ya que, al menos en las estadisticas oficiales,
cuenta con universidades de alto nivel, asi como una infraestructura de
telecomunicaciones moderna. Asimismo, México cuenta con innumerables oficinas

de transferencia tecnoldgica, programas de fomento para la vinculacién entre
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empresas y academia (como el programa FINNOVA del CONACyT, entre varios
otros). Finalmente, en nuestro pais existe un marco regulatorio cada vez mas
flexible en reglas para la innovacion, como lo prueba la reciente modificacion a la
ley de Ciencia y Tecnologia. Uno de los aspectos torales de esta reforma, entre
otras cosas, es que de manera explicita faculta a los investigadores a fundar
empresas de manera legal y transparente, sin incurrir en conflictos de interés. Sin
embargo, los elevados y dolorosos indices de pobreza, insuficiencia alimentaria,
dependencia tecnolédgica del exterior y el deficiente acceso a un nivel digno de
bienestar para nuestra sociedad, son una realidad tangible y cotidiana para un
numero elevado de mexicanos. Dado que tenemos una buena cantidad de factores
que permitan acceder a otro estatus como nacion, es importante preguntarse ;Qué
falta? ;Qué estamos haciendo mal? ;Qué podemos hacer en particular como
comunidad académica para contribuir a remediar, en la parte que nos corresponde,
el muy bajo nivel en el indice IEC en México? El problema es evidentemente
complejo y pasa por la revision de una politica de estado en Ciencia, Tecnologia y
normatividades a nivel federal. Como esa esfera es muy compleja, es importante
saber, desde la UNAM y en general desde las Instituciones de Educacion superior,
¢ qué hacer, qué mejorar? desde nuestra labor y quehacer dentro de instituciones
dedicadas a la investigacion y la ensefianza a nivel posgrado. Revisar en este
articulo todos los aspectos susceptibles de mejora a mejorar, desde la trinchera
académica, es ciertamente una tarea compleja. Sin embargo, es util, como ejercicio
gue espero motive revisiones similares en el lector, revisar aspectos en los que es
posible mejorar cosas localmente, en el ambito en el cual podemos incidir. En

particular, presentaré algunos puntos muy especificos y sugerencias de mejora
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dentro de la UNAM. Los puntos planteados ni son todos, ni las soluciones son las
mejores, pero hay que empezar a proponer y hacer. Mi propédsito es que en el lector
se catalice, con los puntos que refiero lineas abajo la meditacion del quehacer de la
UNAM como generadora de riqueza para los Mexicanos. En un mundo ideal,
ademas de meditar y proponer, seria extraordinariamente util para el pais que
llevemos a cabo estas mejoras y que las comuniquemos con los responsables de
implementarlas de manera practica, incluyéndonos a nosotros mismos, como

académicos.

1. Aspecto educativo. En México sélo cuatro de 100 estudiantes estudian
maestria y una proporcion aun menor un doctorado. Estar en un posgrado en la
UNAM o en cualquier IES es un privilegio. En general la formaciéon de los
estudiantes en nuestra Universidad a nivel Posgrado es elevada desde el punto de
vista académico. Esto se puede constatar con la participacién de la UNAM en el
Programa Nacional de Posgrados de Calidad (PNPC) del CONACyT. Sin embargo,
jpara qué y con qué capacidades se preparan estos estudiantes? En las areas
fisicas y biolégicas, por ejemplo, el modelo de educacion y formacion de los
estudiantes de doctorado es para que, a su vez, ellos se vuelvan académicos v,
entre otras cosas sean mentores de estudiantes de doctorado con su mismo perfil.
Esto es, preparamos a la élite educativa de nuestro pais para ser académicos como
nosotros, publicar y ser citados. En general no existen, en nuestro modelo de
formacion de estudiantes, las herramientas para que ellos puedan aspirar a otros

destinos fuera de la academia, que ademas no esta generando suficientes empleos
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para estos doctores. Una alternativa seria que parte de su formacion les faculte a
generar empresas de base tecnolégica basadas en el alto conocimiento que
adquieren. En este aspecto, tenemos gente educada al mas alto nivel y es muy
necesario ahora que adquieran experiencia y conocimientos en actividades propias

del sector productivo.

¢ Qué tenemos que mejorar aqui? Evidentemente, entre otras cosas, vincular
la educacion de nuestros estudiantes con el uso practico e inmediato de su
conocimiento en problemas de alta relevancia. Desde luego, generar ciencia basica
debe ser una parte fundamental de sus objetivos. Sin embargo, deben
contemplarse, también, formaciones orientadas al emprendimiento de base
cientifica, una cultura sana de proteccion intelectual y una orientacién parcial del
quehacer cientifico a problemas urgentes del pais en agua, sustentabilidad

alimentaria y salud, por ejemplo.

2. Los sistemas de Innovaciéon. La evidencia muestra que la UNAM ha
generado muy pocas empresas de base tecnoldgica de alto ingreso y alto impacto.
Nuestro nivel de patentamiento es muy bajo, del orden de decenas de patentes al
afo, contra el orden de cientos o miles en paises de alto IEC, a pesar de ser la
Universidad Nacional. Finalmente, los ingresos por licenciamiento de patentes de
base tecnoldgica son pobres. Nuestra Universidad cuenta con capacidad cientifica
y tecnologica equiparable a varias universidades europeas y norteamericanas. Sin
embargo, nuestra generacion de productos de alto valor, vinculacion con los

problemas nacionales y generacion de licenciamientos y empresas de base
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tecnoldgica es pobre. Instituciones como la Universidad de Oxford, por medio de su
agencia de innovacion, llamada ISIS, genera regalias por proteccion intelectual,
empresas de base tecnologica y “spin offs” del orden de mil millones de pesos
anuales. MIT, sin considerar sus ingresos por colegiaturas genera, por vinculacion,
cerca de 27 mil millones de pesos anuales. Esa es la escala econdmica correcta
que las vinculaciones de nuestra Universidad deberian estar generando. La UNAM
podria, con politicas de vinculacion mas agiles, generar recursos propios cada vez

mayores y disminuir su dependencia de fondos federales.

¢ Qué se puede mejorar aqui? EIl problema de la vinculacién universitaria es
complejo pero, en primer lugar, es importante que las personas encargadas de
dirigir las politicas de vinculacion tengan experiencia probada, ellas mismas en
vinculaciéon. Esto es, que los encargados a nivel directivo de vinculacién y
emprendimiento en nuestras universidades cuenten ellos mismos con experiencia
empresarial, de patentamiento y exposicion practica a la vinculacidon a un alto nivel.
En segundo lugar, es importante que las regulaciones de licenciamiento y
patentamiento sean disefiadas en base a esquemas modernos en este tema a nivel

internacional.

3. En el aspecto de acceso a tecnologias de la informaciéon, la UNAM es una de
las instituciones pioneras y lideres de la conectividad y el acceso a redes. Aunque
probablemente hay aspectos que mejorar, la conectividad de la UNAM es de de un

nivel muy razonable y, en relacion al IEC hay poco que comentar en este rubro.
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4.-Regulaciones, transparencia y las politicas de fomento. A nivel federal, en
diciembre de 2015 se aprobd la nueva Ley Federal de Ciencia y Tecnologia. Los
aspectos mas relevantes de ésta se presentan en el recuadro en este articulo. Esta
ley faculta y favorece, de manera liberal y explicita, la formacion de empresas de
base tecnoldgica, el fomento a la generacion de regalias y recursos financieros por
parte de académicos e investigadores vinculados a nivel federal. En contraste con
esta regulacién importante, la UNAM rige actualmente sus criterios en base a la
normatividad universitaria, la cual no contempla explicitamente este tipo de asuntos.
Es claro que en la UNAM existen vacios normativos referentes a nuevos esquemas
de transferencia de los productos del conocimiento a la sociedad, tales como el
establecimiento de empresas "spin-off". Esto podria obedecer a que histéricamente
los investigadores de la UNAM han estado alejados de aplicaciones practicas que
impacten el mercado. Sin embargo, en la medida que mas investigaciones puedan
resolver demandas de la sociedad, es necesario atender a la normatividad faltante.
Es fundamental generar, de manera agil, un marco especifico para el licenciamiento
y formaciéon de empresas en la UNAM, asi como formar departamentos juridicos

modernos, especializados en el tema de

Transferencia. El personal adscrito a estos departamentos juridicos y de vinculacién
deberia contar, por razones practicas, con experiencia fuera de la UNAM en
aspectos corporativos, de negocios, financieros y de vinculacion real en el mundo
fuera de la academia, para ser efectivos. Aunque esto es complejo, la simple

homologaciéon de las reglas de la UNAM en términos de emprendimiento y
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licenciamiento, con las actuales leyes federales, y en particular con la reforma del

2015 a la Ley de Ciencia y Tecnologia seria un avance importante.

El tema del incremento del IEC en México es muy complejo. Sin embargo, es
importante empezar en casa y preguntarse, como comunidad académica ;Qué
estamos haciendo, qué podemos hacer para contribuir a que nuestro pais transite
a una Economia Basada en el Conocimiento? ;Qué podemos hacer para que esto
ocurra rapidamente? Limitar nuestro quehacer académico a publicar, ser citados y
formar doctores con pocas posibilidades de contratacion fuera de la academia no
esta resultando, por si solo, una opcién que genere riqueza o bienestar tangible
para nuestro pais. Incrementar el nivel de bienestar y el ingreso de la poblacion
mexicana que confia en la UNAM, y que la sostiene con sus impuestos, depende
de qué respuesta demos a algunas de las preguntas planteadas arriba, con la
honestidad intelectual y autoevaluacion critica que debe caracterizarnos como
comunidad dedicada a la ciencia. Los estudiantes de ciencia, y los jovenes que se
incorporan a la ciencia tendran la ultima palabra sobre la implementacion de estas
ideas en el futuro, donde el trabajo académico de excelente calidad que se hace en
Meéxico se complemente con vinculacidn explicita del conocimiento que se genera

en México con las necesidades mas urgentes de nuestro pais.
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Respuesta magnética de metamateriales

Lucila Juarez y W. Luis Mochéan
Instituto de Ciencias Fisicas, UNAM
Cuernavaca, Morelos

Resumen

Discutimos la respuesta magnética a bajas frecuencias de un metama-
terial compuesto por cilindros metalicos no magnéticos embebidos en un
aislante. Obtenemos expresiones para dicha respuesta basada en la dis-
persion espacial de la respuesta dieléctrica macroscépica del sistema. La
respuesta magnética proviene de los cambios en la respuesta dieléctrica
asociados a la no uniformidad del campo eléctrico. Desarrollamos un mo-
delo sencillo para el caso de cilindros concéntricos con cortes laterales que
permite calibrar calculos numéricos que posteriormente emplearemos para
geometrias arbitrarias.

1. Introduccidon

Los metamateriales son sistemas artificiales compuestos de arreglos periodi-
cos de microestructuras cuya configuracion, geometria y composicion determi-
nan su respuesta 6ptica macroscopica. Controlando la microestructura es posible
disenar metamateriales con propiedades 6pticas exéticas, que no se encuentran
de forma natural en ningiin material. Un ejemplo interesante son los metamate-
riales conocidos como izquierdos. |1, 2]. En éstos existen rangos de frecuencia w
en los cuales tanto la permitividad eléctrica e(w) como la permeabilidad mag-
nética pu(w) son negativas|3|. La ley de induccion de Faraday implica que para
una onda plana el campo eléctrico E, la inducciéon magnética B y el vector de
onda k forman una triada ordenada derecha. De igual forma, la ley de Ampere-
Maxwell implica que E, el campo magnético H y el flujo de energia, descrito por
el vector de Poynting S, también forman una triada derecha. En los metama-
teriales izquierdos B = uH tiene la direcciéon opuesta a H, la triada ordenada
E, H y k es izquierda y S apunta en la direccion opuesta a k [4, 3, 5]. T.a
conservacion del impetu a lo largo de una superficie plana de uno de estos me-
tamateriales implica entonces que al refractarse en ella una onda se obedece la
ley de Snell pero con un indice de refraccion negativo (IRN). Asi, los rayos que
divergen de una fuente luminosa pueden converger sobre un punto focal después
de ser refractados por superficies planas. Aprovechando este efecto es posible,
por ejemplo, formar imagenes que alcancen resoluciones por debajo del limite
de difraccion [6, 7).
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Es posible producir un metamaterial izquierdo a partir de incrustaciones
metdlicas en un medio dieléctrico, donde la geometria de las microestructu-
ras dé origen a una respuesta magnética ain cuando los componentes no sean
magnéticos|8]. Un sistema sencillo que ilustra este efecto es un arreglo periodico
de tubos cilindricos metalicos de conductividad muy alta. Un campo magnéti-
co oscilando en la direccion del eje del cilindro induciria un campo eléctrico,
produciendo una corriente que circularia sobre la superficie de cada cilindro.
Esta corriente generaria a su vez un campo magnético en la direccién opuesta
al campo inicial, como si el metamaterial fuese diamagnético. El promedio de
ésta respuesta dentro de todas las celdas que componen el metamaterial de-
termina la permeabilidad magnética macroscopica del sistema. Un célculo muy
simple muestra que la permeabilidad efectiva de este sistema seria simplemente
uw=1— f donde f es la fraccion de llenado de los cilindros. Si bien este siste-
ma simple ilustra como obtener una respuesta magnética en un metamaterial
fabricado con componentes no magnéticas, esta geometria no da lugar a una
permeabilidad negativa.

Un sistema un poco méas complejo, con el cual si es posible obtener una per-
meabilidad g < 0 es un arreglo de tubos cilindricos metalicos con una apertura
lateral a través de la cual la corriente no puede fluir, causando asi una acumula-
cion de carga. El sistema se comporta entonces como un circuito LC (inductor-
capacitor) capaz de resonar a una frecuencia caracteristica determinada por la
geometria del sistema [9, 10]. Para frecuencias ligeramente superiores a la fre-
cuencia de resonancia es posible obtener valores negativos de la permeabilidad
magnética.

Diversos metamateriales con p < 0 han sido fabricados con éxito, prin-
cipalmete para frecuencias en el rango de los GHz y THz [11, 12]. Para estas
frecuencias, la estructura utilizada mas frecuentemente se conoce en inglés como
resonador de anillos partidos (o split-ring resonator o SSR en inglés), y consiste
en un par de espiras metalicas concéntricas con cortes laterales en direcciones
opuestas. Un arreglo periddico tridimensional de SSRs, en combinacion con una
malla de alambres delgados forman un sistema que puede presentar tanto una
u < 0 como una € < 0, y por tanto un indice de refraccién negativo, en un
rango de frecuencias que puede ser controlado variando ciertos pardmetros de la
estructura, como el tamano, ancho y separacion entre las espiras. Sin embargo,
como hemos mencionado, este tipo de sistemas opera generalmente en un rango
de GHz-THz. T.a posibilidad de manipular los parametros de estos sistemas para
lograr IRNs a frecuencias mas altas esta limitada por el tamano minimo reque-
rido para la fabricacion de los anillos. Seria por lo tanto importante contar con
un método que nos permita explorar geometrias mas complejas y estructuras
hechas de materiales diversos, con las cuales podamos generar resonancias en
otras frecuencias.

El propésito de este articulo es presentar y validar un método de célculo de
la permeabilidad de un metamaterial que en principio permitiria estudiar me-
tamateriales arbitrarios, con geometria arbitraria y con materiales que puedan
ser tanto aislantes como conductores, dispersivos y disipativos o no. La estruc-
tura del articulo es la siguiente: En la secciéon (2) calculamos la permeabilidad
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magnética efectiva de un sistema sencillo compuesto de una red de parejas de
cilindros concéntricos con aperturas laterales, en el limite de longitud de onda
larga, asumiendo que las paredes de los cilindros son perfectamente conducto-
ras e infinitamente delgadas. Este sistema es una referencia que permite hacer
predicciones simples que pueden ser comparadas con modelos de mayor genera-
lidad. En la seccion 3 mostramos como se puede obtener la respuesta magnética
de un metamaterial a partir de la no localidad de su respuesta dieléctrica. En
la seccién 4 presentamos un método recursivo muy eficiente que nos permite
calcular la respuesta dieléctrica no local de metamateriales de geometria y com-
posicion arbitraria, y por ende de su respuesta magnética. En la secciéon (5)
obtenemos algunos resultados para sistemas simples de los cuales obtenemos la
respuesta dieléctrica y comparamos su no localidad con la respuesta magnética.
Finalmente, en la secciéon 6 presentamos nuestras conclusiones.

2. Modelo simple

En esta seccion estudiaremos la permeabilidad magnética efectiva de un
mctamaterial formado por una red cuadrada de cilindros metélicos en el limite
de bajas frecuencias y longitud de onda larga. Cada celda unitaria de la red
contiene un par de cilindros concéntricos que tienen una apertura lateral a través
de la cual se interrumpe el flujo de corriente eléctrica. La apertura de los cilindros
se encuentra en direcciones opuestas como se muestra en la figura 1.

Consideremos un campo externo de induccion magnética uniforme B®*(t) =
ReB®* e~ ™% que apunta en la misma direccién z que el eje de los cilindros y
oscila a frecuencia w, donde Re(...) denota que debemos tomar la parte real de
la cantidad compleja (...), lo cual haremos implicitamente en adelante. El flujo
de este campo induce un campo eléctrico que impulsa una corriente superficial
a lo largo de la circunferencia de los cilindros conductores. Asimismo, esta co-
rriente eléctrica produce un campo magnético inducido que a su vez genera una
contribucion adicional al campo eléctrico y a la corriente misma. Por otro lado,
los cilindros tienen una apertura que impide el flujo de corriente, por lo cual la
corriente eléctrica inducida no serd homogénea, sino que variard alrededor de los
cilindros y gencrard acumulaciones de carga que seran una fuente adicional de
campo eléctrico. Haremos los célculos en la aproximacion de longitud de onda
larga, es decir, supondremos que la frecuencia y el vector de onda son pequenos
cuando los normalizamos con el tiempo que tarda la luz en recorrer la estructura
y el tamano de la estructura respectivamente.

Analicemos primero el caso de un solo cilindro de radio a. Como discutimos
arriba, debido a presencia de la apertura, el campo magnético externo da lugar
a una corriente superficial no uniforme K () = K ()60 que oscila con la misma
frecuencia w, donde 0 es el angulo alrededor del eje z medido desde el eje =
en la direccion de x a y, y 0 es un vector unitario tangencial a la superficie y
ortogonal al eje z, como muestra la fig. 1. Note que el problema posee simetria
translacional a lo largo del eje z y hemos colocado la apertura de los cilindros
de tal forma que el sistema sea simétrico con respecto al eje x. De este modo,
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Figura 1: Red cuadrada de cilindros conductores concéntricos con un corte late-
ral. Se muestran los radios de ambos ciliindros, los ejes coordenados, el angulo
0 y los vectores unitarios 0 y 7.

podemos expresar la corriente como una serie de Fourier en cosenos,
K(0) = Kjcos(i). (1)
l

De acuerdo a la ley de conservacion de la carga, una corriente inhomogénea
produciria una acumulaciéon de carga que en dos dimensiones podemos describir
mediante una densidad superficial de carga (). De la ecuacion de continuidad
en dos dimensiones,

%U-FVH-K:O (2)
obtenemos
a(6) = orsin(l6), (3)
l
donde
g = iKl. (4)
wa

La carga acumulada origina un potencial electrostatico ®(r) = ®(r,0) que
cumple con la ecuacion de Taplace V2 ®(r, #) = 0 tanto afuera del cilindro 7 > a
como adentro del cilindro r < a. Empleando la soluciéon general de la ecuacion
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de Laplace en coordenadas polares, obtenemos

B dy s1n(l9) (r <a)
(r,0) = Z { qu 'sin(1), (r > a) 5)

donde empleamos la condicion de que el potencial producido por el cilindro no
debe divergir en r = 0 ni en r — oo e introducimos las constantes a determinar

oy ol
El potencial (5) produce un campo eléctrico longitudinal EF = —V®(r)
cuya componente a lo largo de la direccion radial 7 (fig. 1) escribimos como
EL(r,0) ZE ) sin(10), (6)
donde a1 )
—oflr— r<a
EIL — l Y I d
rl(r) { lflT'_l_l. (T’ > (I) (‘)

La continuidad ®(a™,0) = ®(a™,0) del potencial electrostatico (5) en r = a
implica

dfa — ¢la”! = 0. (8)

Por otro lado, el campo eléctrico radial (7) tiene una discontinuidad E,.(a™,6)—
E.(a™,0) = 4mo(0) determinada por la carga superficial (ec. (4)), de donde

¢l 1a™7 + ¢lla! ™ = 4moy. (9)
De las ecs. (4), (8) y 9 podemos despejar

2 2
¢{ = lZKla y ¢ = izKla 7 (10)
qc qc

donde definimos el niimero de onda en el vacio ¢ = w/c. Substituyendo en la ec.
(7) obtenemos el campo radial

EL(r) = %ZK { ( (//) a)’ (11)

Ahora podemos escribir la componente del campo eléctrico longitudinal El a
lo largo de la direccién tangencial @

EL(r,0) ZEQZ cos(10) (12)
s = =gtk { e 650 03

De las ecuaciones (11) y (13) notamos que el término [ = 0 del campo lon-
gitudinal es nulo. Por lo tanto, la contribuciéon mas importante de este término
proviene del campo transversal, que calcularemos mas adelante.
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Por otro lado, ¢l campo cléctrico longitudinal E¥(r,0) induce un campo de
induccion magnética B(r) = B(r,0)Z en la direccion z que cumple con la ley
de Ampere-Maxwell,

(V x B) = —igE", (14)

tanto fuera como dentro del cilindro. Notamos que esta ecuaciéon no es exacta,
pues puede haber contribuciones adicionales al campo eléctrico y por tanto al
campo magnético. Estas seran discutidas mas adelante. Escribiendo la inducciéon
como

ZBZ cos(10), (15)
tenemos que para [ > 1
1 l ) ;
(VxB), = ;%B(r 0) = — Z ;Bl( r)sin(16), (16)
(Vx B), =—0.B(r,0) Z@ By (r) cos(16), (17)

donde introdujimos las abreviatura 0, = 9/0r y 09 = 0/00. Sustituyendo (11)
y (16) en (14) obtenemos

= Zai { Ol 0 <0 "

que ademas cumple con la proyeccion tangencial de la ec. (14) y con la pro-
porcionalidad entre la corriente superficial y la discontinuidad en la superficie
B(a™,0) — B(a™,0) = =47 K(0)/c, B;(a™) — Bj(a™) = —4w K, /¢, como podria-
mos obtener de integrar la ley de Ampere en un pequeno circuito que atraviese
la superficie del cilindro.

Recordemos que el término [ = 0 no contribuye al campo eléctrico longitu-
dinal y por lo mismo no hay una corriente de desplazamiento longitudinal con
[ =0y el campo de inducciéon correspondiente obedece simplemente la ley de
Ampere con una corriente superficial homogénea como fuente, i.e., su rotacional
es nulo tanto dentro como fuera del cilindro, i.e., 9,By(r) = 0 para r > a y para
r < a, con soluciones constantes By(r) = Bg fuera y Bo(r) = Bg dentro. La
discontinuidad del campo en la superficie es B(J; — B = —4nKy/c.

De acuerdo a la ley de Faraday, el campo B calculado arriba induce un
campo eléctrico transversal ET que obedece V- ET =0y

(V x ET) =igB, (19)

para el cual podemos hacer una expansion de Fourier, analoga a las ecs. (6) y
(12). Para el caso [ = 0 la ec. (19) se convierte en

1 |
~0,rE)] =igBy, (20)
.
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con solucion EJ (r) = qugr + ¢7/r, donde ¢” son constantes a determinar
y 7 indica si estamos dentro (v = d, r < a) o fuera (y = f, r > a) del
cilindro. Exigiendo que E7 sea finito para todo r y continuo en r = a, pues no
tiene fuentes singulares, obtenemos Bg =0,c?=0ycf = %Bgcﬂ, de donde

Bl = 4nKy/c,

Bo(r) = 4%}(0 « { (1) E: < Zg (21)
}’ .
i) = { i (S0 2

T.os términos [ > 1 de la componente transversal del campo eléctrico son
mas pequenos que los correspondientes términos longitudinales por un factor
(gqa)? (ver apéndice A) y por tanto, en el limite de bajas frecuencias y longitud
de onda larga podemos ignorar su contribucién. Por lo tanto, en este limite, el
campo eléctrico tangencial total Ey esta dominado por el término [ = 0 (ec.
(22)) del campo transversal y los términos [ > 1 del campo longitudinal (ec.
(13)).

Hemos encontrado arriba ¢l campo clectromagnético producido en la apro-
ximacion de longitud onda larga por una corriente que circula en la superficie
de un cilindro. Sin embargo, dicha corriente depende a su vez del sistema fisico
especifico y de la forma como el mismo es excitado. Consideremos primero un
cilindro metéalico con un apertura de ancho angular 2« y excitado por un campo
magnético externo oscilante dirigido a lo largo de su eje. Podemos caracterizar
la apertura a través de una funcién escaléon

1, (—ra<f<a)
00) = { 0. (en otro caso) (23)
Podemos expandir este escalén en una serie de Fourier
O(0) = > Oy cos(if), (24)
1=0

con coeficientes ) ( )
a/m, [=0
O = { 2sin(la)/ir. (1> 0) (25)

La corriente eléctrica debe ser nula en el escalon, K(6)O(6) = 0, condicion que
nos lleva a un sistema de ecuaciones acopladas para K; (ver apéndice B)

> O K =0 (26)

donde Oy, sc relaciona con O (cc. (25)) a través de

| ©0bom + Om, (l=0) ~
Oum = { ©00im + Olim + Oy_m, (1 2>1) 27)
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con 9y, la delta de Kronecker.

Por otro lado, el campo eléctrico tangencial total tiene tres contribuciones.
Una viene del campo inducido por el campo de induccion externo, Eg*(r) =
iqrB®* /2. Otra es el campo transversal con [ = 0 dado por la ec. (22) y la
ultima es el campo longitudinal con | > 1 dado por la ec. (13). Evaluando estos
tres campos en r = a obtenemos

Ey(a,0) = iqaB®™/2+ > e K; cos(10), (28)
=0
donde ) ( )
_ 2miqa 1, [=0
aTTe " { ~(qa) (1> 1) (#9)

A bajas frecuencias la conductividad de un metal es muy alta, por lo cual
supondremos que el cilindro esta hecho de un conductor perfecto en cuyo interior
el campo eléctrico debe anularse. La continuidad del campo eléctrico tangen-
cial implica que éste debe ser nulo en la superficie del conductor, es decir, en
todo el cilindro excepto en la apertura, condicion que podemos escribir como
Ep(a,0)(1—06(0)) = 0. Reescribimos ésta como otro sistema de ecuaciones para
Kl7

iane ((510 — @l + 21 K; — Z Omemt,, = 0. (30)

Aprovechando la formulacion obtenida arrlba para un solo cilindro, es muy
sencillo generalizarla para el caso de un par de cilindros concéntricos de radios a
v b > a, y aperturas 2a¢ en lados opuestos del eje 2, como ilustra la fig. 1, donde
el indice ¢ toma los valores a y b. En cada cilindro circula una corriente super-
ficial K¢(0) caracterizada por sus coeficientes de Fourier K f . Estas corrientes
producen campos eléctricos anélogos a los descritos por las ecs. (13) y (22) y
los cuales podemos evaluar en r = a, b, lo cual nos lleva a una ecuaciéon analoga
a la ec. (28) y que escribimos como

E(r = (.0) = E§(6) = iaCB™ /2 + 7% X,y ¢ 'K} cos(l6), (¢ = ab)
(31)
donde ¢, ¢" denota la contribucion al campo en el cilindro ¢ debido a la corriente
K" que circula en el cilindro 1, y toma los valores

aa __ 27iqga ba __ 2miga a ab __ 2miqa bb __ 2miqb
€o = ¢ > - ¢ b7 €o = —¢ > €0 = ~¢ 39
ed0 — _ 2wl 6ba — _ 2mil a eab — _ 2mil a bb _ _ 2mil ( )
l gca’ l qcb bl l gca bl l qcb *

Caracterizamos las aperturas de ambos cilindros mediante dos funciones es-
calon ©5(0) que toman el valor 1si ( =ay —a®* <0 <a®osi(=0by
T —a’ <0 <7+ ab, ytoman el valor 0 en otro caso. Estas funciones estan
caracterizadas por los coeficientes de Fourier

| a8/, (l=0)
o7 —{ 2(s9) sin(ia) fir, (1> 1) (33)
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donde el signo s = +1y s® = —1.
En cada apertura la corriente es nula, lo cual expresamos mediante

> e, K5, =0, (34)
en analogia con la ecuaciéon (26), donde
OS50, + 65 (1=0)
0% — Q~um m? 35
im { O§0m + Op,, + 05, (121) (35)

en analogia con la ec. (27). En ambos cilindros el campo eléctrico tangencial
debe ser cero, lo cual expresamos mediante

igCB™ (00 — OF) + Y 2ef"K[' =Y "> " 05, eSTK ], = 0. (36)

n n m=0

en analogia con la ec. (30).

Podemos resolver los sistemas de ecuaciones (26) y (30) para el caso de un
solo cilindro, o el sistema de ecuaciones (34) y (36) para el caso de dos cilindros
eligiendo un momento angular méximo I,m < Lyax. Entonces, las ecs. (26) y
(30) serian dos sistemas de L.y ecuaciones con Ly, variables K,,, mientras
que las ecs. (34) y (36) serian dos sistemas de 2L,y ecuaciones para las 2L ax
variables K1 . En ambos casos, el sistema aparentemente esta sobredeterminado.
Sin embargo, no todas las ecuaciones descritas arriba son linealmente indepen-
dientes y el nimero de ecuaciones independientes corresponde al nimero de
incognitas, por lo que los sistemas de ecuaciones pueden ser resueltos numeérica-
mente usando métodos como la descomposiciéon en valores singulares (conocido
como SVD por sus siglas en inglés) y Liyax puede incrementarse hasta obtener
convergencia.

Una vez obtenidos las soluciones autoconsistentes de K;, podemos usar la
definicién usual del momento dipolar magnético de un circuito (corriente por
area/c) para obtener el momento dipolar magnético por unidad de longitud
m/h = ma?Ky/c para el caso de un cilindro o m/h = 7a?K§¢/c + nb?K}/c para
el caso de dos cilindros, donde h — oo es su altura. Para un sistema periddico
con celdas unitarias 2D de area A, despreciando las interacciones entre celdas,
la magnetizacion seria M = m/hA, de donde podemos obtener la suceptibilidad
xXm = M/H = M/B® y la permeabilidad u = 1+ 4wy,

(37)

P 1 4m { ”T?QKO, (un cilindro)

- - >< 2 2 Kl
Bex ¢ K¢ + %KS. (dos cilindros)

3. Respuesta magnética y respuesta dieléctrica
no-local

Existen dos enfoques para la descripciéon de las propiedades electromagnéti-
cas de medios continuos. I.a mas comun consiste en introducir una permitividad
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€(w) y una permeabilidad p(w) que relacionan entre si al campo eléctrico E con
el desplazamiento eléctrico
D, =¢w)E, (38)

y al campo magnético H con el campo de inducciéon magnética
Bw - /vL(w)Hw (39)

para cada frecuencia w.

La dependencia de las funciones respuesta en w se conoce como dispersion
temporal y es consecuencia del tiempo finito que tarda el sistema en polarizarse
y magnetizarse. Es decir, al tiempo ¢, D y B en un punto dado dependen de
E yv H no sblo en ese instante, sino también en tiempos anteriores t'. Esto
puede apreciarse tomando la transfomada de Fourier temporal de las ecuaciones
anteriores y usando el teorema de la convolucion,

D(t) = /dt’e(t —t"E(t') (40)

}7

B(t) = / At u(t — 1V EL(1), (41)

donde €(t —t') y u(t —t') son las transformadas de Fourier de e(w) y de p(w)
respectivamente. En las ecuaciones previas dejamos implicita la posible depen-
dencia de los campos y de las funciones respuesta en la posicion r.

T.as respuestas descritas arriba pueden ser insuficientes cuando los campos
varian en el espacio con una escala de distancias comparable con la microescala
del sistema. En este caso, podria suceder que, por ejemplo, el desplazamien-
to D(r) en una posicion r dependa del campo eléctrico E(r') no solo en esa
posicion, sino también en otros puntos cercanos r’. En este caso, es necesario
generalizar la ec. (40) escribiéndola como una respuesta no local

D(r,t) = /dt’/dr’e(r,r’,t—t')E(r',t/), (42)

donde ademas la respuesta dieléctrica esta descrita por un tensor € con compo-
nentes €;;. En un medio uniforme, con simetria frente a translaciones arbitrarias,
podemos reemplazar la dependencia en 7 y 7’ por una dependencia simple en
la separacion r — r’, que podemos simplificar tomando una transformada de
Fourier espacio-temporal para obtener la relacion algebréica

Dkw = G(ki,w)Ek,w. (43)

Por lo tanto, un medio no local homogéneo puede describirse por funciones
respuesta que dependen tanto de la frecuencia como del vector de onda k. Por
analogia con la dispersion temporal, la no localidad de las funciones respuesta
se conoce también como dispersion espacial.

La posible dependencia de la respuesta dieléctrica tanto en w como en k
nos permite incoporar en ella la respuesta magnética del sistema. Para ello

.. 08 ...



advertimos primero cue es posible escribir las corrientes eléctricas asociadas a
la magnetizacion M, j3,, = ¢V X M — ikc X M como corrientes asociadas a
una polarizacion P, j, = 0P/0t — —iwP si anadimos a P un término de la
forma —kc x M Jw, i.e.,

P> P—kex M/w, M —0. (44)

Notamos en la ec. (44) que anadimos a la polarizacién un término proporcio-
nal a M y por tanto proporcional a la induccion magnética, segian la ec. (39). Sin
embargo, la ecuacion de Faraday nos muestra que la induccién es proporcional
al campo eléctrico

Bkw = kc x Ekw/w. (45)

Por lo tanto, a frecuencias finitas podemos describir completamente la respuesta
del material en términos de una polarizacion que depende del campo eléctrico,
elminando asi la permeabilidad de la descripcion de la respuesta electromagné-
tica de un material y usando exclusivamente la permitividad. El precio a pagar
por este procedimiento es que la permitividad resultante dependeria necesaria-
mente de k, como se infiere de las ecs. (44 y (45). Por lo tanto, € seria una
cantidad no local. Conversamente, la dependencia de € en el vector de onda k
puede reinterpretarse en términos de una respuesta magnética p.

Por lo anterior, al calcular la respuesta macroscopica de un metamaterial fa-
bricado de componentes no magnéticas, podemos considerar iguales a los campos
B y H. De esta manera, el promedio de todas las corrientes microscopicas esta
incluido por completo en la definicion del desplazamiento eléctrico D, que se
relaciona con el campo eléctrico E mediante el tensor dieléctrico € el cual es
necesariamente no local en presencia de efectos magnéticos.

Recordemos que el metamaterial es un cristal artificial con una celda unita-
ria que se repite periédicamente. Cuando el tiempo que tarda la luz en recorrer
una celda unitaria del metamaterial se vuelve comparable al periodo. o equiva-
lentemente, cuando la longitud de onda es comparable al parametro de red, los
los efectos no-locales se vuelven significativos. Esto puede conducir, como discu-
timos arriba, a una respuesta magnética efectiva, atin cuando los componentes
del metamaterial no sean magnéticos [13]. Es por esta razén que resulta nece-
sario tomar en cuenta la no-localidad en la descripcion de la respuesta optica
de los metamateriales con IRN. El tensor dieléctrico no local €(k,w) describe
tanto la respuesta dieléctrica como la respuesta magnética del sistema|14, 15].
El limite local de la permitividad €(w) corresponde al limite en que el campo
eléctrico varia lentamente, e(k — 0,w) del enfoque no-local. Anélogamente, el
limite local de la permeabilidad puede obtenerse a partir de las primeras co-
rrecciones no locales a la permitividad. En particular, puede obtenerse a partir
de una expansion de e(k,w) en potencias de k para vectores de onda pequerios,
como veremos mas adelante.

En la siguiente secciéon presentamos un formalismo basado en la recursion de
Haydock para el calculo de la permitividad macroscopica €pr(k,w), el cual he-
mos implementado en un eficiente paquete computacional que permite calcular
la funcion dieléctrica macroscopica de metamateriales a partir de la su geometria
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y de las propiedades de los materiales que los componen [16, 17, 18]. T.a depen-
dencia de la respuesta dieléctrica resultante en el vector de onda nos permitira
obtener una aproximaciéon para la permeabilidad magnética local macroscopica
dcl sistema.

4. Calculo recursivo

En esta seccion desarrollaremos un esquema eficiente para el calculo de la
respucsta dicléctrica no local de metamaterials con gecometrias y composicio-
nes arbitrarias. Para ello empezamos por eliminar el campo magnético de las
ecuaciones de Faraday y de Ampere-Maxwell llegando inmedidtamente a una
ecuacion diferencial de segundo orden para el campo eléctrico F,

dmriw w?

Jex+c_2

VxVxE= ¢ E, (46)

2
donde J., es una corriente eléctrica externa, no asociada a las corrientes de
conduccion, de polarizacion o de magnetizacion del sistema, c la velocidad de
la luz en el vacio. Usando que el rotacional de un campo longitudinal es nulo, y
que el rotacional del rotacional de un campo transversal es menos su laplaciano,
podemos reescribir la ec.(46) como una ecuacion de onda con fuentes,

WE = ———J (47)
w

donde .
W= <@ + q—2v275T> (48)

es el operador de onda microscopico, € es la funcion dieléctrica, que toma un valor
caracteristico en cada uno de los materiales que conforman al metamaterial, por
lo cual la designaremos como la respuesta microscopica, y la cual escribimos
como un operador lineal por economia de notaciéon como apreciaremos adelante,
Pr es un proyector que actuando sobre un campo vectorial cualquiera F nos
lleva a su proyeccion transversal Fr = PrF, vy ¢ = w/c es el nimero de onda
de una onda de frecuencia w que se propaga libremente libre en el vacio.

Despejando formalmente al campo eléctrico de la ec. (47) obtenemos

47y~

E=—-—"W1'J, (49)

w

y promediando obtenemos el campo eléctrico macroscopico,
ey 47TZ ~ —1

donde introdujimos el provector promedio P, tal que al actuar sobre un cam-
P

po cualquiera F' produce su promedio espacial F, = P,F. En este momento
no es necesario ain especificar qué entendemos por promedio. Nos basta con

<100 <.



cualquier operador que sea idempotente (el promedio del promedio es el pro-
medio), que no dependa de la posicion ni del tiempo para que conmute con
los operadores diferenciales y que elimine de cualquier campo las fluctuaciones
cspaciales asociadas a la textura microscopica del metamaterial. Notamos en ¢l
lado derecho de esta ecuacién que el promedio actia sobre el producto de una
constante multiplicada por un operador que actua linealmente sobre un campo
vectorial. Tipicamente, el promedio de un producto no es igual al producto de
los promedios, pues puede haber fluctuaciones correlacionadas. Sin embargo, en
el extremo derecho de la ec. (50) tenemos a la corriente externa, la cual, siendo
externa, no tiene nada que ver con la textura del metamaterial. Por lo tanto,
no tiene fluctuaciones espaciales provenientes del metamaterial, y es igual a su
promedio espacial, Joy = 75pJeX. De no ser asi, no tendria sentido elaborar una
teoria. macroscopica de la respuesta a dicha corriente. Por lo tanto, podemos
reescribir la ec. (50) como

A
Ev = —— Wi o, (51)
w

donde identificamos la inversa del operador de onda macroscopico
Wil =W = 1P (52)
M T P'pp — P D>

empleando la idempotencia del promedio. Podemos expresar este resultado di-
ciendo que el inverso del operador de onda macroscopico es el promedio del
inverso del operador de onda microscépico. En analogia a la ec. (48), interpre-
tamos al operador de onda macroscépico en términos de un operador dieléctrico
macroscopico

WM = (éM + %VQﬁT) (53)

q

de donde podemos despejar facilmente €p7. En resumen, nuestro procedimiento
de céalculo es partir de la respuesta dieléctrica microscopica para escribir el
operador de onda microscopico, invertirlo, promediarlo, invertir el resultado y
finlamente extraer la respuesta dieléctrica macroscopica.

Consideramos ahora un metamaterial binario, fabricado de dos materiales
isotropicos A y B, con permitividades €,(w) y €5(w) respectivamente, las cuales
son funciones complejas de la frecuencia en general. Podemos entonces reescribir
el operador de onda microscopico como

ey N V2
W:Z<u—6>+q—273¢p (54)
donde .
U= (55)

es conocida como la variable espectral, y el operador B corresponde a la funcion
caracteristica B(r) del medio B, la cual toma el valor 1 cuando la posicion r
esta en la region ocupada por el material B y toma el valor 0 en caso contrario.

« 101 <.



Vale la pena mencionar que la variable espectral u(w) contiene la informacion
sobre la composicion del metamaterial y sobre la respuesta de sus componentes
a distintas frecuencias w pero no depende de la geometria, mientras que la fun-
cion caracteristica depende tinicamente de la geometria y no de la composicion.
Podemos reescribir al operador de onda como

W= (u@‘l . B) , (56)
u
donde definimos el operador
oov2 )\t
§:<1+73T 3 ) ) (57)
q~€q

el cual veremos que juega el papel de una métrica.

Supondremos ademas que nuestro metamaterial es un cristal artificial con
una celda unitaria que se repite periddicamente. Este cristal esta caracterizado
entonces por una red de Bravais {R} y su correspondiente red reciproca {G},
de forma tal que, de acuerdo al teorema de Bloch, cualquier onda plana que se
propagiie en este cristal con algiin vector de onda k seria difractada, acoplandose
con ondas con vectores de onda de la forma k + G. Asi, las excitaciones del
sistema tendran la forma de una onda de Bloch. El hecho de que la red reciproca
sea discreta nos sugiere definir el promedio de un campo cualquiera F'(r) descrito
por una onda de Bloch con vector de Bloch k,

F(T) — ZFkGei(k-l—G).'r, (58)
G

como la contribucién cuyo vector de onda es k,

Fp(’l‘) = 75P Z FkGei(k+G)-r = Fkoeik'r. (59)
G

Nuestra eleccion de promedio descarta todos los vectores de onda k + G corres-
pondientes a vectores reciprocos G # 0 y s6lo conserva aquella componente con
G = 0. Entonces podemos representar al proyector promedio como 75p — dgo
en términos de una delta de Kronecker. Una interpretacion de este operador
promedio es como un filtro en el espacio reciproco que sélo conserva aquellos
vectores de onda en la primera zona de Brillouin y elimina todos los demas.

Usando el promedio anterior, podemos emplear la ec. (52) para escribir el
operador de onda inverso macroscopico como

W]\_/Il = Egpp (u - B§>_1 5 (60)

donde usamos el hecho de que el operador § no mezcla distintos vectores de onda,
y por tanto conmuta con el operador promedio. Notamos en el lado derecho de
esta ecuacion que contiene una expresion analoga a un operador de Green,

G=(c—T)", (61)
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como podria aparecer en un problema ordinario de mecénica cuantica, donde
identificamos la energia compleja € con la variable espectral € — u y al hamil-
toniano H con el producto H — B§. Una objecion a la identificacion anterior
es que el hamiltoniano es un operador Hermitiano, mientras que el producto Bg
parece no serlo. Sin embargo, este producto se vuelve hermitiano si reemplaza-
mos el producto usual (Y|y) entre dos vectores de estado |¢) y |¢) por un nuevo
producto escalar

(¢l) = (lgl¥) , (62)

en el que el operador g juega el papel de una métrica. Bajo este producto escalar
se verifica que

(@1Bgly) = (#lgBg [¢) = (¥|gBgle)" = (41Bgle)", (63)
por lo cual BQ si es hermitiano con respecto a esta métrica.

La analogia del operador de onda macroscopico con la funcién de Green
de problemas cuanticos simples, nos permite tomar prestados resultados de la
mecdnica cuantica para obtener la respuesta macroscopica. En particular, re-
curriremos a la recursion de Haydock |16, 17, 18]. En este método elegimos un
estado |0) inicial normalizado respecto a la métrica § y correspondiente a una
onda plana con el vector de onda k y cierta polarizacion e. A partir de |0) pode-

mos generar nuevos estados actuando recursivamente con nuestro hamiltoniano.
Dados los estados [0), |1),]2) ...|n), generamos el estado |n + 1) mediante

|TL/:—/1> = Bg|n> = bn—i—l‘n + 1> + an’n> + bngn|n - 1>7 (64)

donde elegimos los coeficientes de Haydock a, y b, de manera que los estados
|n) sean ortonormales

respecto a la métrica g, y g, = £1. Necesitamos introducir el signo g,, pues la
métrica § no es necesariamente positiva definida. Notamos que en esta bhase el
operador Bg} es tridiagonal y sus componentes se obtienen de los coeficientes de
Haydock, por lo que podemos escribir

u—ao —bi1g190 0 0
o —b1 u— aq —bggggl 0 e
<u - Bg) = 0 —b2 U — ag —b3ggg2 ce (66)

De acuerdo a la ecuacion (60) la respuesta macroscopica del sistema esta dada en
términos del promedio, que identificamos como el elemento 00, de la inversa de
esta matriz. Este elemento se puede obtener en forma de la fraccién continuada

U b2
e- W, e=— J0% 5 (67)
€A 9og1b7
u— ag — 3
919205
u—ay — 3
9293b3
u—ag —
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Tos coeficientes de Haydock que aparecen en (67) provienen de la aplicacion
reiterada de la funcion caracteristica, que depende exclusivamente de la geome-
tria, y de la métrica, la cual tiene una dependencia trivial en el nimero de onda
kq = \/€aq dec las ondas libres en ¢l medio A. Para cada valor de k., que a su
vez corresponde a un valor del nimero de onda libre ¢ = w/¢, la dependencia
en los componentes del metamaterial y su respuesta dinamica estd contenida
tnicamente en la variable espectral u. De la ec. (67) obtenemos la proyeccion
del operador de onda macroscopico W&l a lo largo del vector de polarizaciéon
e. Repitiendo el calculo anterior para suficientes direcciones e independientes,
podemos encontrar todas las componentes de W;j, el cual podemos interpretar
como un tensor cartesiano para cada valor de la frecuencia y del vector de onda
k. A continuacion podemos invertir este tensor para finalmente obtener el tensor
dieléctrico macroscopico

1

" (k*1 — kk) + WM (k,w). (68)

EM(k',, w) =
El método descrito anteriormente ha sido implementado en un paquete compu-
tacional que emplea el expresivo lenguaje PERL y su eficiente extensién numéri-
ca Perl Data Language |19, 20| y ha sido codificado como un sistema de objetos
en un paquete llamado Photonic que actualmente se encuentra disponible al
piiblico [21]. El elemento central en el célculo es la funcion caracteristica B(r)
la cual describe la geometria de la celda unitaria y la cual se puede representar
como un arrcglo D—dimensional de unos y ccros, donde 1 corresponde a los
pixeles o voxeles ocupados por el material B y los ceros a aquellos ocupados por
el material A.

Es importante notar que la métrica incluye al operador laplaciano, que en
la representacion del espacio reciproco, donde los estados |¢) son representados
como 1ina suma de ondas planas, corresponde a V2 — —||k+ G||?. Por lo tanto,
la respuesta dieléctrica obtenida en este esquema es no local. La dispersion
espacial se manifiesta a través de la dependencia en el vector de onda k adicional
a la dependencia en la frecuencia w, como se observa explicitamente en la ec.
(68). De nuestro calculo no local podriamos obtener una respuesta dieléctrica
local tomando el limite de longitudes de onda largas, vectores de onda pequenos,

ey (W) =ey(k—0,w). (69)

Sin embargo, este limite local es insuficiente para el calculo de propiedades 6pti-
cas, pues la relacion de dispersion electromagnética en un material es cuadréatica
en el vector de onda. Por lo tanto, es indispensable aproximar la respuesta die-
léctrica al menos hasta el orden cuadratico en potencias de k. De esta expansion
es posible obtener, a un primer orden de aproximacion, la respuesta magnética
local asociada a la dispersion espacial de € como veremos a continuacion.

La forma mas sencilla de hallar la permeabilidad magnética correspondiente
se sigue de la relacion de dispersion de las ondas electromagnéticas transversa-
les a lo largo de los ejes de simetria y para campos polarizados a lo largo de
direcciones principales. Tlamando €y (k,w) al valor principal correspondiente
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de €ps y habiendo fijado la direccion de k, la relacion de dispersion se sigue
inmediatamente de la ecuacion de onda y es

k? = enr(k,w)q>. (70)

Haciendo una expansion de Taylor hasta orden cuadratico,

k:O) 7, (71)

donde hemos eliminado el término lineal en k suponiendo que el sistema es
invariante frente a inversiones temporales t — —t, k — —k. Despejando k? de
esta ecuacion, podemos reescribirla para obtener la forma convencional de la
relacion de dispersion

k2 = (0 )+1/<:2a—2 (k,w)
- EM 7w 2 akQEM 7w

k? = enr(w)pnr (W), (72)

donde identificamos la permeabhilidad magnética como

En resumen, hemos mostrado un esquema que nos permite calcular la per-
mitividad y la permeabilidad locales macroscopicas de un metamaterial binario
con una composicion y geometria arbitrarias en el limite de longitud larga. Para
esto, obtenemos primero la respuesta dieléctrica no local usando un formalismo
numéricos como el método de Haydock presentado en esta seccion, y poste-
riormente tomando su limite local y calculando su segunda derivada respecto
al vector de onda con la cual encontramos una expresion aproximada para la
permeabilidad magnética del sistema.

5. Resultados

Como un primer calculo para probar el formalismo de la seccién anterior,
consideremos una red cuadrada con pardmetro de red d de cilindros conductores
huecos sumergidos en el espacio vacio sin apertura, con un radio exterior a =
0.5d y un radio interior 0.1d..

De acuerdo a nuestro modelo simple para conductores perfectos, (seccion 2)
cuando los cilindros no tienen aperturas (el dngulo o = 0 en la Ec. (23)) las
ecs. (26) desaparecen y las ecs. (30) conducen a Ky = —iqaB®*/2eq y K; = 0
para [ > 1, por lo cual la Ec. (37) lleva al resultado simple p = 1 — f, donde
f = ma?/d? es la fraccion de llenado de la regién encerrada por la superficie
exterior de los cilindros.

Utilizando el formalismo presentado en la seccién anterior realizamos célculos
numéricos de la permitividad no-local macroscopica €y, de dicho metamaterial
asignandole diferentes permitividades €, a los conductores. Recordemos que a
hajas frecuencias €, es vuelve negativa y de mayor tamano mientras mejor es el
conductor.
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Figura 2: Permitividad eléctrica ep; a [recuencia w = 0.1¢/d obtenida numérica-
mente (circulos) y analiticamente (linea punteada), como funcion del cuadrado
k2 del vector de onda, para una red cuadrada de clindros metalicos huecos con
radio exterior 0.4d y radio interior 0.1d, correspondiente a una llenado (exterior)
f = 0.5, donde d es el parametro de red. La linea continua muestra el limite para
un conductor perfecto. Los resultados se muestran para diferentes valores de la
permitividad eléctrica del metal como se indica en el interior de cada recuadro.
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También llevamos a cabo un calculo analitico resolviendo la ecuacion de
Helmholtz para el campo magnético en la region metalica y empatandolo con
un campo magnético que no depende de la posicion en la regiéon del vacio, donde
suponemos vale la aproximacion de longitud de onda larga.

La figura 2 muestra los resultados de la componente transversal del tensor
de permitividad ej; no local a frecuencia w = gc con ¢ = 0.1/d como funcion
del cuadrado k? del vector de onda para una red cuadrada de cilindros meta-
licos huecos con radio interior 0.1d y radio exterior a = .4d, correspondiente a
la fraccién de llenado f ~ 0.5. Si el conductor fuera perfecto la distancia de
penetracion del campo seria cero y el ancho de las paredes seria irrelevante, el
resultado dependeria exclusivamente del radio exterior de los cilindros. En la
figura mostramos los resultados que esperariamos para un cilindro conductor
perfecto, u = 1 — f y los resultados del calculo analitico en la aproximacion de
longitud de onda larga.

Para una permitividad e, negativa, cuyo tamaiio es del orden de 102, 1a apro-
ximacién analitica no describe satisfactoriamente las correcciones no locales a
la respuesta macroscopica del sistema, pues la permitividad del cilindro es sélo
dos 6rdenes de magnitud mayor que la del vacio, por lo que la distancia de pene-
tracion del campo en el cilindro es apenas un orden de magnitud menor que la
longitud de onda en el vacio. Esto es consistente con la discrepancia que muestra
la fig. 2 entre el resultado analitico y el resultado numérico. T.a discrepancia con
el modelo de conductor perfecto es atin mayor. Sin embargo, para permitividades
metélicas con valor absoluto del orden 10 o mayor, los resultados numéricos tie-
nen un excelente acuerdo con los del modelo analitico. Finalmente, observamos
también, que al aumentar ain mas la permitividad de los cilindros metalicos.
cnando alcanza valores del orden 107 o mayores, obtenemos finalmente 1n acuer-
do con el resultado esperado para conductores perfectos. Resultados similares
se obtuvieron para otras fracciones de llenado de los cilindros. Sin embargo, en
nuestro modelo numérico no podemos llegar a valores mucho mayores de ¢, por
dificultades de convergencia. Recordemos que el calculo numeérico inicia a partir
de la funcién caracteristica B(r) que representamos como un arreglo de pixe-
les o voxeles. No podemos esperar que el método numérico funcione cuando la
distancia de penetracion del campo sea menor a un pixel, pues seria imposible
representar dicho decaimiento con un arreglo discreto. Por lo tanto, al aumentar
el valor absoluto de ¢, es necesario aumentar el tamano de nuestros arreglos,
con el consecuente aumento del tiempo de computo.

El hecho de que para este sistema los resultados numeéricos coincidieran con
los resultados de aproximaciones simples en aquellas regiones donde esperamos
que las mismas sean validas, sugieren que la permeabilidad magnética a bajas
frecuencias si esta bien descrita por la dependencia en el vector de onda de la
permeabilidad macroscopica no local.

Habiendo verificado la eficiencia y las limitaciones de nuestro método con
un metamaterial muy sencillo, podemos proceder a analizar la respuesta mag-
nética de un metamaterial més interesante, que permita obtener resonancias y
valores negativos de la permeabilidad. En particular, seria importante investi-
gar la geometria del tipo split-ring que analizamos en la seccién 2, con el fin de
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Figura 3: Permeabilidad magnética p de una red cuadrada de cilindros con-
ductores perfectos de radio a = 0.4d y fracciéon de llenado f =~ 0.5 para dis-
tintas semiaperturas angulares a entre 0.01 y 0.1. El célculo fue realizado con
Linax = 100 valores para el momento angular [.

comparar nuestros resultados y valorar la posibilidad de aplicar nuestro método
en geometrias ain mas complejas.

Como un primer paso, exploraremos la respuesta de una red de cilindros con-
ductores perfectos interrumpidos mediante una apertura de ancho angular 2«
empleando el formalismo de la seccion 2. La fig. 3 muestra la permitividad co-
mo funciéon de la frecuencia para diversos valores de a. Vemos que para a = 0.1
se ve claramente una resonancia tras de la cual la permeabilidad toma valores
negativos. Sin embargo, dicha resonancia aparece a una frecuencia gqd = wd/c
muy cercana a 1, por lo cual no esta justificada la aproximacion de longitud de
onda larga. Intentamos recorrer la resonancia a frecuencias menores cerrando la
brecha. Si bien para a = 0.05 y a = 0.04 1a frecuencia de la resonancia disminu-
ve, lo hace muy ligeramente. Para a méas pequena, la resonancia aparentemente
desaparece.

Un andlisis mas cuidadoso nos hacc ver que aperturas tan pequenas como
0.01-0.03 dificilmente pueden representarse mediante una serie de Fourier (24)
truncada con un valor tan pequena de Ly,.y. El principio de incertidumbre nos
sugeriria que Ly.x debe ser mayor a 1/2«a. Para verificar ésto, en la fig. 4
repetimos el céalculo anterior para una apertura pequena pero para distintos
valores de Ly,.x. Observamos que al aumentar L., reaparece la resonancia
que habiamos perdido al cerrar la apertura. Sin embargo, la posicion de la
resonancia sigue siendo muy alta, a pesar de que escogimos una apertura tan
pequena que dificilmente podria realizarse experimentalmente.
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Figura 4: Permeabilidad magnética p de una red cuadrada de cilindros conduc-
tores como los de la figura 3 con una semiapertura a = 0.025 pero calculado
con distintos valores de L.« entre 50 y 300.

Podemos entender el problema con los sistemas recién explorados si los vi-
sualizamos como unos circuitos LC. La capacitancia proviene de la brecha, pero
como nuestros cilindros son infinitamente delgados, dicha capacitancia es muy
pequena y por tanto la resonancia 1/@ corresponde a una frecuencia tan
alta que las aproximaciones no son validas. Para incrementar la capacitancia
y contar con mas parametros que permitan entonar la resonancia es que se ha
recurrido a cilindros dobles con aperturas, como los ilustrados en la fig. 1. Como
muestra la fig. 5 con aperturas relativamente anchas podemos obtener resonan-
cias bhien desarrolladas y entonarlas hacia valores hajos de la frecuencia donde
las aproximaciones realizadas conducen a errores pequenos.

Finalmente, en la figura 6 mostramos el resultado de nuestro calculo numé-
rico no local para una red de cilindros dobles abiertos. Para hacer el calculo
numérico obtuvimos para cada frecuencia la componente transversal del tensor
de permitividad ej; como funcién del cuadrado k? del vector de onda, ajusta-
mos una recta al resultado y obtuvimos la permeabilidad pps usando la ec. (73).
Tal como esperabamos tras analizar la fig. 5, obtuvimos una resonancia en la
permeabilidad a frecuencias no demasiado altas arriba de la cual toma valores
negativos. Como una referencia, también mostramos en la figura los resultados
del modelo simple. Como la distancia de penetracion del campo en un metal a
bajas frecuencias es muy pequena, empleamos el radio mayor del cilindro interior
y el radio menor del cilindro exterior como los radios a y b que aparecen en dicho
modelo. El acuerdo cualitativo entre los resultados de ambos modelos es muy
bueno, aunque su frecuencia de resonancia no es idéntica. Esto se debe a que en

<109 ...



Two split rings b=.4

15 T T T T
a=.3al=8 ——
a=.3al=4
a=.3 al=.2
a=.35al=.2
10 - a=.37 al=.2 b
5| 4
>
IS //
Z L
2 of | ! ]
(]
£
(0]
[« 9
5 | 4
210 + 4
-15 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Frequency qd

Figura 5: Permeabilidad magnética p de una red cuadrada de cilindros conduc-
tores dobles con radio b = 0.4d y distintos valores del radio a y entre 0.3d y
0.37d y semiaperturas a = 3 entre 0.2 y 0.8.

el modelo numérico no podemos alcanzar el limite de un conductor perfecto ni
podemos hacer que su ancho se anule, por lo que la respuesta microscopica y la
geometria no son idénticas entre ambos modelos.

Notamos en las figs. 3-6 que a bajas frecuencias la permitividad uy; ~ 1,
pues los anillos abiertos no pueden sostener una corriente DC, mientras que a
altas frecuencias pu ~ 1 — f pues los capacitores se comportan como circuitos
cerrados y los anillos se comportan como si no tuvieran aperturas.

Encontramos entonces un rango de frecuencias entonable en el cual la per-
meabilidad es negativa y seria posible construir un metamaterial izquierdo, siem-
pre y cuando logremos al mismo tiempo una permitividad eléctrica negativa.
Esto se puede lograr combinando el sistema que analizamos arriba con una ma-
lla de alambres metélicos muy delgados que hagan que el sistema se comporte
macroscopicamente como un mal conductor.

6. Conclusiones

Hemos presentado un método simple para el cdlculo de la respuesta magné-
tica macroscopica de metamateriales que contienen fases conductoras perfectas
con geometrias muy sencillas y un método que permite el célculo de la respues-
ta dieléctrica no local de metamateriales de geometria y composicion arbitraria.
Asimismo, hemos mostrado como relacionar la no localidad de la respuesta die-
léctrica con la respuesta magnética. Hemos aplicado ambos métodos a sistemas
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Figura 6: Permeabilidad magnética p calculada numéricamente para una red
cuadrada de parejas de cilindros conductores abiertos. Un cilindro de cada pareja
tiene radio interior 0.26d y radio exterior a = 0.32d. El otro tiene radio interior
b = 0.34d y radio exterior 0.4d. T.a apertura corresponde a una separacion 0.06d.
La permitividad de los metales se tomé como €, = —10%. También se muestran
los resultados del modelo simple para parejas de cilindros conductores perfectos
con paredes infinitamente delgadas y radios a y b con la misma apertura.
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simples y hemos comparado los resultados, lo cual nos permite concluir que el
célculo de la respuesta magnética a partir de la no localidad es viable y conduce
a buenos resultados, con la ventaja de ser un método aplicable a geometrias va-
riadas y complejas y permite atacar sistemas realistas fabricados con materiales
dispersivos y disipativos.
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A. Apéndice: Campo transversal

La corriente eléctrica (1) y el campo eléctrico longitudinal ((12) y (13)) pro-
ducido por la correspondiente acumulacién de carga da lugar a una induccion
magnética B ((18) y (21)) en la direccion z que a su vez da origen a un campo
eléctrico transversal que cumple la ec. (19). Expandemos las componentes radia-
les y tangenciales de este campo de manera analoga a la mostradoa en las ecs.
(6) y (12) definiendo asi contribuciones EX,(r) y E} (r) para cada [. Podemos
entonces reescribir la Ec. (19) para [ > 1 como

YO () 1) = "< { U S

Dado que ET es un campo transversal, cumple con V- ET = 0, lo cual reescri-
bimos como
orrEL (1) = 1Eg,(r), (75)

que usamos para eliminar E(R) de la ec. (74) y obtener

0,10, E5(r) - PEL() = " { C05 S )

con una solucion particular de la forma

Edpltt (r <a)
T _ r ) o derd
Erl(T)—{ Efr—l—o—l. (r>a) (77)

Sustituyendo la cc. (77) en (76) obtenemos ¢l campo radial

(a/r)'/(1=1), (r>a)

valida solo para [ > 2 (los casos | = 0,1 se discutiran mas adelante). Sustitu-
yendo en la ec. (75) obtenemos el campo tangencial

Eg;(r) — @ZKZ X { (T/a)l/(l + 1)7 (T < a) (78)

iwqr (r/a)'(1+2)/(1+1), r<a -
EQT[(T):TKl % { —(a/) (1 —-2)/(1—-1) r>a (79)
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Debemos anadir a las soluciones particulares (78) y (79) de las ecs. (74) y (75)
las soluciones de las correspondientes ecuaciones homogéneas, proporcionales a
r~=ly a =l para r > a y r < a respectivamente. Los coeficientes de estos
términos se obtienen de imponer condiciones de continuidad en r = a y conducen

a la solucion final

oy imar K[ (rfa) (10— 1)~ (1 -2+ 1)(a/r)? (r <a)
Bn) =5 25 {<a/r>l<za+1>—<Z+2><Z—1><a/r>2, (r>a) &
.
pT — K {(/)((z N -1)— (-1 +1)afr)?  (r<a)
i) = 50 o1\ ~(a/m) (- 2+ 1) — (L + 21— 1)(afr)?), >0
para [ > 2.

Evaluando estas expresiones en r = a y comparandolas con el campo longi-
tudinal (11) y (13) obscervamos que ¢l campo transversal cs del orden de (ga)?
veces mas pequeno. Por lo tanto, en el limite de longitud de onda larga po-
dermos despreciar al campo eléctrico transversal comparado el campo eléctrico
longitudinal.

Para l = 1y r < a las soluciones (80) y (81) no son validas. Sin embargo,
podemos seguir un procedimiento similar al anterior para resolver las ecs. (74)
y (75) para hallar

_ imqa —(r/a)?, (r <a) ~
SR R AR A B
}7
_ imga —3(r/a)?, (r <a)
E’Tl(r) T 4c Ky x { 4log(r/a) — 3(a/r)?, (r > a) (83)

Notamos que ahora aparece un término que diverge cuando r — oo, aunque
muy lentamente, por lo cual no afectaria los calculos en un metamaterial con
una celda unitaria finita. A esta solucién se le puede anadir un campo constante
sin afectar ni las ecuaciones diferenciales ni las condiciones de continuidad. Al
igual que los casos con [ > 2, el campo transversal con [ = 1 evaluado en la
superficie r = a del cilindro es (ga)? veces menor que el correspondiente término
longitudinal y es por tanto despreciable en el limite de longitud de onda larga.

Finalmente, en el caso [ = 0 no hay campo longitudinal y el campo trans-
versal fue evaluado explicitamente en el texto, ec. (22).

B. Apéndice: Funcién escalén

Expandendo en cosenos la funcion escalon (23), (24) y la corriente superfi-

cial (1), podemos expresar el hecho de que la corriente no fluye en la apertura
©(0)K(0) =0 como

S 0, Ky cos((n+m)6) + % S cos((n—m)).  (84)
n,m=0 n,m=0
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usando identidades trigonométricas para el producto de cosenos. Podemos rees-
cribir la primera suma como

oo oo 1
Z ©,, K, cos((n +m)f) = Z Z O)—m K, cos(10) (85)
n,m=0 I=0m=0

introduciendo el indice | = n+ m. Para la segunda suma de la ec. (84) podemos
tratar por separado los casos n > m,

co n—1 oo oo
Z Z 0, K, cos((n —m)f) = Z O+ Ky, cos(10), (86)
n=1m=0 =1 m=0
n=m,
Y > OuKpcos((n—m)f) =D 0,K,, (87)
n=0m=n n=0
yn<m
Z Z 0, K, cos((n —m)f) = Z O,n—1 K, cos(16), (88)

n=0m=n+1 =1 m=I

donde hicimos los cambios de variable [ =n —m, [ =0y [ = m — n respectiva-
mente. Sustituyendo las ecs. (85)-(88) en la ec. (84) y usando la independencia
lineal de las funciones trigonométricas coslf, [ = 0,1,2... podemos reescribir
la Ec. (84) como un sistema de ecuaciones

0= OmKp, (=012..) (89)
m=0

donde la matriz Oy, se relaciona con los coeficientes de Fourier ©; de O(0)
mediante la ec. (27). Este resultado es la version para series de cosenos del
conocido teorema de la convolucion.
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La exploracién del cosmos y los telescopios espaciales!
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ABSTRACT

Se presenta una introduccién general al tema de la Ciencia y la Tecnologia y
Espaciales, enfocada a las cuatro razones principales por las cuales la exploracion
espacial es importante: 1) la busqueda del conocimiento, por el conocimiento
mismo; 2) la seguridad nacional; 3) los beneficios comerciales; y 4) la sobreviven-
cia de la humanidad a largo plazo. Se incluye una recopilacion de datos historicos
sobre las sondas espaciales lanzadas por diversos paises, asi como datos sobre al-
gunos de los riesgos involucrados en los vuelos tripulados.

Subject headings: Industria aeroespacial; estudios espaciales; telescopios espa-
ciales

1. Introduccién

El espacio interplanetario ha sido hasta hace poco tiempo una frontera inpenetrable
para los seres humanos. A pesar de los muchos vehiculos espaciales que han sido construidos
por hombres y mujeres en la Tierra, ninguno ha transportado a un ser humano mas allé
de la Luna, y las ultimas pisadas del Homo Sapiens en este satélite natural van a cumplir
medio siglo. En cuanto a vehiculos no tripulados, el artefacto terricola que mayor distancia
ha recorrido es el Voyager-1, lanzado a finales de los anos 1970’s y que apenas recientemente
ha entrado al espacio interestelar? Sin embargo, los avances tecnolégicos y los intereses com-
erciales actuales comienzan a ofrecer la posibilidad de que, en un futuro cercano, finalmente
viajemos nuevamente los humanos a alguno de los cuerpos celestes vecinos.

L Este texto fue redactado y formado en LaTeX por G. Koenigsberger utilizando la clase aastex.cls de la
AAS y el paquete graphicz. Cualquier error es responsabilidad de la autora.

2Véase http://voyager.jpl.nasa.gov/where/ en donde se monitoréa dia con dfa el avance de este artefacto
y su “gemelo”, el Voyager-2.
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Por otro lado, ante la imposibilidad de explorar el cosmos fisicamente, hemos construido
observatorios astronémicos que nos han permitido estudiar, no solo nuestro sistema solar, sino
también estrellas y galaxias situadas a distancias inimaginables. Podemos caracterizar las
ultimas cuatro décadas como la Era de los Descubrimientos Astronémicos, por los fenémenos
nuevos que se han observado, aunados al modelaje con simulaciones numéricas que permite
explicar los procesos fisicos observados.

Muchos de los nuevos descubrimientos astronémicos se deben a los telescopios espaciales.
Estos son sistemas robodticos semi-auténomos, colocados en orbita alrededor de la Tierra a
distancias suficientemente grandes como para eliminar los efectos limitantes de la atmosfera.
Estos efectos son: 1) la turbulencia atmosférica, la cual degrada enormemente la resolucién
espacial, impidiéndo asi ver muchos de los detalles en las imégenes; y 2) la opacidad a
radiacién en longitudes de onda del ultravioleta lejano, rayos-X y rayos-y que hace imposible
observar el cosmos desde la sueperficie terrestre en estas longitudes de onda.

Entre los ejemplos de los descubrimientos mas impactantes se destacan los discos proto-
planetarios en la Nebulosa de Orién, en donde se pudo comprobar la teoria que predice la
forma en que nacen las estrellas de baja masa acompanados de sus sistemas planetarios.
También, se detectaron por primera vez una multitud de objetos que emiten enormes canti-
dades de rayos-X y rayos-v, delatando la presencia de fenémenos de aceleracion de material
a velocidades imposibles de alcanzar en la Tierra, salvo quizas en los aceleradores mas po-
tentes. Estos fendmenos se asocian a la presencia de estrellas de neutrones y hoyos negros,
objetos predichos tedricamente pero que tuvieron que esperar a los observatorios espaciales a
ser detectados. Cabe también destacar que el Sol también es una fuente de rayos-X y de luz
ultravioleta, radiacién que se origina en las zonas externas (llamadas cromdsfera y corona).
El poder observar la actividad solar en estas longitudes de onda ha permitido conocer mejor
los efectos de la interaccion del viento solar con el campo magnético de la Tierra.

Los telescopios espaciales se han apuntado también hacia nuestro propio planeta, La
Tierra. Por ejemplo, una de las ultimas generaciones de observatorios en o6rbita (llamado
GOES-16) puede obtener una imagen de alta resolucién espacial de todo el hemisferio ter-
restre cada 15 minutos en 16 bandas de energia. Esto permite trazar con gran detalle los
movimientos y temperaturas de nubes y predecir los estados del clima a corto plazo.

En este capitulo presentamos una introduccién al tema de la exploracion del espa-
cio. Esta incluye datos frios y descripciones de la tecnologia. Sin embargo, también men-
cionamos algunos de los principios basicos que deben regir todos los aspectos de esta empresa
basandonos en algunos ejemplos histéricos.
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Fig. 1.— Concepcion artistica de la captura de un asteroide para poderle extraer metales y
otros elementos y compuesto, o bien desviarlo de una érbita que lo podria llevar a colisionar
con la Tierra.
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Fig. 2.— Imédgenes del Sol captadas en tres longitudes de onda: 304 A, 171 A, y en rayos-X.
Los flujos en las diferentes energias son producidos por distintos procesos fisicos. Por ejemplo,
los rayos-X se deben a la aceleracién de particulas en la regién de la Corona solar, razén
por la cual esta emisién aparece tan lejos de la superficie del astro. Créditos: NASA. Ver
https://stereo.gsfc.nasa.gov/classroom/EUVsun.shtml para una explicaciéon de los procesos
visibles en este tipo de iméagenes.

2. Porqué explorar el cosmos?

Hay al menos cuatro razones que han motivado la exploracion espacial y que la siguen
motivando, hoy mas que nunca.

2.1. El conocimiento por el conocimiento mismo

La primera y mas fundamental de todas es la necesidad que ha impulsado al ser humano
a siempre ampliar las fronteras de su conocimiento y explorar lo desconocido. Aunque en
gran medida esta necesidad encuentra su origen en la lucha por la sobrevivencia, una parte
de ella nace simplemente de la curiosidad por saber qué es lo que yace mas alla del territorio
conocido. Esta es la busqueda del conocimiento por el conocimiento mismo, y generalmente
se refiere a la investigacion que se efectiia en temas que no parecieran tener una aplicacion
“util” para la sociedad contemporanea. Es importante remarcar, sin embargo, que un gran
numero de los avances tecnologicos que definen al inicio del Siglo 21 son resultado de la
investigacion efectuada en temas a los que no se les veia en su tiempo ninguna utilidad
practica.
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2.2. Seguridad Nacional

Un segundo objetivo de la exploracion espacial es la seguridad nacional. Observar a
la Tierra desde arriba de su atmoésfera proporciona una vista panoramica de los estados
meteorologicos, movimientos de vehiculos, incendios, entre otros. Ademads, existen redes de
satélites que permiten el uso eficiento de los GPS (Global Posicioning Sensors) y satélites
con detectores para la radiacién infrarroja que permiten identificar la ubicacién de seres
humanos, manadas de animales, fallas geoldgicas, rupturas en gasoductos y oleoductos. No
es coincidencia que los programas espaciales mas avanzados pertenecen a los paises que
poseen las potencias militares mas poderosas del mundo.

25
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Fig. 3.— Distribucion espectral de la radiacién del Sol que llega a la distancia de la 6rbita
de la Tierra (en amarillo) y la que logra propagarse por la atmésfera de la Tierra y llegar a
la superficie (en rojo). Nétese que la cantidad de energia que llega a la superficie terrestre
en la region ultravioleta del espectro es casi nula, asi como en las bandas moleculares de
HyO y C'O,. Es de notarse también que estas bandas moleculares son responsables, en gran
medida, del efecto “invernadero” que mantiene a la superficie terrestre mas caliente de lo
que seria si no tuviera una atmosfera con esta composicion molecular.

2.3. Intereses comerciales

Un tercer objetivo es ino de interés comercial. La industria de las telecomunicaciones,
fue de las primeras en ver los grandes beneficios de poseer satélites en érbita alrededor de la
Tierra. Con los grandes avances tecnolégicos, se prevee la explotacién de cuerpos rocosos de
nuestro sistema solar (asteroides, lunas, planetas) de los cuales se podran extraer diversos
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minerales y metales. Se destacan entre éstos los elementos llamados “tierras raras”, varios
de los cuales son requisitos indispensables para el funcionamiento de los teléfonos celulares,
las memorias de las computadoras, las baterias recargables y los aparatos de diagndstico
médico, entre otros. En la Tierra, estos elementos se encuentran en lugares muy limitados
(principalmente en Rusia, China y EUA) y cada vez son mas escasos. Por ello, la posibilidad
de extraerlos en cantidades mas abundantes de los cuerpos rocosos de nuestro sistema solar
le ha dado un gran impulso a lo que ahora se llama mineria espacial.

Notese que el costo de los artefactos que son enviados al espacio es una fracciéon infima de
la inversion que se hace en su fabricacion. Es decir, la mayoria de los millones de délares que
cuesta una mision espacial se queda en la Tierra y le da un gran impulso al sector aeroespacial
asi como al desarrollo de nuevos materiales, computadoras, componentes electronicas, y
mucho mas.

2.4. Sobrevivencia de la humanidad

La cuarta razén para invertir en el desarrollo de la tecnologia espacial es la sobrevivencia
de la humanidad. Hay varios niveles de importancia de este rubro, pero destaquemos ahora
el riesgo que implicaria la caida de otro objeto celeste a la Tierra, como el que la impacto
hace aproximadamente 69 millones de anos, noindent evento que ocasiono la extincién de
los dinosaurios, entre muchas otras especies. Se sabe que el impacto ocurrié en el Golfo de
México (el crater que dej6 se llama Chicxulub® Existen hoy en dia un nimero importante
de observatorios dedicados a la deteccién y al monitoreo de los cuerpos celestes (en su
mayoria asteroides) cuyas dérbitas podrian representar un riesgo para la Tierra. También
estan en desarrollo tecnologias para contender con uno de estos cuerpos que se comenzara a
aproximar demasiado a nuestro planeta. Algunas de estas tecnologias son semejantes a las
que se planean para la mineria de asteroides.

En otro orden de ideas, hay disenios para enormes estructuras espaciales que podrian ser
utilizadas como ciudades en érbita, o bien como un especie de “parasol” para eclipsar una
parte de la radiacion solar que llega a la Tierra y de esta manera mitigar los efectos noscivos
del calentamiento global.

Finalmente, cabe destacar que el Sol ha sido una estrella relativamente pasiva desde
hace varios millones de anos, lo cual ha repercutido en una relativa estabilidad para las

3Ver, por ejemplo, http://www.lpi.usra.edu/science/kring/Chicxulub/discovery/ y
http://usuarios.geofisica.unam.mz/quazquez/geogeneral GAB/Zona%20desplegar/Lecturas/craterchiczulub1. pdf
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condiciones en la Tierra. Si el Sol entrara a una etapa de mucha mas actividad, como la
que se observa en otras estrellas similares a nuestro astro, el bombardéo por rayos césmicos
aumentaria apreciablemente lo cual, aunado a una posible inversiéon del campo magnético
terrestre (que nos protege de los rayos césmicos), tendria resultados catastréficos para la vida
en la Tierra. Este tipo de consideraciones, aunadas a las de la evolucién geoldgica de nuestro
planeta, llevan a la necesidad de planear la colonizaciéon de otros de los posibles habitat en

|

Fig. 4.— Tlustracién de varios modelos de cohetes con sus respectivas cargas. De izquierda a
derecha: Saturno V, Space Transport System (STS; Shuttle), Ares I, Ares V, Ares IV, Space
Launch System (SLS) Block I y SLS Block II. La familia Ares nunca se construyé y fue
sustituida mas bien por la famila SLS. El Saturno V se lanzaba con unicamente combustible

nuestro Sistema Solar y mas alla.
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liquido. Los cohetes modernos de gran potencia utilizan, ademds, combustible sélido (los
tubos blancos que se encuentran fijados a los costados del tanque de combustible liquido, éste
ultimo contenido en los cilindros rojos-anaranjados mostrados en la figura). Dibujo obtenido
de https://en.wikipedia.orq/w/index.php ?curid=48782478.

3. Categorias de vehiculos espaciales

Se pueden catalogar los vehiculos espaciales dentro de dos grandes rubros: 1) el vehiculo
que contiene el equipo, los instrumentos y la tripulacién, los cuales estan siendo enviados al
espacio para desarrollar alguna o algunas misiones especificas, comunmente llamado carga
atil; y 2) el vehiculo que sirve para llevar la carga util desde la superficie terrestre hasta su
destino, llamado cohete o lanzador.
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3.1. Cohetes/lanzadores

Todos los lanzadores se basan en el diseno original de los cohetes alemanes de los anos
1940s, cuyo objetivo era portar explosivos como carga 1til, con fines bélicos. Las variaciones
de este diseno han surgido gracias al desarrollo de mejores y mas eficientes combustibles,
incluyendo los combustibles sélidos.

El tipo de lanzador depende del peso que éste debera llevar a érbita y la distancia que
debera recorrer. Las cargas mas pesadas o las que han sido transportadas mas lejos han re-
querido de los lanzadores mas poderosos. Historicamente, el mas poderoso jamas construido
fue el Saturno-V, utilizado para encaminar a las naves Apollo con sus tres tripulantes hacia
la Luna en los anos 1960’s y 1970s. Hoy en dia, tanto EUA como Rusia y China tienen en
desarrollo lanzadores modernos con una potencia que se asemeja a la de los Saturno-V.

La Tabla? 1 muestra una recopilacién parcial de las familias de cohetes/lanzadores que
han sido desarrollados por los mas de 15 paises que han invertido esfuerzo y recursos en
programas espaciales y que siguen activos. Las columnas 3-5 indican el peso que el cohete
puede llevar hasta: LEO=Ilow earth orbit, una orbita baja, aproximadamente 500 km; GTO:
Geostationary transfer orbit, una orbita eccéntrica con apogeo a una distancia de ~42000
km de la Tierra; y TLI: trans lunar injection, lo cual implica que la primera etapa del cohete
lleva primero al vehiculo a una orbita alrededor de la Tierra desde donde se encienden los
cohetes de una segunda etapa del cohete que eleva al vehiculo a una oérbita eccéntrica con
apogeo a la distancia de la Luna. La columna 6 lista el costo (en millones de USD). La
columna 7 indica el nimero de veces que un cohetes de ese modelo que ha sido lanzado y la 8
los lanzamientos que fueron exitosos. La tabla se enfoca primariamente a los lanzadores atin
activos en 2014 e indica el ano en que se llevé a cabo su primer lanzamiento. Hemos anadido
3 modelos muy exitosos que ya han sido descontinuados, en cual caso se lista también el
ano del ultimo lanzamiento. El anexo contiene una tabla similar mas completa, que incluye
muchas de las familias ya descontinuadas.

3.2. Carga util: tipos de aplicaciones

Las Tablas 2 y 3 listan la clase de objetivo al que pertenecen los satélites y sondas que
han sido lanzados desde 1944. Se puede observar que el porcentaje mas alto de las misiones
corresponden a los rubros de Seguridad Nacional y de Intereses Comerciales.

“Datos tomados de https://en.wikipedia.org/wiki/Comparison_of-orbital_launchers_families
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Fig. 5.— Dibujo del cohete que fue disenado por los alemanes durante la Segunda Guerra
Mundial y que sirvié de base para todos los disenios posteriores de cohetes.

3.3. Satélites astronémicos

Los primeros vehiculos portadores de equipo astronémico se lanzaron en los anos 1960’s.
Inicialmente eran detectores de luz y particulas muy primitivos, pero con el avance tec-
nolégico, fueron convirtiéndose en verdaderos observatorios. Es decir, estaban dotados de
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Table 1: Familias de cohetes (seleccién)

Familia Pais Carga Médxima Costo Num  Num Ano

LEO GTO TLI M-USD Total Exitos 1¢7°—
Angara A3,A5 Russia 35000 12500 — na 1 1 2014 -
Ariane 5 Furope 21000 9600 — 220 76 74 2002 -
Atlas V USA 18850 8900 2807 na 30 30 2002 -
Delta IV USA 23040 13130 9000 na 18 18 2002 -
Falcon 1&1e USA 420 — — 7.9 5 4 2006 -
Falcon 9 USA 13150 4850 — 61.2 22 21 2010 -
H-TI, TTA&IIB Japan 19000 8000 — na 28 26 1994 -
Long March 2-3-4  China 12000 5500 3300 na 167 158 1971 -
Minotaur IV&V USA 1735 640 447 50 4 4 2010 -
Naro S. Korea 100 — — na 3 2 2009 -
Pegasus USA 450 — — 56.3 42 37 1990 -
UR-500 Proton USSR 23000 6920 5680 na 399 353 1965 -
PSLV India 3800 1300 — na 34 32 1993 -
UR-100N Russia 2100 — — 25 23 1994 -
Safir Iran 50 — — na 6 4 2007 -
Shavit Israel 225 — — 15 9 7 1988 -
R-7 Soyuz USSR 5500 2400 1200 na 1849 1957
Taurus USA 1450 — — na 9 9 1989 -
R-36 Tsyklon USSR 4100 — — na 259 - 1967 -
Unha N. Korea 100 — — na 3 1 2006 -
VLS-1 Brazil 380 — — na 2 0 1997 -
Zenit USSR 13740 6160 4098 na 82 71 1985 -
Ariane 6* Europe — 10500 — 115 - 2020 -
Falcon Heavy USA 53000 21200 —  80-125 -
GSLV Mk.IIT India 8000 4000 — na 1 1 2014 -
Saturn V USA 118000 — 47000 185 13 13 1967 - 1973
Space Shuttle USA 24400 3810 — 450 135 134 1981 - 2011
Titan I-TI-ITI-IV USA 21900 5773 8600 350 369 — 1959 - 2005

Esta tabla lista una seleccion de las familias de cohetes por pais, carga, costo, numero de
lanzamientos y ano de primer-ultimo lanzamiento.

un telescopio, detectores avanzados (por ejemplo, CCDs de 2048-2048 pixeles o mas), sis-
temas de posicionamiento y guiado, computadoras de abordo capaces de almacenar grandes
volimenes de informacion, y sistemas de telecomunicaciones de banda ancha capaces de
transmitir estos datos a la Tierra.

Los tres observatorios astronémicos espaciales mas complejos y, que mayor impacto
cientifico tuvieron hasta principios del Siglo 21 fueron: 1) el Hubble Space Telescope (HST),
2) el CHANDRA X-ray Observatory, y 3) el SWIFT gamma Ray Observatory. En conjunto,
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Table 2: Objetivos de las cargas 1til

Aplicacién A partir de
Ao
Militares (armamentos, misiles) 1944
Investigacién Cientifica 1947
Vigilancia y espionaje ~1960
Telecomunicaciones 1958
Vuelos tripulados por humanos 1961
Navegacién (GPS) 1978
Ensamblaje de estaciones espaciales (ISS) 1998
Turismo 2001
Mineria de asteroides 2020

Table 3: Uso de los 6581 satélites/sondas lanzados hasta 2007

Comunicaciones 1814 27.6 militar y civil
Monitoréo, Espionaje 1775 27.0 militar
Navegacién, servicios 547 8.3  militar
Investigacién y desarrollo 540 8.2  militar
Programa tripulado humano 507 7.7  civil:
Investigacién y desarrollo 365 5.6  civil

Estudio Tierra y Espacio 351 5.5 civil
Percepcion remota Tierra 345 5.2 civil

Sistema Solar y Universo 323 4.9  civil

estos observatorios tenian la capacidad de efectuar observaciones en longitudes de onda que
van desde los Rayos-v hasta el infrarrojo lejano.

El HST fue colocado en orbita por el tinico modelo de nave espacial que ha tenido
caracteristicas totalmente distintas a los vehiculos que han portado cargas ttiles al espacio;
es decir, fue colocado por el STS-Space Transport System (Shuttle)=Transbordador Espacial,
el primer (y tnico hasta recientemente que el Falcon 9 ha logrado aterrizar) vehiculo espacial
re-utilizable.

Las vidas del HST'y del Transbordador Espacial estuvieron estrechamente ligadas desde
que fue disenado el HST y hasta la preparacion para su destruccion, que ocurrira al re-
ingresar de manera controlada por la atmosfera terrestre y quemarse.
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Fig. 6.— Izquierda: Lanzamiento nimero 120 de uno de los 5 Transbordadores Espaciales
(Challenger, Columbia, Atlantis, Endeavour, Discovery). Centro: Diagrama que muestra
las maniobras efectuadas, desde despegue hasta aterrizaje. Derecha El Transbordador At-
lantis siendo transportado sobre un avién Boeing 747 que fue especialmente adaptado para
llevar a cabo esta tarea.

4. Viajar al espacio es muy riesgoso

La Era Espacial inicié oficialmente a finales de 1957 cuando la Unién Soviética lanzo
al Espacio el primer satélite artificial de la humanidad, llamado Sputnik I. A partir de en-
tonces y hasta la fecha, se han lanzado miles de artefactos, satélites y sondas al espacio.
Cabe destacarse que el trabajo previo que condujo a la posibilidad de lanzar vehiculos mas
alla de la atmosfera terrestre, inicié en los anos 1900’s con el trabajo teérico de Konstantin
Tsiokovsky (1903) y Hermann Oberth (1922), seguido de los lanzamientos de cohetes im-
pulsados por combustible liquido de Goddard (1926) y continué en los anos 1940s con los
avances logrados principalmente por cientificos e ingenieros alemanes, durante la Segunda
Guerra Mundial. De hecho, Alemania estuvo a punto de tener misiles, con los cuales muy
probablemente habria ganado la guerra. Con la derrota de Alemania, sus cientificos e in-
genieros fueron repartidos entre los EUA y la entonces URSS, dandole un gran auge a sus
programas espaciales respectivos.

En esta seccién nos enfocaremos en forma muy resumida al tema del riesgo que conlleva
un viaje al espacio.
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Table 4: Datos histéricos

Ao Suceso

1903 Trabajo Tedrico de K. Tsiokovsky

1922 Trabajo Tedrico de H. Oberth

1926 Experimentos con combustibles liquidos de Goddard

1930-40s  Desarrollo de los cohetes V2 Alemanes; WWII; W. von Braun
1950-60s  Desarrollo tecnologia espacial S. Korolev

1957 URSS lanza el Sputnik I y lo coloca en érbita

1961 EUA lanza al espacio a Shephard

1961 URSS lanza al espacio a Y. Gagarin (1 érbita)

1962 Primer hombre que orbita la Tierra, J. Glenn

1963 Primera mujer en el espacio: Valentina Tereshkova

1967 Primeros 2 hombres en pisar la Luna (Apollo 11): Neil Armstrong y Buzz Aldrin
1967 Primer deceso de un humano durante un vuelo espacial: V. Komarov

1972 Ultimos 2 hombres en pisar la Luna (Apollo 17): E. Cernan y H. Schmitt

1981 Primer vuelo espacial de un vehiculo re-utilizable: Space Shuttle Columbia (EUA)
1986-96  Ensamblaje de la primera estacién espacial (MIR) URSS

1998 Inicia el ensamblaje de la Estacién Espacial Internacional paises

2010 Primer vuelo espacial operado por una empresa comercial (Falcon9/SpaceX)
2015 Primer aterrizaje vertical de un cohete (1* etapa del Falcon 9)

4.1. Viajes tripulados

El Sputnik I fue seguido poco después por el Sputkik II que llevo al Espacio a Laika,
canino que se convirtio asi en la primera tripulante terricola en ser puesta en o6rbita alrededor
de la Tierra y, lamentablemente, también fue la primera en morir ahi. La causa de muerte
fue sobre-calentamiento de la capsula en la que viajaba, pero esta falla simplemente precipito
un desenlace esperado: El regreso a la Tierra de Laika no estaba contemplado en los planes
de vuelo ya que la tecnologia necesaria para traer a un tripulante de regreso no se habhia aun
desarrollado.

La justificacion que se utilizé para haber lanzado al espacio un ser vivo en estas condi-
ciones fue que en aquella época habia dudas sobre la sobrevivencia de seres vivos en las
condiciones de microgravedad, asi como las condiciones de muy alta gravedad durante el
despegue. Sin embargo, se cree que Laika fallecié poco después del lanzamiento dado que es
entonces que ocurrié la falla que llevo al sobrecalentamiento de la capsula. Esta informacién
se mantuvo oculta hasta muchos anos después. De hecho, fue hasta 1998 (después del co-
lapso de régimen Soviético) que uno de los cientificos responsables, Oleg Gazenko, expresé
su remordimiento por haber permitido el sacrificio, ademas de que por su muerte prematura
no hubo respuestas a las preguntas sobre los efectos de la microgravedad sobre la vida.
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Table 5: Las primeras misiones espaciales tripuladas de USA

Ao Tripulante Sobrevivio? Comentario

1947 moscas si cohete V-2; descenso ¢/ paracaidas de capsula

1948 simio (Albert I) (no) anestesiado; falla del cohete al despegar

1949 simio (2;Albert II'y IV) no falla de paracaidas en descenso

1950 ratén no falla de paracaidas en descenso

1951 simio+11 ratones st Yorick

1952 2 simios+ 2 ratones st misma misién

1958 ratén (3) no 3 misiones distintas delPrograma MIA

1958 simio (Gordo) no falla del paracaidas

1959 2 simios si 1 falleci6é posteriormente en

(Able& Baker) la cirujia para retirar sensores

1959 4 ratones (no) se comieron material toxico antes del despegue

1959 4 ratones no exploto el cohete

1959 Simio (SAM) st vivié muchos anos después

1960 Simio (Miss-SAM) st vivié muchos afios después

1961 Simio (HAM) st vivié muchos anos después

1961 Simio (Goliath) no

1961 Simio si orbité la Tierra; misién abortada a la 2a érbita

1961 Alan Shephard si Mercury-Redstone 3

1961 Gus Grissom si Mercury-Redstone 4; escotilla volé en amarizaje

1962 John Glenn si orbito la Tierra; Mercury-Redstone 4

1963 Gordon Cooper si mercury-Atlas 9

1966 Geminis 8-12 si 5 misiones (10 humanos)

1967 Apollo 1 (no) enero: 3 humanos fallecen durante pruebas en tierra

SUBTOT hasta 1967 20/55~36% probabilidad de muerte

1968 Apolo 7-8 st 2 misiones (6 humanos)

1969 simo (s) regreso después de 9 dias en érbita con
signos vitales deteriorantes; murié 8 hrs después de
su retorno por deshidratacion

1969 Apollo 9-12 s 4 misiones (12 humanos)

1970 Apollo 13 (si) falla de sistemas camino a la Luna

1971 Apollo 14,15,16,17 si 4 misiones (12 humanos)

1982 STS3-5 si 3 misiones (~15 humanos)

1983 STS6-9 st 3 misiones (~15 humanos)

TOTAL 19/116 vidas;~16% prob. de muerte

A partir de la década de los 1960, los Soviéticos tuvieron varios éxitos con su programa,

espacial bajo el mando de Sergey Korolev, quien se considera uno de los grandes pioneros
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Table 6: Las primeras misiones espaciales tripuladas de la USSR y otros paises

Ano Tripulante Sobrevivio? Comentario

1951-2 9 caninas 77 3 de ellas volaron 2 veces

1951 2 canino st sub-orbital (Dezik&Tsyam)

1951 2 canina no Dezik & Lisa

1951 2 canina st Smelaya & Malyshka

1951 2 canina no sin nombre

1951 2 canina si Bubik & Zib

1951 2 canina st sub-orbital

1957 canina (Laika) no sobre-calentamiento; poco después del despegue
viaje programado sin retorno

1959 canina (Otvazhnaya) si 5 vuelos sub-orbitales

1960 2 caninas no Bars & Lisichka

1960 2 caninas si 18 érbitas

1960 2 caninas no Pchelka &Mushka

1960 2 caninas (s) lanzamiento fallé pero ambas
fueron rescatadas vivas

1960 126 humanos (no) R-16 ICBM explota en Baikonur durante
preparativos de lanzamiento

1961 2 caninas si Chernushka,

1961 1 canina si Zvevdoshska

1961 Yuri Gagarin si Vostok 1; 1 érbita

1963 Valentina Tereshkova — si

1966 2 caninas st 22 dias en érbita

1967 Vladimir Komarov no fallas en paneles solares, estabilidad, paracaidas
sin contar explosiéon de 1960

TOTAL hasta 1967 10/30; ~33% muerte
sin contar explosién de 1960

Francia
1963 gato st
1963 gato no recuperacion tard’ia de la capsula
Argentina

1967 rata si cohete Yarara

1969 simio st cohete Canopus II

1970 simio no falla del paracaidas

de la Era Espacial. El gui6 el programa de vuelos tripulados hasta su muerte en 1966

por causa del cancer. Lamentablemente, su sucesor, Vasily Mishin cometié algunos de los

errores mas graves en la historia de los vuelos espaciales tripulados, todos ellos debido a
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que antepuso criterios politicos a los criterios cientificos. Especificamente, cedié ante las
presiones politicas de "ganarle” a EUA a llegar a la Luna, y ordené lanzar a un cosmonatita,
Vladimir Komarov, en el Soyuz-1, nave que se sabia tenia fallas de diseno. Aparentemente, los
ingenieros trabajando sobre esta nave habian reportado mas de 200 problemas no-resueltos.
Sin embargo, Komarov fue lanzado al espacio. Poco después se anuncié que su nave habia
caido a la Tierra y que habia muerto. También fracasaron cuatro intentos posteriores de
lanzar cohetes disenados para ir a la Luna (éstos si, sin tripulacién). Posteriormente, en
1971, fue puesta en Orbita la primera estacién espacial, llamada Salyut-1. Segtin cuentan las
historias, para poder enviar 3 hombres en esta misién en vez de los 2 para los cuales la nave
estaba diseniada, Mishin los envié sin sus trajes presurizados (para ahorrar peso). Esto tuvo
consecuencias fatales ya que en el reingreso la capsula en la que viajaban se despresurizé y
Georgy Dobrovolsky, Vladislav Volkov, and Viktor Patsayev perecieron.

Las historias de arriba son destacables por varias razones. La primera cae en el ambito
de la valoracién de la vida ante las necesidades impuestas por la investigacion cientifica, en
este caso, la exploracion por humanos del espacio cosmico. La segunda es que se muestra
que el precipitar intentar obtener un resultado, saltandose pasos intermedios, tiende a tener
consecuencias catastroficas. La tercera muestra que cuando los criterios politicos se inmis-
cuyen y llegan a dominar en los procesos de desarrollo cientifico, la probabilidad de fracaso
es grande.

Una razon por la que errores como los descritos arriba pudieron ocurrir es que en la URSS
los esfuerzos asociados a proyectos espaciales se desarrollaban bajo distintas estructuras
administrativas (la mayoria militares), y habia poca coordinacién entre ellas. No fue hasta
1974 que se cred una sola agencia para vuelos espaciales, NGO Energia, que ahora se conoce
como S.P. Korolev Rocket and Space Corporation Energia.

En EUA, se consolido el esfuerzo espacial desde un inicio en una sola agencia llamada
National Aeronautic and Space Administration (NASA ). Los tres primeros objetivos decreta-
dos® para esta agencia, son: 1) La expansién del conocimiento cientifico sobre los fendmenos
de la atmésfera y del Espacio; 2) La mejoria en la utilidad, funcionamiento, velocidad, seguri-
dad y eficiencia de los vehiculos aeronauticos y espaciales; y 3) El desarrollo y la operacién
de vehiculos con la capacidad de transportar instrumentos, equipo, provisiones y organismos
vivos por el Espacio.

®National Aeronautics and Space Act of 1958, Public Law #85-568, 72 Stat., 426. Firmado por el Presi-
dente el 29 de julio de 1958, Record Group 255, National Archives and Records Administration, Washington,
D.C; disponible en: NASA Historical Reference Collection, History Office, NASA Headquarters, Washington,
D.C.
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Los proyectos espaciales tripulados de la NASA no estuvieron libres de fatalidades hu-
manas, pero el primer desastre no ocurri6 durante un viaje espacial, sino en la fase de
preparativos. El Apollo-1 sufrié un corto circuito en su interior, cuando estaban los 3 as-
tronautas efectuando pruebas con la compuerta de la cabina cerrada. El ambiente, que en
esa época era casi puro oxigeno, propicioé que el incendio se propagara velozmente, calcinando
a los 3 astronautas.

El desastre del Shuttle Challenger se presenté cuando fall6 uno de los sellos de hule de
uno de los cilindros de combustible sélido, provocando una explosién en cadena durante el
despegue, matando a los 7 tripulantes.® El tiltimo desastre fue el del Shuttle Columbia que
sufrié una falla en su escudo térmico la cual, al calentarse durante el reingreso a la atmosfera
de la Tierra, produjo la desintegracién de la nave, matando asi a sus 7 tripulantes.”

Table 7: Estadisticas 1957-2014 de fallas

Década — Lafalla  esen: — Objetivo Num. Exitosos =£s.d.
(Anos) Pista Lanzam Orbita Final incumplido total

1957-1966 3 146 18 25 39 933 2% 21%
1967-1976 2 101 22 6 24 1567 89% 4%
1977-1986 0 75 20 1 16 1574 92% 3%
1987-1996 0 57 16 0 16 1359 93% 3%
1997-2006 1 74 14 2 26 1159 90% 4%
2007-2011 0 10 1 1 1 629 96% —
Total 6 463 91 35 122 7221 — —
Porcentaje  0.8% 65.2%  12.4% 4.8% 16.8% — — —

Numero Total: suma de exitosos y fallidos; “pista”: antes de ser lanzado; ”orbita”: la falla ocurre
habiendo llegado al espacio; “mision incumplida”: no cumple con la mision original por algun
problema, aunque el lanzamiento y el aterrizaje hayan sido exitosos; “final”: falla en reingreso,

aterrizaje, recuperacion. Tabla basada en datos de Claude LaFleur, Space Encyclopedia.

6Francis ”Dick” Scobee, Michael Smith, Judith Resnik, Ellison Onizuka, Ronald McNair, Christa
McAuliffe y Gregory Jarvis

"Rick D. Husband, William C. McCool, Michael P. Anderson, David M. Brown, Kalpana Chawla, Laurel
Blair Salton Clark, e Ilan Ramon
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4.2. Qué tan riesgoso es viajar al espacio?

Las estadisticas en la Tabla 7 muestran que el riesgo de falla en los vuelos espaciales ha
ido disminuyendo conforme pasa el tiempo, lo cual es de esperarse, dado que cada fracaso
ha llevado a aprender importantes lecciones de cémo evitar otro igual. Hoy en dia, la
probabilidad de que una misién sea exitosa es superior al 90%. También se vé que, en
términos generales, los viajes tripulados (por humanos) han tenido una tasa de éxito mayor
que el promedio. Esto también es natural, dado que se exigen margenes de riesgo mucho mas
pequenos en el caso de este tipo de viajes que cuando la pérdida, en caso de un percance, sea
unicamente de un equipo. Evidentemente, estos margenes de riesgo tan pequenos implican
un costo mucho mas elevado de la mision, razén por la cual los viajes tripulados han sido
relativamente escasos.

Las cifras actuales contrastan dramaticamente con las de la primera década de los vuelos
espaciales, cuando la probabilidad de éxito era no mas que el ~ 67%. Nétese que, cuando
Alan Shephard se subi6 al cohete Mercury-Redstone que lo llevaria en un vuelo al espacio en
1961, las dos misiones previas habian fracasado, y en la primera de ellas el simio que iba a
bordo habia perecido. Realmente se requirié mucho valor para emprender un viaje al espacio
bajo esas condiciones!

Al paso del tiempo, se han ido desarrollando normas muy estrictas que gobiernan el
lanzamiento de naves al espacio, particularmente, normas enfocadas a la seguridad. El
analisis de los riesgos es ahora un proceso muy complejo y detallado, pero que en el fondo
evalua y asigna probabilidades de riesgo a las tres preguntas siguientes: 1) Qué puede fallar?
2) Qué tan probable es que ocurra esta falla? 3) Cudles son las consecuencias asociadas a
esta falla? Este andlisis se efectia pieza-por-pieza de todos los componentes que entran en
la fabricacion de los cohetes, vehiculos espaciales y equipo de abordo.

5. El futuro: un universo de posibilidades

El panorama que se dibuja para el futuro es ino de grandes retos para la supervivencia de
la vida como la conocemos pero, al mismo tiempo, de grandes oportunidades para continuar
con los procesos de evolucion y adaptacion que la han caracterizado desde el inicio de los
tiempos en la Tierra. El futuro ofrece aventuras y recompensas que apenas ahora podemos
comenzar a vislumbrar. Entre ellas se encuentra, como tesoro inigualable, la esperanza de un
futuro mejor, ya sea en la Tierra misma o en algiin otro habitat. Tesoros mas tangibles que
nos esperan en el Espacio incluyen las materias primas que se podran extraer de asteroides y
demds cuerpos de nuestro sistema solar, nuevos compuestos organicos y, quizas, hasta nuevas
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Fig. 7.— Representacion del Telescopio JWST en su configuracién final, cuando comience a
operar a finales de esta década.

formas de vida. Todo ello ird acompanado de e impulsado por un crecimiento explosivo del
conocimiento y del desarrollo tecnologico.

Los avances desde la década de los 1960s han sido realmente espectaculares, pero los
siguientes lo seran ain mas. En EUA y Europa han comenzado a surgir empresas del
sector privado las cuales trabajan conjuntamente con la NASA y la Furopean Space Agency
(ESA) en el desarrollo y, desde hace ya un par de anos, la operacién de misiones espaciales.
Por ejemplo, la empresa Space-X ha comenzado a efectuar los viajes de abastacimiento
de provisiones a la FEstacion Espacial Internacional, en donde siempre hay astrondutas en
residencia. Se espero que en fechas proximas, SpaceX también comience a efectuar el traslado

de los astrongutas.®.

Space-X también ha tenido un éxito arrollador en fechas recientes al
haber logrado que su cohete Falcon-9 regrese y aterrice verticalmente en la Tierra. Con ésto,
se abre la posibilidad de re-utilizar estos lanzadores, reduciendo el costo y el tiempo entre

lanzamientos.

Por otro lado, la NASA concretd recientemente el diseno del vehiculo espacial Orion
que se planea llevara a una tripulacién de 4 seres humanos a misiones de larga duracion y
eventualmente a Marte.” Habrd que ver si este plan no se vé modificado por los avances
vertiginosos de SpaceX y su tecnologia para traer de regreso de forma controlada y hacer

8Véase http://www.spacez.com/dragon y http://www.spacex.com /falcon9

9Véase https://www.nasa.gov/exploration/systems/orion/index.html
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aterrizar suavemente (sin uso de paracaidas) sus naves espaciales. Si sigue esta empresa
teniendo el éxito que hasta ahora ha tenido, es muy probable que la primera misién a Marte
sea desarrollada por ella, utilizando sus naves espaciales. Una vez que haya naves seguras
para viajar a Marte, los planes futuros preveen la colonizacién por seres humanos de este
planeta.

Otra de las misiones de gran importancia que se avecinan es el aterrizaje de una nave
robética en la Luna Europa, la segunda luna mas masiva de Juipiter.!® Este cuerpo guarda
en su interior un gran secreto que recientemente se ha ido revelando: bajo la capa de hielo
superficial que vemos al observarla, esta luna esconde lo que parece ser un oceanos de agua
(H20), y no solo agua, pero agua salada. Hay una fuente de calor en el interior rocoso
que permite derretir el hielo y mantenerlo en forma liquida. Los calculos indican que la
fuente principal de este calor es la variacion en la fuerza gravitacional que sufre debida a la
orbita excéntrica de Europa alrededor de Jupiter. Habiéndo un oceano de agua salada, la
probabilidad de encontrar organismos vivos es muy grande.

En lo que se refiere a la exploracion del Cosmos a distancias inalcanzables para los seres
humanos,!! los avances son también espectaculares. En 2013 fue lanzado el observatorio
Gaia'? el cual ha comenzado ya a operar y enviar datos a la Tierra sobre millones y millones
de estrellas.

Esta previsto que el Telescopio James Webb sera lanzado en 2018 el cual, al igual que
Gaia, se colocara en una érbita alrededor del punto L2 de Lagrange; es decir, entre la Tierra
y el Sol. Se espera que con este telescopio sea posible observar y estudiar los primeros objetos
césmicos que se formaron en nuestro Universo después del “Big Bang”.

0Véase https://www.nasa.gov/press-release/all-systems-go-for-nasas-mission-to-jupiter-moon-europa

HT.a exploracién por seres humanos e inclusive sondas robéticas de nuestra Galaxia y mas all4 es inpensable
ahora, a menos de que se pueda violar el principio fundamental de viajar a una velocidad méxima cercana
a la de la luz.

2http://sci.esa.int /gaia/
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Fig. 8.— El telescopio espacial James Webb Space Telescope serd lanzado por un cohete
Arianne antes de finalizar esta década. El espejo mide 6m de diametro y esta constituido
por segmentos hexagonales. Para poderlo meter en el médulo de carga es necesario doblarlo,
como se ilustra en la figura de la derecha. Una vez en su destino final, iniciara el proceso de
des-doblar el espejo, antenas y paneles solares, extender su base protectora de la radiacién
solar, y echar a andar todos los sistemas para entrar en operacion. La configuracion final se
muestra en la Figura 7.
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JAMES UEBB VS HUBBL E

HOW DO THEY COMPARE?

SIZE
WAVELENGTH
ORBIT

VISIBILITY e~ %
o 238,855 mi.
- i._ ‘ .
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Note: Images are not to scale.

930,000 mi.

The Hubble Space Telescope orbits around the Earth at an altitude of ~353 miles above it.

Webb will not actually orbit the Earth - instead it will sit at the Earth-Sun L2 Lagrange point, 930,000 miles
away. At the L2 point Webb's solar shield will block the light from the Sun, Earth, and Moon. This will help
Webb stay cool, which is very important for an infrared telescope. As the Earth orbits the Sun, Webb will
orbit with it - but stay fixed in the same spot with relation to the Earth and the Sun. Webb will orbit around
the L2 point. It won't stay completely motionless at a fixed spot.

Fig. 9.— El telescopio James Webb seré colocado en una oOrbita alrededor del punto de
equilibrio L2 de Lagrange, en el sistema Tierra-Sol. El JWST sera el segundo observatorio

astronomico colocado en esa posicion, ya que actualmente se encuentra ahi ya en operaciéon
el Telescopio Gaia.
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Table 8: Apéndice: Familias de cohetes por pais

Pais 1°" vuelo Ultimo Num. Carga Familia
Brazil 1997 2003 2/0 380 kg VLS-1 3°7° exploté en
tierra matando 21
China 1971 — 167/158  3000-12000 Long March 2-3-4
— — 0/0 1500-25000 Long March 5-6-7
Europa 1979 1989 28 2650 Ariane 1-2-3
1988 2003 116 4720-7000 Ariane 4
2002 — 76/74 9600-21000 Ariane 5
2012 — 5/5 2300 Vega
2020 — — 10500 Ariane 6
Francia 1965 1975 ? ? Diamant
India 1993 — 29/28 1300-3800 PSLV
Iran 2007 — 4/4 50 Safir
Israel 1988 — 8 225 Shavit
Japon 1966 1995 27 770 Mu 1 -3-4 Nissan
1975 1987 15 730-2000 N-LII Mitsubishi
1994 — 28/26 8000-19000 H-ILITA IIB Mitsubishi
1986 1992 9/9 2300 H-I Mitsubishi
N.Korea 2006 — 3/1 100 UhHa
Rumania — — Haas
Rusia 1994 — 25/23 2100 RU-100N,Rokot
2014 — 1/1 14600-12500 Angara A3,A5
S. Korea 2009 — 3 100 Naro
UK 1969 1971 4/3 132 Black Arrow
USA 1957 1959 12/3 23 Vanguard Martin
1957 1980 357 1270/-/-/ Thor Douglas
1957 1997 514 5900/2340/ Atlas Lockheed
1959 2005 369 21900/5773/8600  Titan Martin-Marietta
1960 1994 125/104 210/-/- Scout USAFNASA
1960 1989 186 3848/1312/- Delta Douglas
1961 1975 13 18600/-/- Saturn I Chrisler/Doublas
1967 1973 13 118000/-/47000 Saturn V Boeing/NorthAmerican/Douglas
1981 2011 135/134  24400/3810/- STS (Shuttle) Alliant /Martin-Marietta/Rockwell
1989 — 9/9 1450/-/- Taurus Orbital sciences
1989 — 151 6000/2171/1508 Delta II ULA
1990 — 40 450/-/- Pegasus Orbital Sciences
1991 2004 63 8618/3833/- Atlas 11 Lockheed
2000 — 11/11 580/-/- Minotaur I Orbital Sciences
2002 — 18/18 23040/13130/9000 Delta IV ULA
2002 — 30/30 18850/8900/2807  Atlas V ULA
2010 — 22: 13150,/4850/- Falcon 9 Space —
2010 — 4/4 1735/640/447 Minotaur IV Orbital Sciences
2013 — 5 6000/-/- Antares Orbital Sciences
— — — 53000/21200/- Falcon Heavy SpaceX
— — — 130000/-/- SLS Alliant /Lockheed
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Table 9: Apéndice: Familias de cohetes por pais (cont.)

Pais 1°" vuelo Ultimo Num. Carga Familia
URSS 1967 2010 610 1500 Kosmos
1969 1972 4/0 90000-23500 N1
1987 1988 2/2 100000 Energia
USSR/Rus 1957 — 1849 5500/2400/1200  Soyuz
1965 — 399/353  23000/6900/5680 Proton
USSR/Ukr 1967 2009 259 4100 Tsyklon
USSR/Ukr/
Rus 1985 — 82 13700/6160/4098  Zenit
Ukraina/
Rusia 1999 — 17 3600/ /750 Dnepr LEO/TLI
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1. Introduccion

Desde mediados del siglo pasado el estudio de multiples fenémenos de interés
para la biologia se ha visto enriquecido por el creciente éxito que ha tenido el
enfoque de los sistemas complejos (1, 2), donde el comportamiento de sistemas
multifactoriales, de muchos componentes fuertemente enlazados, con dinamicas
y correlaciones a varias escalas de resolucion espacial y temporal, da lugar a la
emergencia de propiedades globales. En la biologia lo anterior es la norma. La
disponibilidad de una cantidad de informacion previamente insospechada a va-
rios niveles de resolucion, requiere de los desarrollos de herramientas de analisis
de datos, modelacion matematica y simulacion, utilizadas para los sistemas com-
plejos, muchas de ellas provenientes del estudio de los sistemas dindmicos y de la
fisica estadistica. Con este enfoque se busca incorporar ensayos experimentales
puntuales, a manera de ir colectando piezas que eventualmente constituiran un
“rompecabezas” completo que describa apropiadamente algin proceso biolégico
de interés. Siempre ha quedado de manifiesto la importancia y necesidad de pa-
sar de colectar, a armar dichas piezas de conocimiento empirico, para entonces
darles un sentido integrativo en el contexto de un sistema completo. Este es el
propésito de la biologia de sistemas.

En este contexto ha sido de interés el estudio de redes formadas por bio-
moléculas y sus interacciones, las cuales subyacen la regulaciéon de una variedad
de procesos moleculares que sostienen el funcionamiento de la célula, e.g. redes
genéticas, metabdlicas, de senalizaciéon bioquimica, entre otras. Las investiga-
ciones se han centrado en caracterizar tres propiedades fundamentales de las
redes: su estructura, dindmica y funcién.

En nuestro grupo de trabajo abordamos cuestiones pertinentes a la fecun-
dacién, concretamente estudiamos la fertilizacion externa del erizo de mar con
miras a entender los mecanismos que le permiten a los espermatozoides localizar
al ovulo. Dicha capacidad es regulada por una red de senalizacién que genera

.. 143 ...



fluctuaciones de concentracién de calcio en los flagelos, la cual es disparada por
compuestos provenientes del entorno del huevo. Gran parte de nuestro trabajo
se ha encaminado hacia el entendimiento de los procesos biomoleculares invo-
lucrados en el funcionamiento de esta red, esto mediante un modelo dinamico
discreto de redes légicas. Una descripcién de algunos de los avances obtenidos
bajo este programa de investigacién se encuentra en el capitulo “Modelaje de la
via de senalizacion de calcio relacionada con la motilidad de espermatozoides”
de la presente serie de memorias: la XVIII Escuela de Verano en Fisica (3).

El enfoque de la biologia de sistemas pone ademas de manifiesto propiedades
globales de la dinamica de la red de senalizacién tales como su estabilidad,
robustez, redundancia y criticalidad. En este escrito nos centramos en una de
esas propiedades, al demostrar que la dinamica se encuentra en un régimen
critico que comparte propiedades con los fenémenos criticos estudiados en la
fisica y que ocurren en los sistemas dinamicos.

En la préxima seccién presentamos las bases fisiolégicas de nuestro objeto
de estudio para pasar en la secciéon 3 a la construccion de modelos en redes
y mostrar en la seccion 4 la criticalidad del sistema. En la ultima se ligan los
resultados con otras acepciones de criticalidad.

2. Fertilizacion en erizo de mar como caso de
estudio

Uno de los mecanismos adaptativos esenciales que caracterizan y ayudan a
la subsistencia de gran parte de los organismos, es la capacidad de reaccionar
ante un estimulo externo, ya sea acercandose hacia o alejandose de éste, en
donde el beneficio de dicho desplazamiento puede tener diferentes significados
de acuerdo con el contexto, e.g., busqueda de comida, relocalizaciéon de algin
tipo de células con funciones reparadoras hacia un sitio de lesién, encuentro con
otra célula para reproducirse con ella. La respuesta senso-motriz que permite a
una célula desplazarse con un movimiento dirigido hacia (o lejos de) la fuente
de un gradiente de moléculas es conocida como quimiotaxis. Nuestro modelo de
estudio es el erizo de mar, un organismo que ha sido empleado como referencia
en la biologia del desarrollo por mas de un siglo, en el cual nos centramos en
entender elementos de la fisiologia de sus espermatozoides relacionados con su
motilidad. Este tipo particular de célula se vale de una estructura subcelular
conocida como flagelo para desplazarse describiendo trayectorias helicoidales en
el medio. Dichas trayectorias son moduladas por moléculas de un polipéptido
pequeno conocido como speract, las cuales son liberadas desde el recubrimiento
del 6vulo y se difunden para formar un gradiente alrededor de éste tultimo, que
sirve como una senal de localizacion que el espermatozoide debe interpretar.
La unién de dichas moléculas con receptores especificos localizados en el flagelo
del espermatozoide desencadena una serie de reacciones bioquimicas y electro-
quimicas al interior de éste (Fig. 1), que en conjunto generan fluctuaciones en la
concentracién intraflagelar de iones calcio ([Ca?t];), las cuales constituyen una
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senal capaz de inducir cambios directamente en la curvatura del flagelo y por
consecuencia en el nado. De esta forma, el fendmeno de quimiotaxis se puede en-
tender como el resultado de la interaccion coordinada entre variables externas e
internas, relacionadas respectivamente con los gradientes de la concentracion de
estimulo explorada por la trayectoria del espermatozoide y el conjunto de even-
tos moleculares que suceden al interior del flagelo disparados por el estimulo
externo (4).

Speract Exterior
0 cc kcnNeG NC HCN CatSper CaP LVA HVA CaCC CaKC
2+ 2+ 2+ 2+
Ca Ca Ca Ca

s @iﬁ» # ]
cGMP pHIT\%TW/

Figura 1: Red de senalizacion activada por speract. Las moléculas involucra-
das se encuentran en el flagelo del espermatozoide e involucran principalmente
receptores especificos de speract, enzimas (GC, AC) que sintetizan segundos
mensajeros (cGMP, cAMP), canales i6nicos y transportadores que permiten el
flujo regulado de potasio (K¥), sodio (Na™), cloro (CI') y calcio (Ca?T), los
cuales que a su vez generan cambios en el potencial de membrana (v) y pH
intracelular. La tira gris representa la membrana celular con canales e intercam-
biadores i6nicos senalados.
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3. Modelacién mediante redes l6gicas discretas

Dada la naturaleza no lineal de la mayor parte de las interacciones que
componen la red de senalizacién y la acumulacion gradual de mediciones expe-
rimentales sobre propiedades puntuales relacionadas con los eventos moleculares
que subyacen a la quimiotaxis, ha sido necesario recurrir a modelos teéricos pa-
ra avanzar significativamente en la construcciéon de un panorama completo que
integre las observaciones empiricas en una imagen coherente y que al mismo
tiempo nos proporcione una idea clara de cudles son las propiedades esenciales
del sistema de senalizacion visto como un todo.

En nuestro grupo hemos abordado esta red de senalizacion desde una pers-
pectiva sistémica por medio de modelos discretos 16gicos (5-7) cuyo propésito
es ayudar a entender la emergencia de oscilaciones de calcio que regulan la
motilidad del espermotozoide y proponer predicciones (las cuales han sido com-
probadas experimentalmente por nuestro grupo experimental) sobre el papel
especifico que juegan ciertos nodos en el contexto de la red completa. Este tipo
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de modelos son una extension del formalismo Booleano propuesto por primera
vez por Stuart Kauffman (8) para estudiar la dindmica de redes de regulacién
genética. En la propuesta inicial de Kauffman, mediante una aproximacién de
grano grueso, los niveles de expresiéon de cada uno de los genes eran representa-
dos por nodos binarios, mientras que las interacciones entre genes eran represen-
tadas por enlaces entre nodos. Este formalismo implica la discretizacién tanto
de los valores que los nodos pueden adquirir como de las unidades de tiempo en
que suceden los cambios de estado. Si bien el formalismo de Kauffman no fue
desarrolado para algun sistema bioldgico particular sino que fué planteado como
un modelo generalizable, ha resultado ser 1til a la hora de ser adaptado a casos
particulares en la biologia, tales como la diferenciacion celular en el desarrollo
floral (9), diferenciacién celular del sistema inmune (10) y el ciclo celular de la
levadura (11), entre otros. Una presentacion detallada, pedagdgica al respecto
se encuentra en el capitulo “Redes Complejas” de Maximino Aldana, Memorias
de la XV Escuela de Verano en Fisica de la presente serie (12).

Para la modelacion de la red de senalizacion del espermatozoide en términos
de una red légica como las descritas en el parrafo anterior, se consideraron
20 entidades moleculares (Fig.2) representadas mediante 18 nodos binarios y
2 nodos ternarios, es decir, que puedan cambiar entre 2 o 3 estados posibles
segin la naturaleza fisiolégica particular del nodo a ser modelado. Denotando
el estado de un nodo ¢ a un tiempo ¢ como o;(t), la configuracién a un tiempo ¢
de la red completa queda expresada por un vector 3(t) con longitud N = 20 :

%(t) = (01(1), 02(1), - .-, on (1)) (1)

La evolucién de cada nodo sucede en tiempos de maquina y el valor que
adquiere al siguiente instante depende del estado actual de sus respectivos nodos
reguladores. Bajo la suposicién de que los tiempos caracteristicos de transicién
son similares para todos los nodos, éstos son actualizados sincronamente en
cada paso de tiempo. Asi, un nodo dado o; tendra asociado un conjunto de

k reguladores (0y,,04,,...,0;,) y la funcién de actualizaciéon F; toma como
entrada la configuracion de reguladores a un tiempo t:
o(t+1) = Fn((0i, (1), 00y (1), -, 03, (1)) (2)

Las funciones de actualizacion propias de cada nodo son construidas como
tablas de verdad que contienen toda la combinatoria posible de estados de sus
reguladores y un valor de salida asignado a cada una de las frases regulatorias,
tomando en cuenta observaciones experimentales o hipdtesis basadas en cono-
cimiento previo cuando hay informacién faltante. Establecer estas reglas fue un
ejercicio interdisciplinario que requirié de un intercambio tedrico-experimental
a fondo.

Dada una condicién inicial 3(0), la dindmica de la red completa eventual-
mente alcanza un patron periédico, después de transcurrido un ntmero finito de
pasos, es decir, la configuracion del sistema llega a un estado que se repite cada
cierto nimero de pasos de tiempo. Este patréon periddico se define como atractor
del sistema y el nimero de pasos de tiempo entre configuraciones que se repiten
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Figura 2: Abstraccion de la red de senalizacion bioquimica mediante una red
l6gica discreta. Las interacciones activadoras, represoras y duales estan colorea-
das respectivamente con negro, rojo y amarillo

define el periodo del atractor; mientras que las trayectorias dadas por la sucesion
de configuraciones que preceden al atractor reciben el nombre de transitorios. El
conjunto de condiciones iniciales que llegan a un atractor constituyen la cuenca
de atraccion, y el conjunto de atractores con sus respectivas cuencas forma el
paisaje de atraccién del sistema. En particular, para el nodo del calcio (dCa)
se obtiene un patrén oscilatorio que puede asociarse con el tren de oscilaciones
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tipicamente observado experimentalmente en el flagelo de espermatozoides (13).
La evolucién de la red para una condicién inicial basal se muestra en la figura
3.
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Figura 3: Simulacién para una condicién inicial en la cual todos los nodos estan
en estado basal. En esta grafica, la configuracion en el tiempo ¢t = 0 corresponde
al renglén superior, y los subsecuentes renglones corresponden a la evolucion del
sistema en cada paso de tiempo hasta llegar al atractor. Los colores de blanco,
amarillo y rojo corresponden respectivamente a los estados 0,1 y 2

A partir de este tipo de modelos se ha logrado (5-7) un mejor entendimiento
del funcionamiento de los canales iénicos luego de haber explorado in silico la ac-
tivacion o bloqueo constitutivo de algunos de ellos, seguido de su corroboracién
experimental. Uno de los casos mas complejos explorados fue la caracterizacion
del mecanismo de accién del acido niflimico (6) sobre la dindmica de la senal
de calcio, ya que ésta droga tiene la peculiaridad de poder actuar sobre al me-
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nos 3 tipos de canales, ya sea inhibiéndolos o activindolos. En otro articulo
(7), gracias a la consideracién de variantes de la red abordada inicialmente y
el estudio por medio de simulaciones de diversos escenarios de interaccion, bus-
cando consistencia con resultados experimentales observados, se pudo predecir
que CatSper es el canal de calcio determinante. Haber hecho una prediccién
de esta relevancia por medio de un modelo matematico, pone de manifiesto los
alcances que pueden tener estudios teodricos en la biologia. El trabajo va mas
alla de proveer un mejor entendimiento y corroborar experimentos previos. La
teoria plantea predicciones cuantitativas y cualitativas, y se convierte en un mo-
tor para el desarrollo de nuevos experimentos. Por supuesto, la palabra final la
tendran los experimentos. En este tenor, a largo plazo se espera que este tipo
de estudios, con su extension a mamiferos, pueda contribuir a la elaboracién de
farmacos que alteren la fertilidad ya sea aumentandola o disminuyéndola. Por
ejemplo, que contribuya al desarrollo de anticonceptivos masculinos.

4. Régimen Dinamico Critico

El funcionamiento y la evolucién de los seres vivos supone implicitamente
que la forma en que éstos contienden ante cambios internos o ambientales de-
pende de mecanismos suficientemente robustos como para que no se colapsen
facilmente y al mismo tiempo suficientemente flexibles como para codificar un
repertorio de respuestas con ventajas adaptativas para diferentes escenarios. Si
bien pareciera dificil imaginar un sistema en donde coexistan estas dos propie-
dades aparentemente opuestas: robustez y adaptabilidad, se ha visto que las
redes que operan en un régimen dinamico critico con respecto a la propagaciéon
de perturbaciones dan cabida a la optimizaciion de ambas capacidades (14, 15).

Derrida propuso un céalculo que proporciona una medida de como perturba-
ciones sobre condiciones iniciales producen alteraciones en la configuracion de
una red que se propagan en el tiempo (16). Cuando t — oo, estas perturbaciones
tienen tres posibles destinos: se propagan a toda la red (régimen cadtico), mue-
ren eventualmente (régimen ordenado) o llegan a un escenario intermedio donde
se constrinen a una proporciéon de nodos semejante al tamano de la perturba-
cién inicial con comportamientos estadisticos similares. A este régimen se le ha
denominado critico (16), donde el origen del término proviene de los fendme-
nos criticos asociados a transiciones de fase, donde se presentan correlaciones a
todas escalas. La siguiente seccion presenta una discusién sobre criticalidad.

Definamos para una configuracién inicial 3(0) una perturbacién de tamano
h tal que genera una nueva configuracién ¥'(0) que difiere de la original en el
valor de h nodos, la cual decimos que estd a una distancia de Hamming h. Al
normalizar esta perturbacién por el tamano de lared ( H = %), podemos tener
una medida que expresa el porcentaje en que fue alterada una configuracién
dada.

El mapeo de Derrida M (H(t)) = (H(t+1)), que relaciona cémo cambian en
promedio las alteraciones inducidas por una perturbacién H realizada al tiempo
t después un paso de evolucién, puede indicarnos el régimen dinamico en el cual
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opera una red discreta. En la practica, para calcular numéricamente este mapeo,
se muestrea un conjunto de condiciones iniciales del espacio de configuraciones
sobre las cuales se hace incidir perturbaciones que abarcan todos los tamanos
posibles, se evolucionan los pares ¥(0) y ¥/(0) resultantes y se mide el tamano
promedio de la perturbacion luego de ese paso de evolucién. Es importante
enfatizar que se trata de una propiedad promedio de la evolucién de todo el
sistema y no la de una condicion inicial particular.

Para tiempo continuo la susceptibilidad de una red légica discreta esta defi-
nida por la pendiente al origen del mapeo:

dM (H)

=T

(3)

donde S determina el régimen dindmico en que opera la red: ordenado (S < 1),
desordenado (S > 1) o critico (S &~ 1). Para tiempos discretos normalizados:

M(H(0)) ‘
H(0) H(0)=%

Al calcular el mapeo de Derrida para nuestra red, resulta que el valor de la
suceptibilidad es muy cercana a 1, lo cual indica que su dinamica opera en el
régimen critico (Fig.4a).

En el cédlculo anterior la criticalidad esta relacionada con la invariancia a
lo largo del tiempo de la representacion de las alteraciones inducidas por una
perturbacion en condiciones iniciales. Cabe hacerse la pregunta sobre qué tan
robusto es este comportamiento, qué tan sensible es a cambios en la estructura
y definicién de la red. A nivel estructural, consideremos la respuesta del com-
portamiento de la red ante la supresion de un nodo. Sucede que al llevar a cabo
esta esa supresion (conocida en la literatura como “knock-out” de un compo-
nente de la red) el comportamiento critico de la red resultante se preserva. En
la Figura 4b se muestra que ante la supresién de nodos (uno a la vez), se con-
serva la pendiente de uno en la curva de Derrida (S = 1), lo cual recordemos
es indicativo de un régimen dindmico critico. Por ende hemos mostrado que la
criticalidad es una propiedad robusta ante modificaciones estructurales. En el
lenguaje de los sistemas dindmicos a este comportamiento se le conoce como es-
tabilidad estructural. Para la biologia esta propiedad es altamente significativa
en términos evolutivos. Cabe comentar que con la eliminacién de los nodos dCa
y v, se obtienen las pendientes S que menos se aproximan a uno (Fig.4b), esto
puede estar ligado a que son los que tienen méas conexiones salientes y entrantes,
(Fig.2) y que guardan un significado central desde un punto de vista fisiolégi-
co (4). Consecuentemente su ausencia constituye una pertubacién mayor a las
demés del sistema.

S = (4)

5. Consideraciones sobre la criticalidad

En un inicio, el término de criticalidad se acuno en la fisica para el estu-
dio de transiciones entre fases termodinamicas, posteriormente se adopto en el
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Figura 4: Mapeos de Derrida calculados sobre 500,000 condiciones iniciales alea-
torias. Con propositos de referencia, se grafica una recta identidad con un patréon
de colores rojo y azul. (4a) Red completa. Nétese que el valor de susceptibilidad
S es cercano a 1, por lo cual esta red opera en el régimen critico. (4b) Redes
resultantes de knock-outs individuales. Entre paréntesis se encuentran los corres-
pondientes valores de susceptibilidad. Nétese que, al igual que la red completa,
las curvas se aproximan a la vecindad del origen con una pendiente cercana a
1, con excepcién de dos casos: el calcio (dCa) y el voltaje (v), cuyas curvas son
menos tangentes a la recta identidad y tienden hacia el régimen ordenado
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contexto del comportamiento de sistemas dindmicos con transiciones entre fases
dindmicas. El mapeo de Derrida, aunque se encuentra ligado a fases dinami-
cas, tiene caracteristicas propias. La relacién entre las diversas acepciones de la
criticalidad atin no ha sido descifrada por completo y es tema de investigacién.

Las transiciones de fase han sido motivo de intenso estudio dentro de la
fisica: transiciones hielo/liquido, liquido/gas, ferro/paramagneto, transicién su-
perfluida o superconductura, son algunos de los ejemplos. Entre la variedad de
las posibles transiciones de fase se distinguen los fenémenos criticos, los cuales
caracterizaremos aqui en términos de la transicién ferro/para-magnética. Los
metales ferromagnéticos, al ser expuestos a un campo magnético generado ex-
ternamente, poseen un rango de temperaturas a las cuales se magnetizan, esto
es mantienen una magnetizacion en ausencia del estimulo externo, se comportan
como imanes. Resulta que al ir aumentando la temperatura, la magnetizacién
decrece, hasta desaparecer a una temperatura que denotaremos por 7T, a partir
de ella, el material se comporta como paramagneto, al no retener magnetizacién
inducida. La magnetizacion es la densidad de momentos dipolares magnéticos,
si consideramos un modelo simplificado bidimensional en que los momentos ad-
quieren sélo uno de dos valores (+/-), con interacciones de corto alcance (modelo
de Ising), lo que ocurre es que debajo de T, se tienen dominios magnéticos do-
minantes, ya sea positivos o negativos (uno de los dos), intercalados con zonas
del signo opuesto. Cuando nos encontramos por arriba de T, los dominios se van
desintegrando y se presenta una distribuciéon aleatoria de ctimulos muy pequenos
de espines alineados que van desapareciendo al incrementarse la temperatura.
En cambio, muy cerca de la temperatura critica se tienen de dominios com-
puestos de dominios, compuestos de dominios, en forma iterativa, dando lugar
a una estructura sumamente compleja. Estas estructuras se presentan a todos
tamanos, y se preservan ante cambios en la resolucién de observacion, es decir
hay una invariancia de escala, todo el sistema esté estadisticamente correlacio-
nado a todas las escalas (17). Las interacciones son de corto alcance, pero las
correlaciones se presentan en todos los rangos. Para mayor claridad, decimos
que dos sitios estan correlacionados si la variaciéon de uno de ellos es perceptible
a nivel estadistico por el otro. O sea, las variables no son estadisticamente inde-
pendientes. La presencia de este sin fin de correlaciones a la temperatura critica
T. da lugar a singularidades en cantidades termodinamicas en la vecindad de T,
como por ejemplo la susceptibilidad magnética, esto debido a relaciones cono-
cidas como fluctuacion-disipacion. El estudio de los fenémenos criticos requirié
del desarrollo de la teoria del grupo de renormalizacion, por la cual Kenneth
Wilson obtuvo un premio nobel (18). Para los propdsitos de esta discusién re-
calcamos que por debajo de T, las estructuras se congelan, por arriba se pierden
y en T, se preservan.

Por otra parte en los sistemas dinamicos, tales como sistemas de ecuacio-
nes diferenciales nolineales o mapeos no lineales acoplados, que se utilizan pa-
ra modelar dindmica de poblaciones ecoldgicas (ecuaciones de Lotka-Volterra,
mapeo logistico), osciladores no-lineales (ecuacién de Van der Pol), dindmicas
excitables (ecuaciénes de Hodgkin-Huxley y Fitzhugh-Nagumo), entre otros,
presentan transiciones entre comportamientos dindmicos cualitativamente muy
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diferenciados al variar algunos de sus parametros. En sistemas dindmicos a esas
transiciones se les denomina bifurcacioness. Como ejemplo de una bifurcacion se
tiene la transicién de comportamiento regular periddico a uno caético (dinami-
ca determinista, con sensibilidad a condiciones iniciales, sin predictibilidad con
rasgos parecidos a los comportamientos azarosos) a un valor “critico” particular
de su pardmetro de bifurcacién (19). En ese valor la dindmica es marginal, entre
el orden y el caos, se presentan correlaciones temporales a todas las escalas, asi
como una invariancia de comportamiento ante cambios en la resolucion tempo-
ral de observacion. Las analogias con las transiciones de fase termodinamicas
saltan a la vista; han sido y contintian siendo estudiadas formalmente.

En las redes que aqui estudiamos, la criticalidad se refiere al régimen entre
dos fases dindmicas, y se cuantifica en términos de respuestas a alteraciones ge-
neradas por perturbaciones en condiciones iniciales. Para su estudio viene a la
mente la terminologia utilizada en el analisis de los sistemas dindmicos de una
transiciéon entre un comportamiento regular que elimina el efecto de las per-
turbaciones y otro cadtico que las amplifica. Usualmente en los estudios sobre
dindmica cadtica el sujeto primordial de andlisis es el comportamiento asintéti-
co de las trayectorias del sistema dinamico y la sensibilidad ante variaciones de
condiciones iniciales. En cambio, en el criterio de Derrida el enfoque es sobre
comportamientos globales, promedio, a un paso de tiempo. En este sentido, més
que una transiciéon caos-orden, parece ser mas adecuada la nomenclatura de una
transicién expansién-contraccién. Es mas, bajo esta perspectiva la proximidad
de la susceptibilidad S definida con anterioridad a 1, es reminiscente de la di-
vergencia de la susceptibilidad de compresion volumétrica en el punto critico
termodinamico.

Un punto que merece ser recalcado es que, a diferencia de los casos como
el magnético y la ecuacién logistica donde hay un pardametro de control (la
temperatura y el parametro de bifurcacién respectivamente) que sintoniza al
sistema en el punto critico, en nuestro caso es la dinamica, per se, la que lleva
al régimen critico. Este tipo de comportamiento se conoce como “criticalidad
auto-organizada” (20) y ha sido motivo de intenso estudio.

Enfatizamos que el régimen dinamico critico de nuestra red preserva estruc-
turas a todas las escalas tal como es el caso del magnetismo en punto critico o la
dindmica marginal de los sistemas dindmicos. Este comportamiento es indicativo
de correlaciones y sensibilidad del sistema a todas escalas. Una propuesta, mate-
ria de controversia, es que en el régimen critico la transferencia de informacion
se optimiza. En la biologia, una propiedad de esta indole tiene repercusiones
profundas. Este comportamiento, aunado a la coexistencia de adaptabilidad y
robustez bajo un régimen dindmico critico da sustento a la hipdtesis de que
la vida se desarrolla en un punto critico. Es por ello que no es de extranarse
que se haya manifestado en diversos tipos de redes regulatorias: redes genéticas
(21-23), neuronales (24-27) y de senalizacién (28-30). Con nuestro trabajo mos-
tramos que en un proceso bioldgico tan fundamental como lo es la fertilizacion,
la criticalidad sale a relucir una vez mas.
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1. Introduccion

En muchas ramas de la Fisica el experimento juega un papel de primer plano. Sin embargo,
en Astrofisica, casi nunca se puede experimentar. Si bien se pueden buscar meteoritos en de-
siertos para posteriormente analizarlos, o tratar de reproducir en laboratorio las condiciones de
vacio extremo que reinan en algunas partes del medio interestelar, en la mayoria de los casos
las teorias astrofisicas no se pueden comprobar mediante experimentos. ; Como hacer explotar
una supernova, o agarrar un gran conjunto de masas casi puntuales que interactiian entre si de
manera exclusivamente gravitatoria, como las estrellas en una galaxia ? Ante esta imposibi-
lidad, no nos queda de otra que recurrir al “experimento del pobre”que son las simulaciones
numéricas. La Astrofisica, no es de sorprender, ha llevado a muchos progresos en el campo de
las simulaciones numéricas, y hoy en dia los astrofisicos son entre los mayores consumidores de
tiempo de cémputo en las grandes facilidades computacionales (aunque no los mayores: a cono-
cimiento del autor, en la época actual los mayores consumidores son los fisicos que se dedican
a la cromodindmica cudntica).

El campo de las simulaciones numéricas en Astrofisica es sumamente vasto, y ni un libro
entero bastaria para agotar el tema. Los sistemas son muy diversos no solamente en las escalas
espaciales y temporales que abarcan, sino también en los procesos que implican. No hay gran
cosa en comun entre el interior del Sol, el de una estrella de neutrones, y una nube molecular fria,
por ejemplo. No solamente las ecuaciones descriptivas del problema, sino también la manera
de resolverlas, van a ser muy distintas. Por ende, el presente capitulo cubre solamente una
diminuta parte de la vasta disciplina de los simulaciones numéricas en Astrofisica.

De manera mas precisa, vamos a presentar aqui una manera de simular la evolucion tem-
poral de un fluido. Los fluidos astrofisicos, en su inmensa mayoria, son gases, y por ende son
fluidos compresibles, al contrario de los liquidos. Existen dos grandes ramas, correspondiendo
a visiones diferentes, para simular un fluido. La primera corresponde a los llamados esque-
mas’ Lagrangianos. En éstos, se siguen las parcelas de fluido a lo largo de su evolucién. La
denominacién proviene de la llamada derivada Lagrangiana o particular:

d 0 . =
dt—at+v~v, (1)

'En la jerga de la dindmica computacional de fluidos, un esquema es un conjunto de algoritmos enfocados a
brindar una soluciéon. Un cddigo es la implementacién particular de un esquema.
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Figura 1: Malla alternada (izquierda) y malla centrada (derecha). En la malla centrada, todas
las cantidades (vectoriales y escalares) estan definidas en el centro de las celdas, mientras que
en la malla alternada, solamente las cantidades escalares estan definidas en el centro de las
celdas. Las componentes de las cantidades vectoriales estan definidas en el medio de la cara o
arista a la cual son perpendiculares.

que determina la tasa de evolucion de una cantidad relativamente a una parcela de fluido. Una
gran ventaja de los esquemas Lagrangianos es que pueden no tener fronteras, como muchos
sistemas astrofisicos, y expandirse conforme evolucionan. Cuando, al contrario, son acotados,
puede ser conveniente usar otro tipo de esquemas, los esquemas Eulerianos (en dindmica de
fluidos, la derivada Euleriana es una derivada parcial con respecto al tiempo y corresponde
a la tasa de variacién que veria un observador fijo con respecto al referencial en el cual se
describe el fluido). Los esquemas Eulerianos suelen ser esquemas en los cuales el estado del
fluido se representa en una malla discreta. Simular el fluido consiste entonces en obtener una
secuencia de estados (sobre la malla) para un conjunto discreto de fechas, la diferencia entre
dos fechas consecutivas siendo el paso de tiempo. Los esquemas de malla también se dividen en
una plétora de técnicas muy diferentes entre si. A continuacién vamos a presentar un método
llamado de wvolumenes finitos y diferencias finitas, con malla alternada. Este método ha sido
implementado en el Instituto de Ciencias Fisicas en un cédigo llamado FARGO3D. Es un cédigo
bastante versatil, tanto por la geometria de la malla como por los ingredientes fisicos que puede
incorporar. Por razones de espacio y simplicidad, nos vamos a conformar con presentar aqui su
version isotérmica y dejaremos de lado las sutilezas relativas a la curvatura de la malla.

2. Discretizacion sobre una malla alternada

En una malla alternada, las cantidades escalares y vectoriales no estan definidas en el mismo
lugar. Aunque esto representa una complejidad adicional en la implementacién, tiene ventajas
que vamos a entender a continuacién. En la figura 1 (parte izquierda), examinemos el centrado
de las cantidades vectoriales (es decir el lugar donde estan definidas). Supongamos que éstas
representan las componentes del vector de velocidad. Las velocidades radiales estan definidas en
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las interfaces” radiales (las que son de radio constante), mientras que las velocidades acimutales
estan definidas en las interfaces acimutales (las que son de acimut constante).

3. Ecuacion de continuidad

La ecuacién que rige la evolucion de la densidad del fluido, y que se llama ecuacién de
conservacién de masa o de continuidad, se escribe:

Jdp =

— +V - (p0) =0. 2
LT (o0) ¢l
Veamos cémo podemos tratar de encontrar una soluciéon aproximada de esta ecuacion sobre la
malla. Lo primero que vamos a hacer es integrar la Ec. (2) sobre una celda. Usando el teorema

de la divergencia llegamos a’:
0
ot // 1d pd'T = /a 1d pUdT, )

donde Ocelda representa la orilla de la celda, es decir el conjunto de interfaces que la delimitan.
La integral doble del miembro de izquierda representa la masa de la celda, mientras que la
integral del miembro de derecha representa el flujo de masa a través de la orilla de la celda. La
Ec. (3) es exacta, y ninguna aproximacién se ha hecho. A partir de ahora, vamos a hacer tres
aproximaciones:

1. vamos a sustituir la derivada parcial con respecto al tiempo por una diferencia finita:
0X /ot ~ [ X (7t + At) — X (7, t)] ] At;

2. vamos a suponer la densidad uniforme sobre la celda. Esta siendo nuestro “elemento de
resolucién”, no podemos pretender a una descripcién mas fina del fluido*. Esta aproxi-
macién permite escribir la masa de la celda como pL,L,, L, y L, siendo los lados de la
celda en las dos dimensiones (véase Fig. 2).

3. Finalmente, vamos a escribir el flujo de masa sobre una interfaz como el producto de
su longitud por la velocidad perpendicular a dicha interfaz, definida en su mitad, y el
producto de la densidad, evaluada también en la mitad de la interfaz. Al igual que en el
primer punto, renunciamos a una descripcion de la velocidad mas fina que el elemento de
resolucion, y nuestro procedimiento equivale a considerar la velocidad uniforme sobre la
interfaz.

A final de cuentas, nuestra Ec. (3) puede reescribirse como:

At
AxAy

pij(t+ At) = pi;(t) + [FF —Fh, + F —F! ], (4)

2 Aristas o superficies que constituyen la frontera entre dos celdas adyacentes.

3Para mayor compacidad nos limitamos aqui al caso bidimensional. La generalizacién al caso tridimensional
se hace sin dificultad.

4Notase que existen esquemas en los que los campos hidrodindmicos estdn descritos por polinomios de orden
variable dentro de una celda, lo cual nos proporciona una resolucién “sub-malla”. Estos esquemas, considera-
blemente mas complejos que los que se describen aqui, no se consideran en esta presentacion.
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Figura 2: Representacién de los flujos en las orillas de una celda, en una malla Cartesiana
bidimensional.

donde usamos las notaciones de la Fig. 2. La principal dificultad consiste en evaluar los flujos.
Como mencionado arriba, son el producto de la velocidad y de la densidad en el medio de la
arista en la cual estdn definidos (y de la longitud de dicha arista). Aqui vemos inmediatamente
el beneficio de tener una malla alternada: de entrada, la velocidad estd definida en la mitad
de la arista, y ningin tipo de interpolacion es necesario para obtener su valor. En cambio,
si es necesario algo de trabajo adicional para evaluar la densidad interfacial. Su valor, a su vez,
puede obtenerse mediante varias técnicas. La que implementamos en el codigo FARGO3D consiste
en predecir el valor de la densidad que llega a la mitad del paso de tiempo en la mitad de la
arista, usando un llamado método de caracteristica. Una vez conocidos los flujos, las nuevas
densidades se obtienen facilmente con la Ec. (4). Es importante subrayar que este método, al
compartir flujos entre celdas, conserva la masa a la precision de la maquina. Esto, naturalmente,
no implica que la masa total de fluido se quede constante a lo largo de la simulacion: el fluido
puede salir de (o entrar a) la malla a través de su orilla. No obstante, implica que si la orilla
de la malla no permitiera el paso de materia (por imposicién de una velocidad normal nula),
entonces si se conservaria la masa total a la precision de la maquina. En términos mas concretos,
no se crea ni desaparece masa dentro de la malla, como es de esperar de una versién discreta
de la ecuacion de continuidad.
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4. Ecuacion del momento

Resolver la ecuacién de conservacién del momento es una tarea mas ardua que la de la
masa. Esta ecuacién se escribe (suponiendo que el fluido es inviscido y no sometido a fuerzas
externas):

0 - L -
5 (P +V - (pT @) = =V, (5)

donde ¢, es la velocidad del sonido isoterma. La primera pregunta que surge es jcémo definir
el momento p = pv en la malla, si ¥ y p no estan definidos en el mismo lugar? La estrategia
adoptada en FARGO3D es definir dos versiones del momento:
[ ’+

P =00 Y BT = Pt (6)
donde para simplificar consideramos una malla monodimensional en z (la generalizacién a varias
dimensiones siendo inmediata). Posteriormente, se transportan las cantidades p*~ y p** como
cualquier cantidad centrada (por ejemplo la masa, véase seccién 3). Una vez que hayan sido
obtenidos los nuevos momentos y la nueva densidad, se actualizan las velocidades mediante:

I ’+

V;— = .
2 Pit1 T Pi-1

El lector podra facilmente comprobar que si no se actualizan los momentos y la densidad,
recuperamos las velocidades iniciales. Al usar las técnicas desarrolladas en la seccién anterior,
aseguramos que las dos versiones discretas del momento se conservan (excepto por las pérdidas
o ganancias en la frontera), y que el momento, que podria definirse como el promedio aritmético
de ambas versiones, se conserva también. Al conservar masa y momento, aseguramos ciertas
propiedades deseables del esquema, como por ejemplo la correcta representacion de los choques
(la derivacién de las ecuaciones de Rankine-Hugoniot se hace escribiendo la conservacion de las
cantidades a través de un volumen de control atravesado por un choque).

5. Sobre la implementacion

El primer propdsito para el cual se ha desarrollado el codigo FARGO3D en el ICF-UNAM
es la simulacién de discos protoplanetarios. La simulacion de éstos es muy costosa, y puede
representar millones de pasos de tiempo®, por lo que se hizo el desarrollo para GPUs (Graphics
Processing Units). Son plataformas muy rapidas, que cuentan con miles de nticleos de cémputo.
Se tienen que programar en paralelo y para ello usamos el lenguaje CUDA. El lector interesado
puede consultar la pagina del cédigo: http://fargo.in2p3.fr. Una fuente de informacién ttil
es también el articulo que describe con mucho detalle los algoritmos de FARGO3D, disponible en
arXiv.

5Existe un criterio sobre el paso de tiempo, llamado condicién CFL o condicién de Courant, que dice que la
informacién no puede propagarse de mas de una celda sobre un paso de tiempo; eso acota el paso de tiempo de
manera dréstica.
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Efecto Casimir Dinamico

Ricardo Roman Ancheyta, José Récamier Angelini

Instituto de Ciencias Fisicas, UNAM

1 Introduccion

En 1948 Casimir predijo una fuerza atractiva entre dos placas paralelas per-
fectamente conductoras colocadas en el vacio [1]. A lo largo de las tltimas
décadas, se han propuesto una amplia variedad de consecuencias fundamen-
tales y medibles debidas a fluctuaciones cuanticas bajo la influencia de condi-
ciones externas [2]. Hace relativamente pocos afios se lograron mediciones
de alta precision de la fuerza de Casimir las cuales confirman los conceptos
basicos de la teoria cuantica de campos en presencia de condiciones estaticas
externas [3].

En 1970, G. T. Moore publicé el articulo Quantum theory of the Elec-
tromagnetic Field in a variable length one-dimensional cavity [4], en donde
hace la prediccién de que fotones reales pueden ser creados a partir del es-
tado de vacio debido a las condiciones de frontera dependientes del tiempo
de los espejos sobre la energia de punto cero del campo. La creacién de
fotones debida a las oscilaciones en las paredes del espejo se conoce actual-
mente con el nombre de Efecto Casimir Dindmico (ECD) y se le considera
una prueba directa de la existencia de las fluctuaciones cuanticas del vacio
del campo electromagnético. Multiples trabajos se han reportado en donde
se estudia el ECD debido a su relevancia desde el punto de vista fundamen-
tal de la mecanica cuantica [5]. Sin embargo, fue hasta hace relativamente
poco tiempo que una realizacion experimental del efecto pudo llevarse a cabo
mediante la arquitectura de circuitos cuanticos superconductores en donde
la longitud efectiva del resonador es modulada rapidamente [6].
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2 Teoria

El Hamiltoniano efectivo mas simple que describe el ECD puede escribirse
como: [7, 8] (usando unidades con i = 1)

H = w(t)a'a+ix(t) (a” - a?) (1)
en donde L du()
x(t) = @) dt

y w(t) es la frecuencia instantanea de la cavidad. El Hamiltoniano dado en
la Ec 1 representa un modo de un campo electromagnético dentro de una
cavidad no estacionaria con espejos planos perfectamente conductores. En el
caso del ECD uno de los espejos esta fijo mientras que el otro oscila con una
pequena amplitud e. Eligiendo para la frecuencia una dependencia temporal
oscilatoria

w(t) = wo(1 + esin(nt)) (2)

en donde wy es la frecuencia cuando las paredes estan separadas una distancia
fija Lo y n es un pardmetro arbitrario que sera seleccionado mas adelante, se
obtiene:

. . . mecos(nt) R .
H = w (1 ) al 12 _ 2
wo (1 + esin(nt)) a a+z4(1+esin(nt)) (a a ) (3)

usando que € < 1 aproximamos el Hamiltoniano a la forma:
H =~ woala + z% cos(rt) (a? — a*) = Hy +V (4)

El operador de evolucion temporal queda entonces escrito como U = UyU;
en donde Uj es el operador de evolucion temporal correspondiente al Hamil-
toniano no perturbado Hy y satiface la ecuacién [9]

AUt )

= H, t.t
o oUo(t, o), (5)

con la condicién inicial Uy(tg,tg) = 1 y puesto que Hy es independiente del
tiempo, podemos escribir

Uo(t, to) = exp|—iHy(t — to)] = exp|—iwo(t — to)a'al, (6)
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mientras que el operador de evoluciéon temporal en la representacion de in-
teraccion Uj(t,ty) satisface:

AU (¢, )

dt = [U(;r(tatO)VUO(tatO)} U[(t,to), (7)

con la condicién inicial Uy(tg, o) = 1. En lo que sigue elegiremos el tiempo
inicial tg = 0.
Usando la féormula BCH

e Be ™ = B+ alA,B] + 2_[A A, Bl] +

obtenemos:
U (t)aUy(t) = ae™"“o!
Ul(t)atUs(t) = afeo!
de forma que el Hamiltoniano en la representacion de interaccion queda:
€

Hi(t) = i cos(nt) (67! — a%e~") (8)

Escribiendo ahora el cos(nt) en su forma exponencial y reemplazando en la
ecuacién (8) obtenemos

H;(t) = z% (&T2€i(ﬂ+2wo)t 1 gf2ei@wo—mt _ g2 i(n—2wo)t _ &26_@(n+2w0)t> ()

elegimos ahora condiciones de resonancia haciendo n = 2wy, obteniendo:
woe . . . . . i
Hj(t) — . (aT2ez4w0t + a2 — a2 — a2 z4w0t>

en donde se tienen dos términos independientes del tiempo y dos méas que os-
cilan rapidamente (con frecuencia 4wy). Despreciendo a estos tltimos (aproxi-
macién de onda rotante), obtenemos el Hamiltoniano de interaccién indepen-
diente del tiempo:

Hy = z% (a - a2) (10)

cuyo operador de evolucion temporal es

Us(t) = exp[—iHt] —exp[”f( a2 — a?)e. (11)
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Podemos entonces escribir el operador de evolucion temporal como
U(t) _ Uo(t)U[(t) _ e—iwotﬁe%(&m_d%t (12)

en donde 7 = a'a es el operador de niimero [9].

El conjunto de operadores {a2,a'?, 7, a, a’, 1} es cerrado ante la operacién
de conmutacion. Esto quiere decir que el conmutador de cualquier pareja de
elementos en el conjunto es también un elemento del conjunto:

a’ al? n a |af |1

a’ 0 A +2 | 242 0 |2a]0
a? | —4n —2 0 —2a2 1 =24t | 0 |0
n —2a° 2a1? 0 —a |a'|o

a 0 24 a 0 110

af —2a 0 —af -1 1010
1 0 0 0 0 010

Debido a que U;(t) = exp[“2<(a™ — a*)t] y que el conjunto {a*, a, i, 1}
es cerrado ante conmutacién, es posible escribir esta exponencial en forma
de un producto de exponenciales [10, 11]:

exp [Ae (1)l + ag(1)a?)] = exploa (X, 1)l
x exp[a (A, D] explés (A 1)a%] expléa(A, ) (13)

en donde A es un parametro auxiliar que haremos tender a 1 al final del calculo
v ai(t) = woet/4, as(t) = —aq(t). El conjunto de funciones {¢;(A,t)} se
determina con la constriccién ¢;(A = 0,t) = 0. Derivando la ecuacién 13
con respecto a A y usando independencia lineal se obtiene el conjunto de
ecuaciones acopladas:

din desy

o + 4o 7, N oo n,
d d
% = >, % = 2a0¢1,
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La primera es una ecuacién de Riccati la cual es posible resolver [12] y
conocida ¢1(A, t) el resto se obtiene por integracion directa. La solucion es:

o1\ 1) = %tanh[Qal(t))\], d2 (A, t) = —log[cosh[2aq () A]],

bs(\ 1) = %tanh[Qal(t))\], a0 1) = %(bg()\,t),

Haciendo A = 1 en la expresion para el operador de evolocién temporal U;

obtenemos:
Ur(t) = 1D (D2(1) 065 (1)8 pa (1) (14)

Una forma alternativa para obtener el operador de evolucién temporal
Ur es aplicando el teorema de Wei-Norman [13] el cual establece que: Si el
Hamiltoniano puede escribirse como una combinacién lineal de operadores,
independientes del tiempo, que cierran un algebra de Lie, entonces el ope-
rador de evolucion temporal puede escribirse en forma de un producto de
exponenciales, esto es:

N N .
Hi =Y fu0X, Ut =[] e®X,
n=1 n=1

y las funciones complejas a,(t) satisfacen un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias acopladas, no lineales, que se obtiene al sustituir el producto
de exponenciales en la ecuaciéon de Schrodinger.

Conocido el operador de evolucién temporal podemos calcular el valor
esperado de cualquier observable del sistema. Por ejemplo, para el valor
medio del operador de niimero de fotones partiendo de un estado de ntiimero
In), se obtiene

(nlf(t)[n) = (n|UFUGAUUs|n) = (n|UfaU |n),
aplicando la transformacién, obtenemos
UinUr = 7(1—8¢1dse™292) —2p3(1—4p1 pse~292)a> +2¢1 e~ 292a1% — 46, pge 2%

de donde:
(n|a(t)|n) = n(1 — 8¢re™>??) — dpygze (15)

si el estado inicial es el estado de vacio, entonces:
(0]7(t)|0) = —4ppge 2?2 = sinh?(ewyt /2) (16)
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En la figura 1 mostramos, en escala semi-logaritmica, la dependencia tem-
poral del valor medio del niimero de fotones a partir del estado de vacio
con parametros € = 0.1, wg = 1; es claro el comportamiento exponencial
correspondiente al ECD.

1000
10
0.100

0.001

t
20 40 60 80 100

Figure 1: Evolucion temporal del valor medio del operador de nimero para
el estado de vacio (0|n(t)|0).

3 Compresion y dispersiones

Para analizar el comportamiento temporal de diferentes observables fisicas
consideremos primero la evolucion temporal de los operadores de creaciéon y
aniquilacion. En la representacion de Heisenberg éstos estan dados como:

a(t) = UlUlaU U, af(t) = Ujulatu,uy, (17)
aplicando las transformaciones obtenemos:
UgdUo = qe ot UngUO = qle™ot

UlaU; = a(e® — Agrdse™ ) + 21 %24
UlatU; = e=?2at — 2¢5e 24
de donde: |
a(t) = e 0 (a(e” — dpidse™ ) + 2016 a' ) (18)
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(19)

at(t) = et (6_¢2dT — 2gb36_¢2a)

Las ecuaciones anteriores se pueden escribir:
&(t) . tll tlg a
( af(t) ) B ( to1 too ) ( al ) (20)
con: | ‘
tll = €_Zwot(€¢2 — 4¢1¢3€_¢2), tlg = 2¢1€_zw0t6_¢2
to1 = —2¢3€_¢2€iw0t, tog = 6iw0t€_¢2
Las cuadraturas ¢(t) y p(t) estdn dadas por:
[N N
—= |af(t) — a(1)] (21)

law+a' )], i) - vols

q(t) = NG

sustituyendo los resultados anteriores obtenemos:

V2

q(t) = % [(tu +tor)a + (ti2 + t22)&q , p(t) = ! [(tm —tip)al — (tyg — 7521)&]

Para calcular las dispersiones es necesario obtener ¢*(t) y p*(t)

[(f11 + t21)26% + (trz + £22)26"™ + (11 + to1) (f12 + 22) (200 + 1)

¢*(t) = %
p(t) = —% [(tzz — t12)%a"™ + (t11 — t21)%@” — (ta2 — t12)(t11 — t21) (20 + 1)}
Los valores esperados entre estados de ntimero son:
(nlg(t)ln) =0, (n|g*(t)|n) = (n+ %)(tu + ta1)(f12 + t22),
(nlp(t)n) =0, (nlp*(t)|n) = (n + %)(tzz — t12)(t11 — t21) (22)

de donde obtenemos las dispersiones:

Aq(t) = \/{nlg*(t)[n),
En la figura 2 se muestra la evolucién temporal de las dispersiones en
las coordenadas ¢(t), p(t) y su producto, con el pardmetro e = 0.1 Nétese

Ap(t) = \/{n|p*(t)|n).

o171 -.-



| e

1= 2 4 6 8 10

Figure 2: Evolucién temporal de las dispersiones Aq (azul), Ap (oro) y el
producto AgAp (verde) para el estado n = 3 con pardmetros € = 0.1, wy = 1.

que para ciertos instantes del tiempo, la dispersion en alguna de las coor-
denadas es cercana a cero pero el producto de las dispersiones es siempre
mayor que ambas dispersiones y mayor que el valor minimo permitido por el
principio de incertidumbre de Heisenberg. El hecho de que en alguna de las
cuadraturas, la dispersion pueda ser menor a la permitida por el principio
de incertidumbre de Heisenberg se conoce como squeezing (compresion) y se
debe a los términos no lineales en los operadores de creacién y aniquilacién
que contiene el Hamiltoniano.

Los estados coherentes [14] son los estados cudnticos que més se parecen
a los estados clasicos ya que saturan la relacién de dispersion AzAp = h/2.
Estos estados han sido ampliamente utilizados en 6ptica cuédntica [15]. En
términos de su evolucion temporal, éstos permanecen localizados alrededor de
su correspondiente trayectoria clasica y cuando interactian con potenciales
armonicos no cambian su forma en el tiempo. Esto es, un estado coherente
al tiempo ¢y sigue siendo un estado coherente al tiempo ¢. De acuerdo con
Glauber, los estados coherentes son tales que:

(1) Minimizan la relacién de incertidumbre
(2) Son estados propios del operador de aniquilacién del oscilador arménico
(3) Se crean a partir del estado de vacio mediante la aplicacién del operador

de desplazamiento D(«) = explaal — a*a).
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Con cualquiera de las definiciones anteriores, se obtienen los estados:

2 XX a”
o) =" F Y S pn) (23
n=0 n!

que han sido expresados en términos de estados de nimero (estados propios
del oscilador arménico). Si o — 0 entonces los términos de la suma con n > 0
son despreciables y nos queda solamente el estado con n = 0 obteniendo
entonces |a) = |0) y el estado |0) es un estado coherente y por lo tanto es un
estado de minima dispersion.

A partir de las expresiones que obtuvimos para los operadores ¢(t), p(t),
¢*(t) y p*(t) podemos evaluar los valores esperados entre estados coherentes,
el resultado es:

(alg®)la) = —= [(tay + ta)a+ (tra + Ea)a"],

>

(alp(t)]a) = E (t2 — tiz)a” — (111 — tar)al].

[(tll + t21)2&2 + (tlg -+ t22)204*2 -+ (tll + t21)(t12 + t22)(2‘04|2 + 1)] ,

(ol (D)) = 5

(alp?(t)]a) = —% [(tzz — t12)? ™ + (ti1 — ta1)?a® — (tag — t12)(t11 — t21)(2]al* + 1)] ,

En la figura 3 se muestra la evolucién temporal de las dispersiones Ag(t),
Ap(t) y su producto Aq(t)Ap(t) calculados entre estados coherentes. En la
figura se muestra el caso en que a = v/3 ya que el valor medio del operador
de ntmero entre estados coherentes es:

(alifa) = (afa’ala) = a*afa]a) = |af”

en donde usamos que ala) = a|a) vy (a]a’ = a*{a| y para calcular las disper-
siones entre estados de niimero tomamos como ejemplo n = 3.

Podemos notar que al tiempo inicial (¢ = 0) las dispersiones en ¢ y p son
iguales y corresponden a un estado de minima dispersion, su producto siendo
1/2 (usamos h = 1). Esto corresponde a un estado coherente de acuerdo a
la primera definicién de Glauber. Debido a que el Hamiltoniano contiene
términos de segundo orden en los operadores de creaciéon y aniquilacion, los
estados coherentes no evolucionan en estados coherentes y las dispersiones
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Figure 3: Evolucién temporal de las dispersiones Aq (azul), Ap (oro) y su
producto (verde) para el estado coherente |a) con o = (v/3, 0) con pardmetros
e=0.1, w = 1.

dejan de tomar el valor mas pequeno consistente con el principio de incer-
tidumbre. Esto se manifiesta en el hecho de que el producto de las disper-
siones oscila alejandose del valor 1/2 y la amplitud de las oscilaciones crece en
el tiempo. Con respecto a las dispersiones Aq(t) y Ap(t) notamos que éstas
presentan compresion y esta compresion se alterna entre las dos cuadraturas.
Hay sin embargo ciertos instantes de tiempo para los cuales el producto de
las dispersiones se acerca a 1/2, esto sucede cuando la compresion en alguna
de las cuadraturas es maxima.

4 Conclusiones

En estas notas hemos presentado la construcciéon del operador de evolucion
temporal, para un sistema que consiste en un modo de un campo electro-
magnético inmerso en una cavidad no estacionaria con espejos planos perfec-
tamente conductores. El Hamiltoniano es transformado a la representacion
de interaccion y eligiendo de forma adecuada la frecuencia de oscilacion de la
cavidad, se llega a un Hamiltoniano de interaccion independiente del tiempo.
Este Hamiltoniano consta de operadores que cierran un algebra de Lie lo cual
permite escribir el operador de evolucion correspondiente en forma de un pro-
ducto de exponenciales. Calculamos el valor medio del operador de niimero
en la representacion de Heisenberg entre estados de vacio encontrando la gen-
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eracion exponencial de fotones que corresponde al efecto Casimir Dindmico;
evaluamos también las dispersiones en las cuadraturas del campo encon-
trando que al tomar los promedios entre estados de niimero las dispersiones
son siempre mayores que el valor minimo permitido por el principio de incer-
tidumbre. Al calcular las dispersiones entre estados coherentes, encontramos
que los valores obtenidos al tiempo inicial son tales que Agq(tg) = Ap(to) y
ademas Aq(to)Ap(ty) = 1/2. Al evolucionar en el tiempo, los estados dejan
de ser estados de minima dispersion y se presenta el efecto de compresion
debido a la presencia de operadores cuadraticos de creacion y aniquilacion.
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