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S =

∫
d5x
√
−g
(

1

2κ2
5

R− Λ5 − V (T )
√

1 + gAB∂AT∂BT

)
,

Las ecuaciones de Einstein para este modelo están dadas
por

GAB = −κ2
5 Λ5gAB + κ2

5 T
bulk
AB

Anzats para la métrica

ds2 = e2f(w)
[
−dt2 + a2(t)

(
dx2 + dy2 + dz2

)
+ dw2

]
,
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la ecuación del campo

∂A

[√
−gV (T )∂AT√

1 + (∇T )2

]
−
√
−g
√

1 + (∇T )2
∂V (T )

∂T
= 0.

la solución para la métrica

a(t) = eH t, f(w) =
1

2
ln [s sech (H (2w + c))] ,

la solución para el campo

T (w) = ±

√
−3

2κ2
5 Λ5

arcsinh
[
tanh

(
H (2w + c)

2

)]
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la forma del potencial es

V (T ) = Λ5 sech

(√
−2

3
κ2

5 Λ5 T

)√√√√6 sech2

(√
−2

3
κ2

5Λ5 T

)
− 1

donde H, c y s > 0 son constantes arbitrarias y además

s = − 6H2

κ2
5 Λ5

,
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Campos escalares: espín–0, R.R.M. et.al. arxiv:1407.0131v1

Empezaremos considerando la localización de campos
escalares reales sobre la membrana gruesa

S =

∫
d5x
√
−g

(
−1

2
gMN∂MΦ∂NΦ− m2

s

2
Φ2

)
,

usando la métrica conforme . La ecuación de movimiento
resultante de la variación de la acción es

1√
−ĝ

∂µ

(√
−ĝĝµν∂νΦ

)
+ e−3f∂w

(
e3f∂wΦ

)
= 0.

Entonces, usando la descomposición de KK

Φ(x, z) =
∑
n

φn(x)χn(w)e−3f/2
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demandamos que Φn satisfaga la ecuación masiva de
Klein–Gordon en 4D[

1√
−ĝ

∂µ

(√
−ĝĝµν∂ν

)
−m2

n

]
φn(x) = 0,

luego, podemos obtener la ecuación para los modos
escalares de KK χn(w):[

−∂2
w + Vs(w)

]
χn(w) = m2

nχn(w);

esta es una ecuación tipo Schrödinger con un potencial
efectivo dado por

Vs =
3H2

4

[
3− 7sech2(2Hw)

]
+ sm2

s sech(2Hw).
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Figura : La figura muestra la forma del potential para diferentes valores de q =
3m2

s
2k2

5Λ5
tomando H = 1

2
.
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tomando 2Hw = arcsech(z) y usando el anzats
χ(w)n = z

3
4Y (z)n, la ecuación de Schrödinger toma la

forma

d2Y (z)n
dz2

+

(
7
2z

2 − 5
2

)
z(z − 1)(z + 1)

dY (z)n
dz

+

(
3m2

s

2k2
5Λ5

z − m2
n

4H2

)
z2(z − 1)(z + 1)

Y (z)n = 0

La solución general para la ecuación anterior tiene la forma

Y (z)n =

[
K1 z

−3H+
√

9H2−4m2
n

4H (1− z)
1
2 HeunG

(
−1, a+, b+, c+, d+,

1

2
,−z

)

+K2 z
−

3H+
√

9H2−4m2
n

4H (1− z)
11
4 HeunG

(
−1, a−, b−, c−, d−,

1

2
,−z

)
)

]
,

a± =
2Hk2

5Λ5 ±
√

9H2 − 4m2
n

4Hk2
5Λ5

+q, b± =
9H ±

√
9H2 − 4m2

n

4H
, c± = −

H ±
√

9H2 − 4m2
n

4H
,

d± =
2H ±

√
9H2 − 4m2

n

2H
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En particular tenemos para el modo cero de KK mn = 0

d2Y (z)0

dz2
+

(
7
2z

2 − 5
2

)
z(z − 1)(z + 1)

dY (z)0

dz
+

q

z(z − 1)(z + 1)
Y (z)0 = 0,

donde q = 3m2
s

2k2
5Λ5

la solución para el modo cero tiene la siguiente forma

χ0 = sech
3
4 (2Hw)

[
C1cosh

3
2 (2Hw)HeunG

(
1, q,

3

2
, 1,

1

2
,

1

2
, sech(2Hw)

)
+ C2 HeunG

(
1, q, 0,

5

2
,

5

2
,

1

2
, sech(2Hw)

)]
.

para tener una solucion localizada sobre la membrana
tenemos que hacer C1 = 0
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Figura : la figura 3D muestra el modo cero para los difeerentes valores 0 ≤ q < 21
32

.
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Campos vectoriales: espín–1

La localización de campos vectoriales A.H.A. et. al. EPJ
April 2014, 74:2770,

S1 = −1

4

∫
d5x
√
−g gMNgRSFMRFNS ,

1√
−ĝ

∂ν

(√
−ĝ ĝνρĝµλFρλ

)
+ ĝµλe−f∂w

(
efF5λ

)
= 0,

∂µ

(√
−ĝ ĝµνFν5

)
= 0.

Aµ(xλ, w) =
∑
n

a(n)
µ (xλ)ρn(w)e−f/2
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la forma del modo cero es

ρ0(w) =

√
H(π/2)

1
4

2Γ(5/2)
sech

1
4 (2Hw)

la solución general para la ecuación de Schrödinger es

ρn(w) = K1Pµ1
4

[tanh(2Hw)] + k2Qµ
1
4

[tanh(2Hw)]

donde µ = iσ = i
√

1
16 −

m2

4H2 , espectro continuo de KK
epieza en m = H

2
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Campos fermiónicos: espín–1/2

La acción de Dirac para un fermión masivo con espín-1/2
en 5D tiene la siguiente forma :

S 1
2

=

∫
d5x
√
−g
[
Ψ̄iΓM (∂M + ωM ) Ψ−MΨ̄F (T )Ψ

]
,

donde ωM es la conexión de espín definida como
ωM = 1

4ω
M̄N̄
M ΓM̄ΓN̄ con

ωM̄N̄
M =

1

2
eNM̄ (∂Me

N̄
N − ∂Ne N̄M )− 1

2
eNN̄ (∂Me

M̄
N − ∂Ne M̄M )

−1

2
ePM̄eQN̄ (∂P eQR̄ − ∂QePR̄)e R̄M ,
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Las componentes distintas de cero para la conexión de
espín ωM calculadas con la métrica de fondo son

ωµ =
1

2
(∂wf)γµγ5 + ω̂µ,

donde ω̂µ = 1
4 ω̄

µ̄ν̄
µ Γµ̄Γν̄ es la conexión de espín derivada

de la métrica de fondo ĝµν(x) = ê µ̄µ (x)ê ν̄ν (x)ηµ̄ν̄ .[
iγµ(∂µ + ω̂µ) + iγ5 (∂w + 2∂wf)− efMF (T )

]
Ψ = 0,

donde iγµ(∂µ + ω̂µ) es el operador de Dirac sobre la
3–membrana.

Ψ = e−2A

(∑
n

ψLn(x)Ln(w) +
∑
n

ψRn(x)Rn(w)

)
,
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donde ψLn(x) y ψRn(x) son las componentes izquierdas y
derechas del campo de Dirac en 4D, respectivamente,
supondremos además que ψLn(x) y ψRn(x) satisfacen las
ecuaciones de Dirac en 4D. Entonces, los modos de KK
Ln(w) y Rn(w) deben satisfacer las siguientes ecuaciones
acopladas:[

∂w + efMF (T )
]
Ln(w) = mnRn(w),[

∂w − efMF (T )
]
Rn(w) = −mnLn(w).

Las podemos recombiar para obtener(
− ∂2

w + VL(w)
)
Ln = m2

LnLn,(
− ∂2

w + VR(w)
)
Rn = m2

RnRn,
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la forma de los potenciales esta dada por

VL(w) = e2fM2F 2(T )− eff ′MF (T )− efM∂wF (T ),

VR(w) = e2fM2F 2(T ) + eff ′MF (T ) + efM∂wF (T ).

fijando mn = 0, se desacoplan las ecuaciones anteriores y
calculamos facimente los modos cero L0 y R0

L0 ∝ e−M
∫
efFdz,

R0 ∝ eM
∫
efFdz.
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considerando F (T ) =
sinh(2

√
−2k2

5Λ5
3

T )

2

√
1−sinh2(

√
−2k2

5Λ5
3

T )

tenemos que

los potenciales izquierdo y derecho tienen la forma
siguiente

VL(w) = sM(M − (

√
−k2

5Λ5

6
+M)sech(Hw)2),

VR(w) = sM(M + (

√
−k2

5Λ5

6
+M)sech(Hw)2).

donde la forma de los modos de KK para las quiralidades
izquierda y derecha se ven como

L0 ∝ sech
M
√
s

H (Hz),

R0 ∝ cosh
M
√
s

H (Hz).
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la solución general para los modos izquierdos y derechos
de KK esta dada por

Ln = C1Piµν (tanh(Hz)) + C2Qiµ
ν (tanh(Hz))

Rn = B1Piµ−ν (tanh(Hz)) +B2Qiµ
−ν (tanh(Hz))

donde C2, C2, B1, B2 son constantes arbitrarias,
µ =

√
m2−sM2

H y ν =
√
sM
H , espectro continuo de KK

empieza en m =
√
sM
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En electrodinamica cuantica en 4D el potencial creado por
la interaccion de Yukawa entre dos fermiones y un campo
de norma esta dado por LI = −eψ̄(x)γµAµ(x)ψ(x).
Considerando que los campos vectoriales masivos se
propagan libremente sobre la quinta dimensión y por
simplicidad asoció el fermion 4D con quiralidad izquierda
con el modo cero del fermion 5D, entonces la interacción
entre los fermiones y el boson de norma esta dada por

SI =

∫
d4xdz

√
−g (−e5)Ψ̄(x,w)ΓMAM (x,w)Ψ(x,w),

donde e5 es una constante de acoplamiento en 5D.
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Después de una reducción dimensional todos los modos
vectoriales de kk interaccionaran con el modo cero
izquierdo fermionico que esta localizado sobre la
membrana:

SI ⊃
∑∫
n

∫
d4xdz

√
−ĝ e5f (−e5)e−2fψ̄0(x)L0(w)e−fγµa(n)

µ (x)e−f/2ρn(w)e−2fψ0(x)L0(w)

=(−e5)
∑∫
n

∫
dz e−f/2 ρn(w)L2

0(w)

∫
d4x

√
−ĝ ψ̄0(x)γµa

(n)
µ (x)ψ0(x)

=

∫
d4x

√
−ĝ

{
− eψ̄0(x)γµa

(0)
µ (x)ψ0(x)−

∑∫
n
εnψ̄0(x)γµa

(n)
µ (x)ψ0(x)

}
,

donde,

e = e5

∫
dz e−f/2

ρ0(w)L
2
0(w) = e5

(
π
3

)1/4 (
k2
5Λ5

)
1/4

2
√

2 Γ
(

5
4

) ∫
dzL

2
0(w) = e5

(
π
3

)1/4 (
k2
5Λ5

)
1/4

2
√

2 Γ
(

5
4

)

es la carga 4D usual atrapada sobre la membrana,
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las εn’s son constantes efectivas 4D

εn ≡ e5

∫
dz e−f/2 ρn(w)L2

0(w) = e
2
√

2
(

3
π

)1/4
Γ
(

5
4

)
(kΛ5) 1/4

∫
dz e−f/2 ρn(w)L2

0(w),

En el limite no relativista el potencial de Coulomb y sus
correcciones entre dos fermiones cargados esta
determinado por el intercambio de fotones de kk y tiene la
forma

V (r) =
e2

4πr
+

∫ ∞
m0

dm
ε2n

4πr
e−mr

=
e2

4πr

[
1 + e2

5

∫ ∞
m0

dm e−mr

(∫
dz e−f(w)/2 ρn(w)L2

0(w)

)2
]
,

donde m0 = H/2 es el primer modo masivo exitado.
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Cálculo analitico de V (r), calculando primeramente las
constantes de acoplamiento efectivas 4D εn considerando

F (w) =
sinh(2

√
−2k2

5Λ5
3

T )

2

√
1−sinh2(

√
−2k2

5Λ5
3

T )

para esta elección de F (T ) el

modo cero fermionico con quiralidad izquierda de KK
normalizado es

L0(w) =

√
Hα

4αβ
sech(Hz)α, α > 0

donde α =
√

6M√
−k2

5Λ5

y β = 2F1(α, 2α, 1 + α,−1)
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Sustituyendo el factor de deformación f(w) y ρn en la expresión
para εn tenemos

εn = e
2

7
4
−2α(3)1/2Γ

(
5
4

)√
HM

(π
1
4 ) (−k2

5Λ5) 1/2β

∫
dz sech(Hz)−

1
4

+2α ×

×

[∑
±

C±(β)P±iβ1/4 (tanh(2Hw))

]

εn = e
2

7
4
−2α(3)1/2Γ

(
5
4

)
π1/4MΓ

(
α− 1

8

)
√
H (−k2

5Λ5) 1/2βΓ
(
α+ 3

8

) ×

×

[∑
±

C±(σ)P±iσ1/4 (0)

]
donde hemos utlizado la siguiente definición para la delta de

Dirac correspondiente al limite de membranas delgadas
H →∞:

δ(w) = ĺım
H→∞

HΓ
(
α+ 3

8

)
π1/2Γ

(
α− 1

8

)sech(x)−
1
4

+2α, α >
1

8
,
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Sustituyendo las constantes de acoplamiento 4D εn en el
potencial de Coulomb tenemos

V (r) =
e2

4πr

1−
3× 2

7
2
−4α

π
1
2

Hk2
5Λ5

MΓ
(

5
4

)
Γ
(
α− 1

8

)
βΓ
(
α + 3

8

)
2 ∫ ∞

m0

dm e−mr
∣∣∣∣∣∣
∑
±
C±(σ)P

±iσ
1/4

(0)

∣∣∣∣∣∣
2


=
e2

4πr

1−
3× 23−4απ

1
2

Hk2
5Λ5

MΓ
(

5
4

)
Γ
(
α− 1

8

)
βΓ
(
α + 3

8

)
2 ∫ ∞

m0

dm e−mr
∣∣∣∣∣∣ Γ (1 + iσ)

Γ
(

3
8
− iσ

2

)
Γ
(

9
8
− iσ

2

)
∣∣∣∣∣∣
2
 .

donde hemos tomado en cuenta que |C±(σ)| = |Γ(1+iσ)|√
2π

, y
tambien

Pµν (0) =
2µ
√
π

Γ
(

1−ν−µ
2

)
Γ
(
1 + ν−µ

2

) .
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Aproximando la integral considerando solo una contribución de
los primeros modos masivos de KK al rededor de σ = 0,
tenemos

V (r) =
e2

4πr
[1 + ∆V ] ,

donde la corrreción ∆V es

∆V = −3× 23−4απ
1
2

k2
5Λ5

(
MΓ

(
5
4

)
Γ
(
α− 1

8

)
βΓ
(
α+ 3

8

) )2
e−Hr/2

Γ
(

3
8

)2
Γ
(

9
8

)2
Hr

(
1 +O

(
1

Hr

))
.
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Conclusiones

Lalocalización de campos escalares espin-0 sobre la
membrana depende de la constante de acoplamiento en
5D
El modelo permite localizar el modo cero de campos
vectoriales espin-1 en constraste con varios modelos de
mundos membrana gruesos que no lo hacen.
La localización de campos fermionicos de espin-1/2 nos
permite darnos una idea de las correcciones a la ley de
coulomb para este modelo.
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