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PERTURBACIONES EN RELATIVIDAD GENERAL

Para linealizar las Ecuaciones de Einstein, debemos realizar
perturbaciones gravitacionales: Perturbaciones Tensoriales.

La idea es suponer que se tiene un espacio de fondo, descrito por ggy y
que existe una pequena modificacion,

Juv = 9211 +

al utilizar las ecuaciones de Einstein, a primer orden, se obtiene una
ecuacién de onda para la perturbacién en formalismo tensorial

9PNV hu =87T),

que son la base para las ondas gravitacionales.
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Formalismo de Newman Penrose (NP)

En esta platica hablare de las perturbaciones tensoriales, formadas por
objetos masivos con fuentes. No solo hoyos negros.

A

A diferencia del caso tensorial, en el formalismo tetradial se proyectan
dos vectores nulos reales sobre el cono de luz, y dos vectores
perpendiculares sobre el plano complejo.
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Por un lado, Newman y Penrose considerando que la radiacién
gravitacional se propaga a la velocidad de la luz, propusieron poner un
sistema coordenado con los vectores base sobre el cono de luz, dieron una
tétrada nula, con las siguientes propiedades:

o Tétrada I, n*, m*, m",

myo= By, = e
@ Son nulos, I*1, =0, n*n, =0, m*m, = 0.
@ Orthonormales I#n, =1, m‘'m, = —1

@ Definen al tensor métrico: g, = 2 [Z(u N,y — My my)].

iy v corren de 0,1,2,3. La sobrelinea significa complejo conjugado. Parentesis
como subindices significa indices simétricos.
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Se desarrolla el formalismo:

@ Se construyen los operadores derivada, proyectados sobre la tétrada:
D=1"0,,A=n"0,,0= m“@u,gzmﬂc‘)u

@ Se construyen los 12 coeficientes espinores, formados por las
proyecciones de las derivadas covariantes de los vectores nulos sobre
la tétrada misma: «, 58,7, T, p, i, Y, €, Kk, 0, V, A, por ejemplo:
p =l m*m”, que juegan un papel similar a los simolos de
Christoffel, y mas ya que permiten caracterizar al espacio-tiempo.

@ Las 5 proyecciones del tensor de Weyl sobre la tétrada dan las
funciones de Petrov, o escalares de Weyl, Wy, U1, Wy, U3, Uy, con
propiedades caracteristicas de los espacio-tiempos.

@ Los 10 tensores de Ricci ®gg, 11, Poo, A son reales y
Do1, P10, o2, Poz, P12, P21, son complejos.
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Clasificacion de los espacios métricos con el formalismo de NPenrose

Algebraicamente general
e Tipo | (¥ =0),
Algebraicamente especial

e Tipoll ( ¥g=¥; =0),

) Tlpol”(\IlO:\Ij1:\112:0),
OTipON(\I/():\Iflz\Ifgz\Ifgz())
0TipOO(\I/0:\I/1:\I/2:\113:\I/4:O),
e Tipo D (¥y #0).

111 - N - O

Penrose digram
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ECUACION DE TEUKOLSKY

Teukolsky [1972-73] utiliza esta formulacién para estudiar las
perturbaciones en agujeros negros. A partir de las identidades de Bianchi,

los tensores de Riemman y Ricci, llega a una ecuacién general, tanto para
Uy como para Wy,

sUs =T,
con
sO={AD -0"04+ (u" = (2s+ 1)y =)D —((2s+1)p+ 2s¢) A
—2(s+ 1) —2s+)m—7%)5+ (2s8+ (2s+ 1)) 0"
+s(2s+1)2(p+e)y—28m —2n7+ 28" 7 — Uy] —
25[(Ae) = (0"B) +e(W" =)+ BT ] +4s(s+1) 35"},

donde 59 = \Ifo(l) y —2 w = p74 \114(1).
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Los términos de materia son proyecciones del tensor de energia momento:

ST = STHV T(l)ul/v

con
DT =TT+ T T, + TP T,
donde
T = —(64+3a+B+4n—7) (0+2a+23-7),
T = (A+4p+u+3y-7) (6420 —7)
+(0+3a+B+47—7) (A+2m+1),
THT = (A Apt T3y =) (A4 2y - 27).

T,,, puede ser una fuente de campo escalar, eléctrico, magnético como
perturbacién.
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Los tensores de Ricci forman los operadores sobre la fuente:

Oy = Py = %Roz =A7nT,, 1" m" = ATy,
Dy = By = %RQQ = 47T, m*m” = A7 Tonm,
By = Py = %ng =4nT,,nt'm" = 41T,
Doy = Py = %RH = 4T, nt'n" = 4nl,y,.
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Primer frente de onda de la orbita mas estable de dos hoyos
negros (Proyecto Lazarus)

ISCO, r*=31M, z-axis, m=+2
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Disco de acrecién de un campo escalar como fuente
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Disco de particulas cargadas como fuente
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ECUACION DE TEUKOLSKY CON FUENTES

De las identidades de Bianchi
(D + 46 — p)‘ll4 — (S—f— 47'[' + 20()‘1’3 —|— (3\112 —|— 2(1311) )\
= (5 + 20 — 2’7_')@21 — (A + ,l_L + 2’}/ — 2’_)/)(1)20 + 2V(I>10 + 5@22,
—((5 + 4,8 - T)\I’4 + (A + 2’}/ + 4/,6)\113 - (3‘112 - 2@11) v
= —(0 — 7+ 2a + 28) o + (A + 20 + 27)Poy — VDo + 2AP12.
Del tensor de Riemann

Uyt (A+p+a+3v—9A— @ +3a+B+7—7)r=0.
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Las identidades de Bianchi perturbadas quedan expresadas como

(D +4e—p)0SY — G+ dr + 20) () + (D 4+ 4e — ) D Wy — (3 + dr + 20) VD wg
+ (35 4 2011) A 4 (305 +2011) D A = (5 + 20 — 27) 0L + (5 + 20 — 27) Doy,

— (At a+2y—29)85) — (A4 a+2y—29) D @y + 2000 +20Md10 + 5N D2s + 505,

3+ 48— )T + (A 42y + 4 E§) — 5+ 48— 1) D wy + (A 42y + 4D
—(8y — 2011) v — 38Wy — 2811) M v = —(5 — 7 + 2a + 28) Vg — (5 — 7 + 2a + 28) LY

(A 427+ 2708 + (A + 20+ 29) P ayy + 2200 + 22D a1, — 50l — 5Dy,
Multiplicando por (6 4+ B+ 3a+47 —7) y (A +3y — 7 +4u+ i) y la identidad

[(A+377’7+4u+ﬁ)(5+4ﬂ+2a)7(3+E+3a+4ﬂ'7?)(A+4u+27)] =0, (1)

(1)

para eliminar W5, obtenemos
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La ecuaciéon de Teukolsky con fuentes se expresa como

[(A+3’yf:y+4,u+ﬂ)(D+4sfp)f(3+E+3a+4‘n’77’) (6+4B—7—)—3\I/2] oD = Ty + Tua,

donde
T, = (3+E+3a+4w—?)[(A+2ﬁ+27)¢(1) (5—T+2a+2ﬁ)q>(1)]
+ (A3 -T+au+m [G+20 -2l — (A+E+ 2y — 290l
Tia = 3U[(A+4p+T+37— 7PN — G +30+8+4r —7) Dy

- A+ -+t m D +ac—n® - (4B +3a+ar—7) @ +48 -] vy
[(A+3y =7 +4u+ ) 6 +4ar + 2000 — (§+F+3a+4r —7) (A + 2y + 4P )wg
(5+B+3a+4r —F)[—20110M 4 (305 — 2011) Do — 50l — 5D oy, + 220(Y

22 a1y — (5 - 7 + 20 +25) D doy + (A + 20 +29) V0]

(A+3y =3+ au+p) [-221100) — 335 +2811) Va+ 208() + 20V a1 + 5Dy
5% + (3 + 20 — 21) D dgy — (A 4+ 2y — 29) ) @3]

3[(D +2(e = p))¥3 + 22T + k¥y — (D — 2(p — €))P21 + (6 + 7 — 2(@ — B)) P20 — 2puP10
2r®yy — Fdgy — 2500

3[(6 +2(8—7)W3 + 20V + 0Py — (D —p+2(e+€) P22 + (§ + 2(7T + B)) P21 — 2uP11
Nboo + 2m®10 — 24020

+ o+ 4+ o+
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EJEMPLO: Métrica de un Wormhole Ultraestatico

ds? = dt* — di* — (I + b3) (d6” + sin® 0d?) .

La tetrada nula
lﬂ

Las derivadas direccionales

D =1"9, =
A:n“‘a“:
5=m“3”:
§=m"o, =
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1
ﬁ(l, —1,0,0),
1
\/5(12 + bg)1/2
1
\/§<12 + bg)l/z

(0,0,1,7csch),

(0,0,1, —icsch).

1

o a;),

\/5( t +9p)

1

E(atfaz),
1

\/§(l2+b(2))1/2
1

\/§(l2 + b(2])1/2

(33 + i csc 9(%,) s

(09 — icsc6dy) .
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La tetrada nula

]/:0':[{,:)\262’7:7':71':0’
l
R 1 cot 0
NI

El escalar de Weyl y los coeficientes Ricci

= §1nsin'/? 0.

b b
o= e T aEene
b2 b2 b2
Poyg = —— 0 A=—— 0 Pog=—— 0
2T+ 0R)? 12(12 4 b3)> TRy
Cuya relacién entre ellos es
2 4 2
v =P —=P0q = —Pgy = 4A,
2= 3%0 31 = 3%

donde A es proporcional al escalar de curvatura R = g, R*".
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La ecuaciéon de Teukolsky en este ejemplo es
[(A + 5P) (D - p) - (5 - Qﬂ) (5 + 4B) - 3\112] \Ilé(ll) =Ty + Tha = Tsource,
donde

T4 G —26) [(a+20)25) - ®3] + (A +50) [G —28)28) — (& +pely)],

_ _ 2
Tia = @E+28P oo — ()P 0] + (A +50) NP dog + M @00] + 33D (D — 2p) 225 — PSR

Donde hemos usado m = —7, A = =G y D®y5 = 4pP9s, y la identidad de
Bianchi

5D Dy, = 508 — (D —3p)dl) — (A +3p) 0LV + 50 (2)

La expresidn final para la fuente es

Taource = 4m{[(3 —28) (A +20) + (A +50) (5 — 28) + (3 + 28)(D — 30)| T(2)

(A +5p) (A +p) = (5 +28)81 TS0 — 285T(,) + (5 +28)(A + 50T}
S gpul

+
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Haciendo uso del método de operadores adjuntos

0c (¥{") =
4n{[(3 —2B) (A +2p) + (A +5p) (*—w) (5+2ﬁ)(D 30)] T\%)
~[(A+5p) (A +p) — (3 +28)8) T — 25871

+(8 4+ 28)(A + 5p) 21,
donde
O = |(A+5p) (D~ p) — (5-26) (5+45) — S s
Encontramos la perturbacién métrica con fuentes
huw = 2{ngm,) [AG +28) + (6 +28) (A —3p) + (D + p)(6 — 28)]

- mumv [(A + p) (A 3P) + 6( - 26)]
= nun68 — 1, [(A = 3p) (6 — 28)]} Wy + c.c.
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En términos de la notacién de Newman-Penrose, los adjuntos para los
operadores diferenciales de una tetrada, se transforman de la siguiente
manera

DI = —(D+e+z—p—7),
At = —(A—y-F+p+7),
' = —(@-a+p+7-7),
5 = —G-a+B+r-7). (3)

Para el caso de una funcién f (e.g. los coeficientes de espin o las
componentes de los vectores tetradas [, n*, m#, m*), se tiene que
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La perturbacién de la métrica en este formalismo es

(€9) )

_ o1 1)
hyw = 2l(u nyy + QZ(MnV) — 2m(#

my)y — Qm(”mu) .

Las direcciones nulas son

1 1
O = SRyt 4+ Zhynt
DL + o um,
1 1
w()  — 2 4 Zh P
n g 'tnn + 2 nlT",
1 1
mtd) = —Ehmmm” — ihmmm“ + hpun” + hpnl”,

donde por ejemplo Ay, = hymim?.
Las derivadas direccionales perturbadas son

1 1
pn  — lu(l)aﬂ = _ihl"D - §h11A7
1 1
AW = gy — _Zh D — ZhyA,
2 2
1 - 1
1L — mﬂ(l)aﬂ = §hmm5 + Ehmmé = hi & = hypn D.
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Coeficientes de spin perturbados

(1)

K

e
LM

2, (D
25D
2eD)

oD
27

45(1)

4y

+

1 1 1
(D —7%—2€)hyy, — 5(5 —2a—-28+7T+ T)hy — o + Eﬁhmm —+ Eﬂhmm,
-~ 1 B i 1_ 1
—(® + T)hym + E(D —P+p—2e+20)hmm + 5>\hll - Eahln’
—(A+ T+ 27)hnm 5(5 +2a+28 -7 —T)hpn — Ahnm + thmm + Vhamm

7+ W = (AT~ b+ 29— P b — 2 Mhi + TR,

Phnn — (8 + 26 + Thpm + (6 +28 — 27 — Thpm — (A + B — p+7 = Nhmm — Bhin — vhin
phip 4+ (p = P)hnt + (D + p = P)hmmm + (8 — 2a0 = m)hypy, — (§ 4+ 27 — 2@ + T)himy + Khnm — &
(D4+p—p—26)hy + (6 —2a — 31 — 27)hyyy — (6 — 2& + 7 + 27) 7y

(p = Phmm — (& = p+ B — 27yt + Fhnm — Khpm — 0 + Thamm.,

—(D = p+2)hpm + (8 =7 = mhy — (A+ T — 29 hizm — Thmm — Thimm + Thnm — My,
(D =P+ 20)hnm — (6 + 7+ Thni + (A + 1 — 27k — Thym — Thmm + MNum — chpmm,
(D=2p—p =20 hpm — (A+4y =20+ 8 — 2V higmr — (8 + 7 + T)hpy + vhyy — 3k, + Rhap,
(S +20—7 —F)hpme — (6 — 2@ + 7 + 7) hrm s

(D—p—4e+2p+26)hnm — (A + p+ 28+ 2v)hym

(6 +7 + Thnt = (8 =28 + T + T)hpmrm + (8 + 26 — 7 — Dhmm + Phiy + X + shpn — 30h
—(A = p+E+27)hn +(D+p =7+ 26)hnn

(8428 + 2% + 3T hpmr + (8 + 2B — 2 — Thnm + (B — 20 + ¥ — Nhmmr — vhim + Phim —
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Escalares de Ricci Perturbados

80 = DM, T (2 4 e ® - W (etr) 47D 1D Eat+F - m)
+ e =5 —pe+ )M 47D — kBa+F - m,
o) = 6Ma -8 (up—r0) —aMa - gME 2008 - M (p—5) — D —m) + vV
+ 6™ —5M —am® — 5B 42080 — 1o - BP —c(u-mM + vy — A - AD,
o = P AW, W im) oW Epm - W e —7) - s 3y 1) - wy — WD
+ DM - Ak —pr D —o@m+ )M —r(e — M — k@Y + D),
8 = DMy AWy D) A (m by = 2D (g = 3) 40D (e 4 )
N S R o0 NPV C NS L G ) LS NIRRT S R P
() = s Vr—aBo—(uo+30)P - D4 -—@) + 0V By -7 +xDp
b W ac® st 5D 4 o3y — D 4 D)
o) = sWy_ AW, Wy 45 15 W _3p )

+ o or® —ap® - (N —p D 4D v -3 -,
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Escalares de Weyl perturbados

1
oY
oV

1
oY

wV

1
oV

+

+

(D—3e4+e—p-7poP —(-a-38+7—r)r®
(D-3e+e—p-pPo—@G-a-38+7—1)Vx,

D+e-p)pY — (G —a+me — (a+me™ + (v + M,
Dre-pVs-@-a+mPVe—(a+mWot(v+m,

(G-204B-m-7p" —(-a+m+ a0 +(D+ete+p-prD + 2wk - r0)V)/3
A -F-vta-me 4G —atB-TFomrD AT -y T - wp,
G-20+B-m-nPp-@-a+m+nPatD+ectetp-n /3
—a-F-yt+i-W Vet G-a+B-F-mPr—@a-F-y+7-m Wy,
G+B-77Y —@a-F+ma® + (4 - B+ AW,
G+B-PPy—@a-F+mPat(c+nPv— B+

G43atB+m—m® (A -F43y +p+rma

G43at+B+m—m Dy — (A 743y +u+mPA, )
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CONCLUSIONES

@ Haciendo uso del formalismo de Newman-Penrose y ayudados del
algebra ya establecida en este formalismo, pudimos obtener un
ecuacién tipo Teukolsky cuando los escalares de Ricci no son nulos,
que no sean nulos implica que el objeto astrofisico contenga materia
y por lo tanto aparecen términos extras de la ecuacién de Teukolsky
obtenida para hoyos negros.

o Con esta ecuacién podremos obtener las ondas gravitacionales
generadas por objetos astrofisicos con materia.
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